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Ubungen zur Linearen Algebra 1

Aufgabe 35: Es sei K ein Korper.

(a) Es sei T : K? — K? gegeben durch T((z1,72)) = (21,0). Zeige, dass T linear ist und
bestimme die darstellende Matrix von T beziiglich der Standardbasis von K2.

(b) Es sei n € N und V = Rz]<p. Aulerdem setzen wir D(P) = P’, wobei P’ die
Ableitung von P nach x bezeichnet. Zeige, dass D eine lineare Abbildung von V' nach
V ist und bestimme die Matrix von D beziiglich der Basis % := (20, ...,2") von V.

T X3
T2 X4
c) Betrachte f : K® — K®, gegeben durch f(| 23 |) = | 21 |. Finde die darstellende
T4 L5
x5 Z2
Matrix von f beziiglich der Standardbasis von K°.
0 0 0 1
: . 1 0 0 0 .
d) Es sei B = (v1, v2, v3,v4) mit v1 = ol2=111%=1, und vy = 0 . Finde
0 0 1 0

die Transformationsmatrix des Basiswechsels von der Standardbasis von K* nach B.

Aufgabe 36: Entscheide fiir jede der folgenden Wahlen eines Korpers K, zweier K-
Vektorrdume V| und V5 sowie zweier Untervektorrdume Uy von Vi bzw. Us von Vs, ob
Vi /Uy = Vo /U,. Beweise deine Antworten.

(a) K=R, V3 =Vo=R2 U; = {(2,0)! : x € R}, Us = {(0,2) : z € R}

b)) K=Q,Vi=Q* Va=Q?% U; = {(a,—a+b,b,2a +b) : a,b € Q}, Uy = {0}

(C) K beliebig, n N, V1 = V2 = Matn(K), U1 = {A S V1 : (VZ,] S N)(A)” = (A)j,'},
Up={A€Vo:(Vi,j € N)(A)ij = (A)(n+1-0);}



Aufgabe 37: Es sei K ein Korper und V' ein K-Vektorraum.

(a) Zeige: A C V ist genau dann ein affiner Unterraum von V', wenn A + (—a) fiir jedes
a € A ein Untervektorraum von V ist.

(b) Zeige: Sind A = U + v und A’ = U’ 4+ ¢/ affine Unterrdume von V', so ist AN A" =0
genau dann, wenn v —v' ¢ U + U'.

Aufgabe 38: Es sei K ein Korper, V ein n-dimensionaler Vektorraum, % eine Basis von
V. Ferner sei B die Menge aller Basen (1, ..., x,) von V. Die Abbildung f : 8 — GL,(K)
sei gegeben durch f(#') = T, (wobei T, die Transformationsmatrix des Basiswechsels
von & nach %' bezeichnet). Zeige: f ist bijektiv.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Es sei (G,+) eine abelsche Gruppe und H eine
Untergruppe von G. Fir g€ Gseig+ H :={g+h:he€ H}.

Es bezeichne nun G/H die Menge {g + H : g € G}.

(a) Zeige: Sind ¢1,92,91,95 € G, o + H = ¢y + H und g2 + H = ¢4 + H, so ist
auch (g1 + ¢g2) + H = (¢} + ¢5) + H. Es ist also durch ® : G/H x G/H — G/H,
(g1 + H)® (92+ H) = (91 + g2) + H eine Verkniipfung auf G/H definiert.

(b) Zeige: G/H bildet mit @ eine abelsche Gruppe.

(c) Es seien G, H abelsche Gruppen, f : G — H ein Gruppenepimorphismus. Zeige:
G/ker(f) =2 H.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
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