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Ubungen zur Linearen Algebra 1

Aufgabe 17:

(a) Sei V ein K-Vektorraum, X eine beliebige nichtleere Menge. Zeige: Abb(X, V) ist ein
K-Vektorraum (zusammen mit der punktweisen Addition und der durch (cf)(z) = cf(x)
fir c € K, f € Abb(X, V) gegebenen Skalarmultiplikation).

(b) Zeige: Ist R ein kommutativer Ring mit Multiplikation - und ein Teilring K C R von
R ein Korper, so wird R zu einem K-Vektorraum, indem man die Skalarmultiplikation
-t KX R— Rdurch ¢-r=c-gr fir alle c € K, r € R definiert.

Aufgabe 18: Es sei V = Abb(R, R) zusammen mit der punktweisen Addition, aufgefafit
als R-Vektorraum. Bestimme in jedem der folgenden Fille den von X aufgespannten
Unterraum.

(a) X ={f € Abb(R,R) : Va f(—2) = f(fb’)}
b) X = {f € ABb(R, B) - Varf(—2) = f(x)}
c) X ={f¢€ Abb((]R,]R) Vaef(—x) = (:U)} U{f € Abb(R,R) : Vo f(—z) = —f(z)}

(
(
(d) X = {f € Abb(R,R) : f(0) = 0}
(e) X = {f € ADb(R,R) : (0) # 0}

Aufgabe 19: Entscheide fiir jedes der folgenden Paare (K, V') aus einem Koérper K und
einer abelschen Gruppe V, ob eine Abbildung - : K x V — V derart existiert, dass V'
mit - als Skalarmultiplikation ein K-Vektorraum wird. Beweise deine Antworten.

(a) K = Z/22, V = (Q,+)

(b) K =Q, V # {0} endlich

(c) K=7Z/3Z,V =7Z/5Z

(d) K=2Z/52,V =7/27

(e) K=7/27Z,V = (Z/3Z)*.

Aufgabe 20: Fiir einen Koérper K und einen K-Vektorraum V sowie X C V' bezeichnen
wir mit 3, (X) die ‘linear unabhéingige Potenzmenge’ von X, d.h. die Menge aller linear
unabhéngigen Teilmengen von X.

(a) Es sei K = Z/27Z, V = (Z/2Z)?. Bestimme By, ((Z/27)?).

(b) Essei K =Q, V =03, X ={(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2),(1,1,1)}. Bestimme J;,,(X).
(c) Es sei K ein endlicher Korper. Betrachte K als K-Vektorraum. Zeige: Fiir X C K
ist "Blu(X” - |X| S {Oa 1}'



Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Es sei K ein Korper der Charakteristik 0 und V
ein K-Vektorraum, ferner {v1, ..., v2014} C V so, dass 2122114(1 — 0i5)v; = 0 fiir alle
je{l,2,..,2014}.

(a) Zeige, dass v; = 0 fir alle i € {1,2,...,2014}.

(b) Gilt die Folgerung weiterhin, wenn die Voraussetzung iiber die Charakteristik von
K fortgelassen wird? Beweise deine Antwort.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
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