Losungsvorschlag zu Aufgabe 2 auf Blatt 6

Voraussetzung: Es sei ¢ € C gegeben und I := ((X — ¢)?) = (X? — 2¢X + ) C C[X].
Behauptung:
(a) Vn e N:VEk e {1,...,n}: X" —1=; k"1 XA — (k- 1)k X"k — 1.
(b) VneN: X"—-1¢1
(c) VneN:#{zeC|z"=1}=n
Beweis.
(a) Sei n € N gegeben. Wir beweisen die Aussage
Vee{l,...,n}: X" —1=; kX" — (k- 1) X"k -1 (%)
per vollstédndiger Induktion nach k.
Induktionsanfang: (k=1)
Fiir £ = 1 gilt fiir die rechte Seite
k,cklenkarl o (k’ o 1)Canfk —1=1- lel . anlJrl o (1 o 1>x1Xn71 -1
=X"-1.

Insbesondere ist dies natiirlich auch kongruent zu X™ — 1 modulo /. Damit ist der
Induktionsanfang gezeigt.

Induktionsschritt: (k ~k+1)
Sei k € {1,...,n— 1} gegeben. Wir nehmen an, dass

X" — 1= b XF (— 1) X 1 (IV)

gilt (Induktionsvoraussetzung). Zu zeigen ist, dass dann auch
X" —1=; (k+1)cFD=txn=(EDH (] 1) — 1)) xn=(D _q
= (k+ )X F — kX
gilt (Induktionsbehauptung).
Es gilt
X? =2 X+=0 = X’=2X-c"=c(2X —¢). (xx)

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt nun

v
X" =1 2] kA X (= D)X 1
= kXML X — (k= 1) X -1

E) ke XmR L (2X — ) — (k= DF X" 1

— QkaXn_k o kck—i—an—k—l o (k’ - 1)Can—k -1
— (kﬁ + 1)Can—k . k,ck-l-an—k—l 1.

Damit ist die Induktionsbehauptung gezeigt.

Aus dem Beweisprinzip der vollsténdigen Induktion folgt, dass (x) gilt. Dan € N
beliebig war, ist damit die Behauptung gezeigt.

Die Idee im Induktionsschritt war, dass man mittels der Kongruenz (xx) jede X -
Potenz durch eine um einen Grad niedrigere X -Potenz ,ersetzen® kann. Damit liefs
sich das Polynom im (k + 1)-Fall® auf jenes im ,k-Fall“ zurickfihren.
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(b)

Sei n € N gegeben. Wir argumentieren per Widerspruchsbeweis und nehmen dazu
an, dass X™ — 1 € [ gilt. Nach Teil (1) gilt (mit k = n)

X" —1=;nc" ' X" (p — D" X" — 1
=nc" ' X —(n—1)c" -1,

also ist auch das untere Polynom ein Element von /. Hieraus ergibt sich nun aber ein
Widerspruch, denn obiges Polynom hat Grad 1 und jedes Element des Ideals [ ist
ein C[X]-Vielfaches des Polynoms (X — ¢)? = X2 — 2¢X + ¢? (d.h. ist von der Form
q- (X — ¢)? fiir ein ¢ € C[X]) und hat somit entweder Grad grofergleich 2 oder Grad
0 (falls ¢ = 0). Also muss doch X™ — 1 ¢ I gelten.

Sei n € N gegeben. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Satz 4.2.12) bzw. nach
Bemerkung 4.2.13 (a) existieren a € C und zy, ..., z, € C mit

Xt'—1l=a(X—2) (X —2,).
Es gilt nun offensichtlich C,, = {z1, ..., 2,}. Um zu zeigen, dass #C,, = n gilt, miissen
wir zeigen, dass z1, ..., z, alle verschieden sind. Zwecks Widerspruch nehmen wir an,

dies sei nicht der Fall. Indem wir gegebenenfalls die Zahlen zq, ..., z, umnummerieren,
diirfen wir annehmen, dass z; = z, gilt. Dann gilt

X" —1=(X—-2)"a(X —2) (X —z) (X —2,)¢€ ((X—zl)Q).

Dies widerspricht aber Teil (b), denn das Element ¢ € C dort war ja beliebig (setze
¢ = z;). Also miissen z1, ..., z, doch alle voneinander verschieden sein, womit #C,, =
n gezeigt ist.
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