Losungsvorschlag fiir Aufgabe 3 auf Blatt 7
(und die Zusatzaufgabe)

Voraussetzung: Es seien m,n € N und A € Z™*" gegeben.

Behauptung:
(a) Gibt es ein x € R™\ {0} mit Az = 0, so gibt es auch ein z € Q" \ {0} mit Az = 0.
(b) Gibt es ein z € C™\ {0} mit Az = 0, so gibt es auch ein € Z" \ {0} mit Az = 0.

Zusammenfassung von Aussagen iber homogene lineare Gleichungssysteme:
Sei K ein beliebiger Korper, m,n € Nund A, B € K"™*",

e Angenommen B ist in reduzierter Stufenform. Dann folgt aus Bemerkung 5.1.12 (oder
Satz 5.3.2), dass folgende Aussagen #dquivalent sind:

(1) ker B = {0}

1
(i1) Es gilt m > n und B = 0 (1) , wobei der obere Teil quadratisch von
0 --- 0

GroBle n x n ist (mit allen nicht eingetragenen Eintragen gleich 0) und der untere
Teil die Hohe m — n > 0 hat.

(111) B hat keine fehlende Stufe.
(iv) Alle Unbekannten des linearen Gleichungssystems Bz = 0 sind abhéngig.

e Fiir zwei Matrizen A, B € K™*" sind nach Satz 5.3.2 dquivalent:

(i) A und B kénnen durch Zeilentransformationen ineinander tibergefiihrt werden.

(i1) ker A = ker B.

Beweis. Um zwischen Uberlegungen in Q, R und C zu unterscheiden, fithren wir folgende
Notationen und Sprechweisen ein:

o Wir setzen

kerg A == {x € Q" | Az =0},
kerg A = {z € R" | Az = 0},
kerc A== {z € C" | Az = 0}.

e Eine Zeilentransformation, bei welcher mit einer rationalen Zahl multipliziert wird
oder ein rationales Vielfaches einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird, nennen
wir eine Q-Zeilentransformation. Analog sprechen wir von R-Zeilentransformationen
und C-Zeilentransformationen. Wegen Q C R C C (als Teilkorper, d.h. Addition
und Multiplikation sind ,dasselbe”) ist jede Q-Zeilentransformation auch eine R-Zei-
lentransformation und jede R-Zeilentransformation auch eine C-Zeilentransformation
(umgekehrt natiirlich im Allgemeinen nicht).

Man beachte zudem, dass man beziiglich des Begriffes der reduzierten Stufenform nicht zwi-
schen @, R und C unterscheiden muss, denn wegen Q C R C C (als Teilkorper) sind 0 und
1 in allen drei Ringen identisch.

Nun beweisen wir die beiden Teile (1) und (2).
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(1) Nach Voraussetzung gilt kerg A # {0} und wir wollen zeigen, dass kerg A # {0} gilt.
Wegen A € Z™*™ C Q™*™ und da Q ein Korper ist, gibt es nach dem Gauf3-Algo-
rithmus 5.2.3 eine Matrix A € Qm*™ in reduzierter Stufenform ist, die aus A durch
elementare Q-Zeilentransformation hervorgeht. Nach Satz 5.3.2 (mit K = Q) gilt
dann kerg A = kerg A. Da jede Q-Zeilentransformation auch eine R-Zeilentransfor-
mation ist, gilt nach Satz 5.3.2 (diesmal mit K = R) auch kerg A = kerg A. Also gilt

kerg A # {0}. Da A in reduzierter Stufenform ist, muss A nach den Voriiberlegungen
vor dem Beweis oder Bemerkung 5.1.12 im Skrlpt (fir K = R) mindestens eine

fehlende Stufe haben. Dann gilt aber auch kerg A # {0}, wiederum nach diesen
Voriiberlegungen oder Bemerkung 5.1.12 im Skript (diesmal fiir K = Q). Also folgt

kerg A = kerg A # {0}.

(2) Nach Voraussetzung gilt kerc A # {0}. Wie in Teil (1) folgt zunéchst, dass dann
auch kerg A # {0} gilt (man ersetze dort einfach tiberall R durch C). Sei konkret
= (x1,...,%,)" € kerg A\ {0} gegeben. Fiir jedes i € {1,...,n} schreibe z; = ¥
mit gewissen a; € Z, b; € N. Definiere nun

Yi=by- by = (ayby- by, bragbsby - -bn, ... by by 1ay) .

Dann gilt y € Z™ und Ay = by - - - b, - Ax = 0. Damit ist die Behauptung gezeigt.
O

Beweis der Zusatzaufgabe. Um zwischen Uberlegungen in L und in K zu unterscheiden,
fithren wir folgende Notationen und Sprechweisen ein:

e Wir setzen
kerg A :={z € K" | Ax = 0},
ker, A:={zx e L" | Az =0} .

e Eine Zeilentransformation, bei welcher mit einem Element aus K multipliziert wird
oder ein ,, K-Vielfaches® einer Zeile zu einer anderen Zeile addiert wird, nennen wir
eine K-Zeilentransformation. Analog sprechen wir von L-Zeilentransformationen. We-
gen K C L (als Teilkérper, d.h. Addition und Multiplikation sind ,,dasselbe®) ist jede
K-Zeilentransformation auch eine L-Zeilentransformation (umgekehrt natiirlich im
Allgemeinen nicht).

Man beachte zudem, dass man beziiglich des Begriffes der reduzierten Stufenform nicht zwi-
schen K und L unterscheiden muss, da Ox = 07 und 1x = 1 gilt (denn K C L ist ein
Teilkorper).

Nun zum Beweis der Aussage: Nach Voraussetzung gilt ker; A # {0} und wir wollen zeigen,
dass keryg A # {0} gilt. Wegen A € K™*" und da K selbst ein Kérper ist, gibt es nach dem
GauB-Algorithmus 5.2.3 eine Matrix Ae Kk mxn - die in reduzierter Stufenform ist und aus A
durch elementare K-Zeilentransformation hervorgeht. Nach Satz 5.3.2 (mit K als Korper) gilt
dann kerx A = kerg A.Da jede K-Zeilentransformation auch eine L-Zeilentransformation ist,
gilt nach Satz 5.3.2 (diesmal mit Kérper L) auch ker, A = kery A. Also gilt kery A # {0}.
Da A in reduzierter Stufenform ist, muss A nach den Voriiberlegungen vor dem Beweis oder
Bemerkung 5.1.12 im Skript (fiir den Kérper L) mindestens eine fehlende Stufe haben. Dann
gilt aber auch kerj A # {0}, wiederum nach diesen Voriiberlegungen oder Bemerkung 5.1.12
im Skript (diesmal fiir den Kérper K). Also folgt kery A = kergx A # {0}. O



