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Ubungsblatt 10 zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1:

(a) Bestimme natiirliche Zahlen a und b derart, dass 5a = 1 (mod 17) und 76 = 1 (mod
25).

(b) Bestimme natiirliche Zahlen a und b derart, dass a = 2 (mod 3) und a = 7 (mod 14)
sowie b = 3 (mod 4), b =4 (mod 5) und b = 6 (mod 7).

(c) Eine natiirliche Zahl a heife quadratfrei, falls keine natiirliche Zahl b > 1 existiert
mit b%|a. Zeige: Zu jedem n € N existiert ein m € N derart, dass keine der Zahlen
{m,m+1,...,m 4+ n} quadratfrei ist.

Aufgabe 2: Es sei 1 < n € N. Eine natiirliche Zahl k € {0,1,2,...,n — 1} heift Einheit
von Zy, falls ein | € {0,1,2,...,n — 1} existiert mit kl = 1 (mod n). Es bezeichne U(n)
die multiplikative Gruppe der Einheiten von Z,.

(a) Zeige: Fiir a € {0,1,2,...,n — 1} ist a € U(n) genau dann, wenn ggT(a,n) = 1.

Fiir n € N sei nun ¢(n) := |U(n)|.

(b) Zeige: n ist prim genau dann, wenn ¢(n) = n—1 und fiir m,n € N mit ggT(m,n) =1
gilt ¢(mn) = 3(m)d(n).

(c) Zeige: Ist n € N, p prim, so ist ¢(p™) = p™ — p"~ L. Folgere: Sind py, ..., pr Primzahlen
und a7, ..., ay, natiirliche Zahlen mit m = H?lef‘i, so ist ¢p(m) = F_ (p;—1) -Hi?:lp?ifl.
Aufgabe 3: Zeige: Jeder endliche Integritatsbereich ist ein Korper. (Ein Ring R heifst
Integritdtsbereich, falls fiir alle a,b € R aus ab = 0 stets folgt, dass a = 0 oder b = 0.)

Aufgabe 4: Es sei R ein Ring, ferner I, J <R und I C J. Zeige:
(a) IaJ

(b) J/JI<R/I

(c) (R/T)/(J/T) = R/J

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: Es sei ¢ € Z[X], deg(q) > 0 so, dass keine natiirliche
Zahl t > 1 existiert mit t|g(n) fir alle n € N. Eine natiirliche Zahl a heife g-frei, falls
keine natiirliche Zahl b existiert mit g(b)|a. Zeige: Zu jedem n € N existiert ein m € N
derart, dass keine der Zahlen {m,m + 1,...,m + n} ¢-frei ist.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen. Abgabe bis Montag, den 7. Juli
2014, um 10:00 Uhr in das Postfach Deines Tutors in der 4. Etage des F-Geb&udes.



