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Ubungsblatt 7 zur Linearen Algebra II

Aufgabe 1: Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, T : V — V
linear, ferner xr das charakteristische Polynom und pr das Minimalpolynom von T'. Wir
wollen zeigen, dass x7 und pur in K die gleichen Nullstellen haben.

(a) Es sei ¢ € K ein Eigenwert von 7. Zeige: x7(c) = pr(c) =0

Nun sei z € K eine Nullstelle von pg und pr = (X — z)q.

(b) Zeige: Es existiert v € V mit (¢(T"))(v) # 0.

(c) Zeige: Es existiert 0 # v € V mit Tv = zv; folgere, dass die Nullstellen von up gerade
die Eigenwerte von T sind und also mit den Nullstellen von y7 zusammenfallen.

Aufgabe 2: Es seien K C K’ Korper, A € K"*". Ein normiertes Polynom p € K'[X]
heift minimal fiir A beziiglich K’, falls p(A) = 0 und ¢(A) # 0 fiir jedes ¢ € K'[X] mit
deg(q) < deg(p)-

(a) Zeige: Es existiert genau ein fiir A beziiglich K’ minimales Polynom.

Dieses Polynom bezeichnen wir ab jetzt als Minimalpolynom von A beziiglich K’ abge-
kiirzt ,uf ". Wir wollen nun zeigen, dass ,uf ' = /iif , das Minimalpolynom von A also iiber
jedem Grundkorper das gleiche ist.

(b) Zeige: Genau dann existiert p € K'[X] mit p(4) = 0 und deg(p) = k, wenn das
lineare Gleichungssystem A* + x, 1 A*=1 4+ . + 20A° = 0 mit Koeffizienten in K, n?
Gleichungen und k Variablen x, ..., 7 _1 iber K’ losbar ist.

(c) Zeige: Ist Z ein lineares Gleichungssystem mit Koeffizienten in K, so ist £ genau
dann iiber K losbar, wenn & iiber K’ losbar ist.

(d) Zeige: deg(uk’) = deg(uk). Folgere, dass pk’ = pk.

Aufgabe 3: Es sei K ein Korper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, T : V — V
linear sowie Uy, Us C V T-invariante Unterrdume mit Uy + Uy = V. Fiir i € {1,2} sei
w; das Minimalpolynom von Ty, : U; — U;. Ferner sei p das Minimalpolynom von 7.

Zeige: p =kgV(u1, pi2).

Aufgabe 4:
2 2 =5

(a) Berechne das Minimalpolynom der Matrix A= [3 7 —15| € R3*3,
1 2 —4

(b) Es sei A € R6%6 eine Matrix mit charakteristischem Polynom (x — 1)(z — 2)(z —
3)2(x — 4)2. Finde alle méglichen Minimalpolynome von A.



Zusatzaufgabe fiir Interessierte:
Es sei p eine Primzahl. Eine rationale Funktion iiber I, ist ein Quotient % mit p, ¢ € Fp[X]

und ¢ # 0. Sind % und % rationale Funktionen iiber F), so definieren wir % + % =

PLRAP2qL g PL. P2 — PIP2 g hegeichne Rat, die Menge der rationalen Funktionen
a1 oo q142
iiber F,,.

Zeige: (Rat,, +, -) ist ein unendlicher Koérper mit Charakteristik p.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen. Abgabe bis Montag, den 16. Juni
2014, um 10:00 Uhr in das Postfach Deines Tutors in der 4. Etage des F-Gebaudes.



