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Ubungen zur Mathematischen Logik

Aufgabe 1: Es sei S eine Symbolmenge.

(a) Zeigen Sie: Es existiert eine Menge T von S-Sétzen so, dass fiir eine S-
Struktur 9t mit Tragermenge M genau dann 9t = T gilt, wenn M unendlich
ist.

(b) Zeigen Sie: Falls T" der in (a) formulierten Bedingung geniigt, ist 7" un-
endlich.

(c) Es sei Sgr = {o, e} wieder die Sprache der Gruppen. Zeigen Sie: Es exi-
stiert keine (endliche oder unendliche) Sg,-Satzmenge T so, dass & |= T fiir
eine Sq-Struktur & genau dann gilt, wenn & eine endliche Gruppe ist.

Aufgabe 2: Zu einer Ausdrucksmenge ® bezeichne J% die zugehorige Ter-
minterpretation.

(a) Finden Sie eine Symbolmenge S und eine widerspruchsfreie Menge ¢ von
S-Ausdriicken so, dass ® Beispiele enthélt und 3% (£ ®.

(b) Finden Sie eine Symbolmenge S und eine negationstreue, widerspruchs-
freie Menge ® von S-Ausdriicken so, dass J® (£ ®.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte: (25 Punkte)

Ein Graph G ist ein Paar (V, E), wobei V' eine Menge ist und £ C V x V
symmetrisch und irreflexiv. Die Sprache Sq, der Graphentheorie hat ein zwei-
stelliges Relationszeichen R, dessen Interpretation F ist. G heif3t endlich, falls
V endlich ist. Eine Grapheneigenschaft £ ist eine Teilmenge der Menge der
endlichen Graphen, fiir die ein Sq,-Satz ¢ existiert mit G € € gdw. G = ¢
fiir alle endlichen Graphen G.

Fiir n € N bezeichne G,, die Menge der Graphen (V, F) mit V' = {0, ...,n}.

n(n+1)

(a) Zeigen Sie: Fur allen € Nist |G,| =272

Il e R

(Ai<icm Bzi A N\ <<, 7R2y;)). Anschaulich besagt A, also, dass zu je-
der m-elementigen Eckenmenge X und jeder zu X disjunkten n-elementigen
Eckenmenge Y eine Ecke z existiert, die mit allen Elementen von X, aber
keinem von Y verbunden ist. Mit WDW (‘was du willst’) bezeichnen wir die
Satzmenge {A,,, : m,n € N}.



(b) Zeigen Sie: Sind (V4, Eq) = Gy EWDW und (Va, Ey) = Gy EWDW
abzéhlbar, so sind G; und G5 isomorph.*

(c) Folgern Sie: Fiir jeden Sg,-Satz ¢ gilt WDWk ¢ oder WDWFE —¢.

(d) Folgern Sie weiter: Fiir jeden Sg,-Satz ¢ existiert eine endliche Menge
Ty CWDW mit T+ ¢ oder 1"+ —¢.

Es sei nun ¢ der zu £ gehorige Sg,-Satz. Entsprechend ist die Wahr-

scheinlichkeit, dass ein zufallig gewéhltes Element von G,, die Eigenschaft &

hat, gleich o¢ := |iTnG+"1l . Wir kénnen also Wy := lim,, .0 als die Wahr-
2

2
scheinlichkeit interpretieren, dass ein zufillig gewéhlter endlicher Graph die

Eigenschaft £ hat.
(e) Zeigen Sie: Ist ¢ e WDW, so ist W, = 1.

(f) Folgern Sie: Ist T CWDW endlich und ¢ die Konjunktion aller Ele-
mente von T', so ist Wy, = 1.

(g) Folgern Sie: Ist £ eine Grapheneigenschaft und ¢ der zugehorige Sg,-
Satz, so ist W, = 0 oder Wy = 1, d.h. fiir jede Grapheneigenschaft £ hat
ein zufallig gewéahlter endlicher Graph die Eigenschaft £ entweder mit Wahr-
scheinlichkeit 0 oder mit Wahrscheinlichkeit 1.

Bei den Aufgaben 1 und 2 sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
Abgabe am 17.06.2015 in der Vorlesung oder vor der Vorlesung in den Brief-
kasten Thres Ubungsleiters.

!Tipp: Es seien (v} : i € N) und (v? : i € N) Aufziihlungen von Vi bzw. Va. Konstruieren

Sie einen Isomorphismus f : G7 ~ G schrittweise durch eine aufsteigende Folge (f; : i €
N) partieller Funktionen: Falls im 2n-ten Schritt noch kein v € Vi mit f,,1 | (v) = v}
existiert, so benutzen Sie WDW, um zu zeigen, dass ein w € V5 so existiert, dass fiir alle
v € dom(fon—1) gilt: Eawfon—1(v") gdw. Eiv,v’. Setzen Sie fo,(v,) = w und fo,(v) =
fon—1(v) fiir v € dom(fa,,_1); verfahren Sie analog im (2n + 1)-ten Schritt mit v2. Zeigen
Sie schlielich, dass f = |J,,cy fn I[somorphismus von G und Gy ist.
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