0.1 Lemma. Seien X, Y Mengen. Dann ist | X| < |Y| genau dann, wenn eine Injektion
f: X =Y existiert.

Beweis. Sei | X| =k, |Y|=\i: ke Xound j: A 65 Y.

»,=" Angenommen, | X| < |Y],d.h. s < X\. Danniist f : X — Y gegeben durch f = joi~!
offenbar injektiv.

,<“Seinun f: X — Y injektiv. Dann ist auch g : Kk — A, gegeben durch g = j~'o foi
eine Injektion. Sei U = g[k]. Dann ist |U| = k. Sei v = otp(U). Sei h : v — U ein
Ordnungsisomorphismus.

Angenommen, v > A. Dann wére A € dom(h), also h(A) € A und damit h(\) < A; wir
wissen aber, dass fiir ordnungserhaltendes h: A — A und a < A stets a < f(«) gilt, ein
Widerspruch. Also ist v < A. Es folgt |y] < A\. Da k= |U| = ||, ist & < A O

0.2 Theorem (Schriéder-Bernstein oder Cantor-Bernstein). Seien X, Y Mengen, ferner
f: X —=Yundg:Y — X Injektionen. Dann ist X =Y, d.h. es existiert eine Bijektion
h:X &Ly,

Beweis. Nach 0.1 ist | X| < |Y| und |Y| < |X]|, also | X| =|Y|. O

0.3 Lemma. FEs seien X,Y nichtleere Mengen. Genau dann existiert ein injektives
f: X =Y, wenn ein surjektives g 1 Y — X existiert.

Beweis. "= Sei f : X — Y injektiv, ferner xy € X beliebig. Definiere g : ¥ — X
durch

)N y), falls y € f[X]
9(y)

Zo, sonst.

Dann ist g offenbar surjektiv.

< Sei nun ¢ : Y — X surjektiv. Definiere eine Aquivalenzrelation ~ auf Y durch
Y1~ 12 & gy1) = glye). Zuy € Y sei [y]. die Aquivalenzklasse von y beziiglich ~.
Dann ist {[y]~ | y € Y} eine Familie paarweise disjunkter nichtleerer Mengen. Nach AC
sei h eine Auswahlfunktion fiir A. Definiere nun f : X — Y durch f(z) = h(g '[z]).
Dann ist f offenbar injektiv. ]

0.4 Korollar. Fine Ordinalzahl o ist genau dann eine Kardinalzahl, wenn es kein
B <« gibt, so dass ein f: 825 o existiert.

0.5 Theorem. Fir jede Menge X ist | X| < |P(X)|. Insbesondere existiert zu jeder
Kardinalzahl k eine groflere Kardinalzahl.

Beweis. Wir haben bereits gezeigt, dass X # P(X). Also ist | X| < |P(X)| oder | X| >
|P(X)|. Da s : X — P(X),s(x) := {z} fiir alle x € X offenbar injektiv ist, ist
| X| < |P(X)]. Es folgt | X| < |P(X)].

Ist nun k € Card, so ist |P(k)| eine grofsere Kardinalzahl. O

0.6 Definition. Ist s eine Kardinalzahl, so bezeichnet x* den kardinalen Nachfolger
von k, d.h. die kleinste Kardinalzahl, die grofer als « ist.



0.7 Bemerkung. Wir haben nicht gezeigt, dass k* = |P(x)| fiir x unendlich gilt. Diese
Behauptung heiftt verallgemeinerte Kontinuumshypothese (GCH). GCH ist in ZFC we-
der beweis- noch widerlegbar. CH, die Kontinuumshypothese, ist die Behauptung, dass
P(w)] = w™.

Wir konnen also unendliche Kardinalzahlen w, w™,w™*™, ... konstruieren. Diese bezeich-
nen wir mit wp = w,w; = W, wy = Wy, ...

Frage: Sind das alle? Nein!

0.8 Theorem. Sei (k, | ¢ < \) eine wachsende Folge von Kardinalzahlen (Kn). Dann
ist auch K :=J,_, K, eine Kardinalzahl. Ist (k, | © < X) strikt wachsend (d.h. 1; < 13 —
Ry, < Ky,) und X\ € Lim, so ist k > k, fur alle . < \.

Beweis. Angenommen, £ ¢ Card. Dann existiert nach 0.3 ein @ < k und ein surjektives
fra— k. Daac€k=|_,k, existiert ein ;o € A mit a € k,,. Definiere f : @ — K,

<A
durch
5 ) (), falls f(7v) € Ky
f() =
0, sonst.
Dann ist f surjektiv, aber o < k,,, also x,, ¢ Card, Widerspruch. n

Damit konnen wir definieren: wy := w, w41 :=w;", A € Lim = wy ==, w..
(w, | ¢ € On) ist eine echte Klasse von Kardinalzahlen. Es ist Card = w U {w, | ¢ € On}
(UA).

0.9 Definition. Eine Menge X heifst abzéhlbar, falls X = w, hochstens abzéhlbar,
falls | X| < w, und tiberabzédhlbar, falls | X| > w.

0.10 Bemerkung. Will man den kardinalen Charakter von w, betonen, schreibt man fiir
w, auch N,. Es gilt aber strikt: 8, = w, fiir alle + € On.

0.11 Korollar. Die Funktion ¢ — X, ist normal. Insbesondere besitzt sie beliebig grofse
Fizpunkte, d.h. a € On mit o = N,.

0.1 Kardinalzahlarithmetik

0.12 Definition. Sei (k, | ¢ < «) eine Folge von Kardinalzahlen. Dann definieren wir

die kardinale Summe ), __ x, durch:
Z/{L:: UI{LX{L} :
<o <o

0.13 Lemma. Seien k, \,v € Card. Dann ist:
(i) k+ A+v)=(k+ ) +v

(i) K+ AX=X+kK



Die kardinale Addition ist also - im Gegensatz zur ordinalen Addition - kommutativ.

0.14 Lemma. Sei (K, | ¢ < ) eine Folge von Kardinalzahlen, ferner f : oo — 3 bijektiv.
Dann ist 3, _ ko=, c5Kf-10)-

0.15 Definition. Sei (k, | ¢ < a) eine Folge von Kardinalzahlen. Die Menge

H/@::{f:a—>Um\f@)émﬁiralleb<a}

<o <o

heifst kartesisches Produkt von (k, | ¢ < «). Das kardinale Produkt iiber (k, | ¢ < ) ist

dann gegeben durch
#
[ s = TTx

<o <o

Fiir zwei Kardinalzahlen schreibt man im Allgemeinen auch -\, dann ist k- A = |k x A|.

0.16 Bemerkung. Sind (A, | ¢ < «) eine beliebige Folge von Mengen, so ist

[14|= 1T 1Al

<o <o

Sind die A, paarweise disjunkt, so gilt

Ja

<o

=> |A).

<o

0.17 Lemma. Die obigen beiden Lemmata gelten analog fiir - statt +.

0.18 Definition. Sind x, A € Card, so ist die kardinale Exponentiation oder \-te
kardinale Potenz von s gegeben durch x* := Hi NG

0.19 Bemerkung. Nach Definition von []* ist also £* := |{f\ — & | fFunktion}|. Fiir
die Menge der Funktionen von einer Menge A in eine Menge B schreibt man auch 4 B.
Es ist dann x* = | k.

0.20 Lemma. Seien k, \,v € Card. Dann ist:
(i) K- K = KMV
(ii) k* v = (k- v)*

(iii) (k¥) = KV



