Erinnerung: Wir haben bisher die folgenden Axiome kennen gelernt: Extensionalitit,
Existenz einer leeren Menge, Potenzmengenaxiom, Aussonderungsaxiom, Vereinigungs-
axiom, Ersetzungsaxiom, Unendlichkeitsaxiom

Hoffnung: Diese Axiome reichen aus, um zu zeigen:
(a) Zu jeder Ordinalzahl ¢ existiert die Stufe V,

(b) Es existiert eine unendliche Ordinalzahl.

Wir wollen jetzt als Axiom fordern:

ve Jv,

1€0n

also: . Jede Menge liegt in einer V-Stufe®.

Das driickt man aus durch das Fundiertheitsaxiom |[Fund|: ,,€ ist wohlfundiert (d.h.
jede Menge = enthilt ein €-minimales Element).

Wir wollen diese Formulierung motivieren.

0.1 Definition. Sei z € |J
kleinste ¢ mit x € V, ;.

,con Vi- Dann bezeichnet rk(x), genannt ,Rang von z* das

0.2 Lemma. Sei a € On.
(a) a CV, und damit o € V44
(b) {a,Vo} € Voro und (o, V) = {{a}, {a, Va}} € Vars
(c) {(t,V)) |t <a} C Vs, also {(t,V,) |t < a} € Vyiy
Beweis. (a) klar: a« CV, = a € P(V,) = Vaq1. Nun: Va(a C V,,) durch transfinite
Induktion:
ea=0:0Ch=1V,

e o Nachfolger: Sei @ = 8 4 1. Nach Induktionsannahme ist 5 C Vj, also 8 €
V1. Es folgt 8 C Vs C Vg und damit a =+ 1= FU{S} C Vi =V,

e « Limesordinalzahl: Sei v € a. Nach Induktionsannahme ist dann v C V,,
alsoye V41 CV,,dh. yeV,. Also a C V.
(b) Bekannt: V,, € V41 und a € V1. Also {a, Vo, } C Voyq, dh. {a, Vo } € Vpo.

Ferner: o € V41, also {a} C V11, d.h. {a} € V49, und damit {{a}, {a, V,}} C
Vs,

Also (a, V) = {{a}, {a, Va}} C Viio und (o, Vo) € Vigs.
(c) Fiir e < aist (1,V,) € Vius S Viys. (UA:a<B=a+1<B+1)
Also {(¢t,V}) | e < a} C Vous, also {(t, V) |t < a} € Vg O



Insbesondere: Ist @ € On, so enthédlt V,,,4 die Funktion F, : a+1— V mit F,(:) =V,
fiir alle ¢ < a.
Somit kénnen wir rk(z) durch eine funktionale LAST-Formel definieren:

rk(z) = a < a € OnAJF(Fkt(F) Adom(F) = o + 2
ANFQ0)=0AYe<a+1F(+1)=P(F())
AVA < a+1(lim(\) = F(\) = F[N)
Nz e Fla+1)ANzx ¢ F(a))

(oder: es existiert kein F, auf das die ersten 3 Zeilen der Formel zutreffen und F(a) = ()

0.3 Lemma. Ist x C .o, Vi 50 2 € U,con Vi

Beweis. Wir zeigen zuerst: Ist z C On, so ist [Jz € On.
Da x Menge, ist auch |J 2 Menge nach [Ver|. Da |Jx C On, ist (| z, €) Wohlord-

nung. Sei nun « € |Jz. Zu zeigen: (|Jz)o = a.
»C“ Sei B € (Jx)a. Dann 5 < «, also f € a.

,2“ Sei B € a. Da a € |Jx ist, gibt es v € x mit « € . Dann ist 8 € a € 7, also
Bey U also f € ().

Sei nun z C (J,co, V.- Dann existiert zu jedem y € z ein ¢« € On mit y € V 4.
Mit [Ers] und der Definition des Ranges durch eine funktionale LAST-Formel ist
also = = {rk(y) | y € 2} eine Menge mit  C On.

Nach (1) und [Ver| ist a := |Jz € On. Offenbar ist « > « fiir alle v € Z. Also ist

rk(y) < afiralley € 2, d.h. 2 C V4q. Es folgt o € Voio € U,con Vi O

Erinnerung (Blatt 3, Aufgabe 4): x € y = rk(x) < rk(y) (*)

0.4 Theorem. € ist genau dann wohlfundiert, wenn V C J,con V.

Beweis. ,,<="* Sei x eine Menge, wir wollen zeigen: x enthélt ein €-minimales Element.
Betrachte dazu wie oben {rk(y) | ¥y € } C On. Als Menge von Ordinalzahlen enthélt
{tk(y) | y € 2} C On ein minimales Element a. Sei etwa z € z so, dass rk(z) = a.
Dann ist z €  €-minimal: Denn wére a € z so, dass a € z, so wire nach (x) rk(a) < «
im Widerspruch zur Minimalitat von a.

»=" Angenommen, es existiert z € V'\ U,co,
€-minimal mit dieser Eigenschaft. Dann ist y € |J
U,con Vi- Nach 0.3 also € J

V,. Sei (nach Annahme) OBdA x
ieon V. fiir alle y € z. Also x C
V., Widerspruch. 0

t€On



Damit kénnen wir ,V C |J,co, V. ausdriicken durch ,,€ ist wohlfundiert”. Das wollen
wir noch als LAST-Formel schreiben.

Ve(x 20— Jy(y e x Ayna =0))
Genannt Fundiertheitsaxiom bzw. axiom of foundation, abgekiirzt [Fund|.

Insgesamt: |[Ext|, [Ex]|, [Pot|, [Aus|, [Ver|, [Ers|, [Inf] und [Fund] bilden die Zermelo-
Fraenkelsche Mengenlehre ZF'.

0.5 Bemerkung (1). Im Rahmen von ZF konnen wir R := {x | = ¢ x} als Menge nicht
mehr bilden. Tatséchlich gilt wegen [Fund| = ¢ z fiir jede Menge z. Die Russellsche
Antinomie ist jetzt ein Beweis dafiir, dass keine Menge existiert, die alle Mengen enthélt:
V(= R) ist keine Menge.

0.6 Bemerkung (2). Die ZF-Axiome sind nicht unabhéngig, z.B. sind [Ex| und [Aus|
aus den iibrigen Axiomen ableitbar. (siche Zusatzaufgabe zum 4. Ubungsblatt).

0.1 Klassen
0.7 Definition. Sei ¢(z) eine LAST-Formel. Dann heifst

lyeV]o(y)}

,Klasse'.

Jede Menge entspricht einer Klasse: x = {y € V | y € x}. Aber nicht umgekehrt (z.B.
V). Klassen dienen nur als Abkiirzungen; jede Verwendung von Klassen muss sich auf
die Verwendung von LAST-Formeln zuriickfiihren lassen! Einige solcher Abkiirzungen
fassen wir in der folgenden Definition zusammen:

0.8 Definition. Seien A:={y € V | ¢(y)}, B :={y € V | ¢¥(y)} Klassen.
ST €A o(x)

LAC B & Ve(r € A— € B)

ZAUB = {y | o(y) Vi(y)}

ZANB = {y | o(y) Ad(y)

KEINEN SINN ergeben dagegen z.B. {A}, {A, B}, A € B, ¢(A).

0.9 Definition. Eine Klasse A = {z|¢(z)}, die keine Menge ist, (d.h. so, dass keine
Menge z existiert mit Vy(y € x <> ¢(y))) heifst echte Klasse.



