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Übungen zur Axiomatischen Mengenlehre 1

Aufgabe 1: Zeigen Sie: Ist α ∈ On, so ist Vα =
⋃
ι<αP(Vι).

Aufgabe 2: (Formalisierung) Geben Sie (mit Beweis) Formeln in der Spra-
che der Mengenlehre für die folgenden Aussagen an. Führen Sie geeignete
Abkürzungen ein.
a) x ist eine Funktion.
b) x ist eine Ordinalzahl.
c) x ist eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 3: Für α ∈ On und i ∈ ω definieren wir α + i rekursiv durch
α + 0 = α und α + (i+ 1) = (α + i) + 1.
a) Zeigen Sie: Ist λ ∈ On, so ist λ entweder Limesordinalzahl oder es existie-
ren eine Limesordinalzahl γ und eine Ordinalzahl i ∈ ω derart, dass λ = γ+i.
b) Zeigen Sie: Ist f := (αi)i∈ω eine unendliche Folge von Ordinalzahlen, so
existiert eine unendliche, monoton wachsende Teilfolge f ′ = (αij)j∈ω von f .
(Eine Folge (βi)i<γ von Ordinalzahlen heißt monoton wachsend, falls
∀i, j ∈ γ(i < j → βi ≤ βj).)

Aufgabe 4: Für eine Menge x sei rk(x) der Rang von x, d.h. die kleinste
Ordinalzahl γ derart, dass x ∈ Vγ+1. Zeigen Sie:
a) ∀α ∈ On∀β ∈ On(α < β → Vα ⊂ Vβ).
b) {β|β ∈ Vα ∧ β ∈ On} = α.
c) x ∈ y impliziert rk(x) < rk(y).
d) Gilt für Mengen x, y stets x ⊂ y → rk(x) < rk(y)? Was ist mit x ⊆ y →
rk(x) ≤ rk(y)?



Zusatzaufgabe für Interessierte: Es sei (φi|i ∈ ω) eine effektive Aufzählung
der LAST -Formeln in einer freien Variablen. Zeigen Sie: Es existiert keine
Wahrheitsdefinition in LAST , d.h. es existiert keine LAST -Formel ψ(n, x)
derart, dass für alle n ∈ ω und alle Mengen x ψ(n, x) genau dann gilt, wenn
φn(x) gilt.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
Abgabe am 16.05.2012 in der Vorlesungspause oder per Mail als PDF an
merlin.carl@uni-konstanz.de.

2


