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Ubungen zur Rekursionstheorie

Aufgabe 1:

Zeigen Sie, dass die folgenden Funktionen U RM-berechenbar sind:
a) fi(x,y) = a¥ (4 Punkte)

b) folw,y) = o — y| (3 Punkte)

¢) sg(x), wobei sg(0) = 0 und sg(z) = 1, falls x # 0. (3 Punkte)

Aufgabe 2: (Subroutinen)

Essei f : N¥ — N eine Funktion. Ein U RM + f-Programm ist ein Programm,
das neben den U RM-Befehlen auch den Befehl F'(iy, ..., i, j) enthalten darf.
Durch Anwendung von F' &ndert sich der Programmzustand von (z, (7)) in
(241, (r))icw), wobei 1% = f(ry, ..., 73, ) und r}, = 7y, fiir k # j. Eine Funktion
g : N\ = N heile URM + f-berechenbar, falls es ein URM + f-Programm
gibt, das g berechnet.

(a) Zeige: Ist f URM-berechenbar, so sind die URM-berechenbaren Funk-
tionen gerade die URM + f-berechenbaren Funktionen. (7 Punkte)

(b) Zeige: Sind die U RM-berechenbaren Funktionen gerade die URM + f-
berechenbaren Funktionen, so ist f U RM-berechenbar. (3 Punkte)

Aufgabe 3:

a) Es sei n € N beliebig. Uberlegen Sie sich eine geeignete Darstellung des
Problems und zeigen Sie, dass der Ableitungsoperator fiir von Polynomen
vom Grad < n mit Koeffizienten in N U RM-berechenbar ist. (4 Punkte)

b) Uberlegen Sie sich eine geeignete Darstellung des Problems und zeigen

Sie, dass Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von rationalen
Zahlen U RM-berechenbar sind. (6 Punkte)



Bemerkung: In beiden Aufgaben diirfen Sie die U RM-Berechenbarkeit
von Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division auf den natiirlichen
Zahlen voraussetzen.

Aufgabe 4:

Es sei J'(m,n,k) eine Variante des Sprungoperators, die auf einem Pro-
grammzustand (z, (ry,re,...)) wie folgt operiert: Ist 7, < r,, so ist der
nichste Zustand (k, (1,72, ...)), andernfalls (z + 1, (1,79, ...)). Programme,
die aus arithmetischen Befehlen und J’ bestehen (aber kein J enthalten),
nennen wir URM’-Programme, entsprechend heifit eine Funktion URM'-
berechenbar, falls es ein U RM’-Programm gibt, das sie berechnet. Zeigen Sie:
Die Menge der U RM-berechenbaren Funktionen und die Menge der U RM’-
berechenbaren Funktionen sind gleich.

Zusatzaufgabe fiir Interessierte:

Es sei P ein URM-Programm, n € N. Ist die Berechnung P(n) endlich mit
Léange [(P,n) € N, so nennen wir [(P,n) die Laufzeit von P bei Eingabe n.

a) Zeigen Sie: Es existiert ein U RM-Programm P derart, dass Vn € NP(n) |,
aber fiir jedes Polynom p € Z[X] gilt 3m € NVk > mi(P,m) > p(m).

b) Zeigen Sie: Es existiert eine URM-berechenbare Funktion f : N — N
derart, dass fiir jedes U RM-Programm P, welches f berechnet, gilt:

Ist p € Z[X], so existiert m € N derart, dass [(P, k) > p(k) fir alle &k > m.

Bei jeder Aufgabe sind bis zu 10 Punkte zu erreichen.
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