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Blatt 1

Aufgabe 1

Sei v : K → R ∪ {∞} eine R-Bewertung auf einem Körper K, und sei O = {x ∈ K :
v(x) ≥ 0}. Zeigen Sie:

(a) O ist ein Bewertungsring, d.h. für alle x ∈ K× ist x ∈ O oder x−1 ∈ O.
(b) O ist lokal, ganzabgeschlossen und dim(O) = 1.
(c) O ist ein maximaler Unterring von K, d.h. ist O ⊆ R $ K ein Ring, so ist R = O.
(d) Genau dann ist O ein diskreter Bewertungsring, wenn min{γ ∈ v(K×) : γ > 0}

existiert.

Aufgabe 2

Wir definieren die Höhe auf Q durch H(ab ) = max{|a|, |b|}, wenn a, b ∈ Z mit ggT(a, b) =
1. Zeigen Sie: Für x1, . . . , xn ∈ Q ist

(a) H(
∏n

i=1 xi) ≤
∏n

i=1H(xi),
(b) H(

∑n
i=1 xi) ≤ n

∏n
i=1H(xi).

Wir definieren die Höhe auf Pn(Q) durch H([x0 : . . . : xn]) = maxi |xi|, wenn x0, . . . , xn ∈
Z mit ggT(x0, . . . , xn) = 1.

(c) Geben Sie sinnvolle untere und obere Abschätzungen für N(n, c) := #{P ∈
Pn(Q) : H(P ) < c} an.

(d) Überzeugen Sie sich von der Plausibilität der Aussage

lim
c→∞

N(n, c)

cn+1
=

2n

ζ(n+ 1)
,

wobei

ζ(s) =
∞∑
k=1

1

ks
=

∏
p prim

1

1− p−s
, Re(s) > 1

die Riemannsche Zeta-Funktion ist.

Aufgabe 3

Es sei SQ = {p ∈ N : p prim} ∪ {∞}. Zeigen Sie:

(a) Für x ∈ Q× ist |x|p = 1 für fast alle p ∈ SQ, und
∏

p∈SQ |x|p = 1.

(b) Für P = [x0 : . . . : xn] ∈ Pn(Q) ist H(P ) =
∏

p∈SQ maxi |xi|p.
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