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Aufgabe 4

Der Ring der formalen Potenzreihen über einem Körper K ist

K[[t]] =

{ ∞∑
k=0

akt
k : ak ∈ K

}
,

der Körper der formalen Laurentreihen über K ist

K((t)) =

{ ∞∑
k=n

akt
k : n ∈ Z, ak ∈ K

}
,

jeweils mit komponentenweiser Addition und Faltung als Multiplikation. Zeigen Sie:

(a) K[[t]] ist ein Integritätsbereich und K((t)) ist sein Quotientenkörper.
(b) v(

∑
k akt

k) = inf{k : ak 6= 0} definiert eine diskrete Bewertung auf K((t)).
(c) K((t)) ist die Vervollständigung von K(t) bezüglich |.|v.

Aufgabe 5

Wie üblich sei Qp der Körper der p-adischen Zahlen.

(a) Zeigen Sie: Jedes x ∈ Qp lässt sich eindeutig als konvergente Reihe x =
∑∞

k=n akp
k

mit n ∈ Z, ak ∈ {0, . . . , p− 1} schreiben (p-adische Darstellung).
(b) Geben Sie die p-adische Darstellung von −1 und von (1− p)−1 an.
(c) Geben Sie die 5-adische Darstellung von 2

3 und von −2
3 an.

Aufgabe 6

Es bezeichne µn ⊆ Q× die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln.

(a) Zeigen Sie, dass µp−1 ⊆ Qp.
(b) Schließen Sie, dass Qp

∼= Qq schon p = q impliziert.
Sie dürfen sich auf den Fall p 6≡ 1 mod q beschränken.

Aufgabe 7

Sei F vollständig bezüglich des ultrametrischen Absolutbetrags |.| = |.|v. Sei f ∈ Ov[X]
und a0 ∈ Ov mit |f(a0)| < |f ′(a0)|2. Setze δ = |f ′(a0)−2f(a0)| und definiere eine Folge
(ak)k≥0 induktiv durch

ak+1 = ak − f ′(ak)−1f(ak).

(a) Zeigen Sie: Für jedes k ≥ 0 ist |ak| ≤ 1, |ak − a0| ≤ δ und |f ′(ak)−2f(ak)| ≤ δ2k .
(b) Beweisen Sie den Satz von Hensel-Rychlik: Ein f wie oben besitzt eine Nullstelle

a ∈ Ov mit |a− a0| ≤ δ.
(c) Geben Sie mit (b) einen neuen Beweis für Korollar I.3.9.
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