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Ubungen zur Vorlesung
Arithmetische Geometrie 1

Blatt 2

Aufgabe 4
Der Ring der formalen Potenzreihen iiber einem Koérper K ist

K[[t]] = {Zaktk Cay € K} ,

k=0
der Korper der formalen Laurentreihen iiber K ist

e}
K((t) = {Zaktk :n € Z,a € K},
k=n
jeweils mit komponentenweiser Addition und Faltung als Multiplikation. Zeigen Sie:
(a) K[[t] ist ein Integritdtsbereich und K ((¢)) ist sein Quotientenkorper.
(b) v(>, axt®) = inf{k : a) # 0} definiert eine diskrete Bewertung auf K((t)).
(c) K((t)) ist die Vervollstindigung von K (t) beziiglich |.|,.

Aufgabe 5

Wie iiblich sei Q, der Korper der p-adischen Zahlen.

(a) Zeigen Sie: Jedes x € Qy lisst sich eindeutig als konvergente Reihe x = > 72 app®

mit n € Z, ay, € {0,...,p — 1} schreiben (p-adische Darstellung).
(b) Geben Sie die p-adische Darstellung von —1 und von (1 — p)~! an.
(c) Geben Sie die 5-adische Darstellung von % und von —§ an.

Aufgabe 6
Es bezeichne p,, C @X die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln.
(a) Zeigen Sie, dass pp—1 C Q.
(b) Schlieen Sie, dass Q, = Qg schon p = ¢ impliziert.
Sie diirfen sich auf den Fall p #£ 1 mod q beschrinken.

Aufgabe 7

Sei F' vollsténdig beziiglich des ultrametrischen Absolutbetrags |.| = |.|,. Sei f € O,[X]
und ag € O, mit |f(ag)| < |f(ao)|?. Setze § = |f'(ag) 2f(ao)| und definiere eine Folge
(ak)k>0 induktiv durch
apy1 = a, — f'(ar) " f(ar).
(a) Zeigen Sie: Fiir jedes k > 0 ist |ag| < 1, |ar — ao| < 6 und |f(ax) 2 f (ar)| < 52"
(b) Beweisen Sie den Satz von Hensel-Rychlik: Ein f wie oben besitzt eine Nullstelle
a € Oy mit |a — ag| < 4.
(c) Geben Sie mit (b) einen neuen Beweis fiir Korollar 1.3.9.
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