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Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 5 zur Linearen Algebra II

Aufgabe 17. Finde fiir die folgende Matrix A € Mats(R) eine Matrix U € GL5(RR)
derart, dass U 'AU in Normalform fiir nilpotente Matrizen ist (wie in Satz 6.14),

wobei
—4 12 16 -4 7

-4 8 8 —4 8
A=12 —4 —4 2 -4

0 -2 -4 0 1

o 1 2 0 O

Hinweis: Verwende den Algorithmus aus dem Beweis des Satzes. AuSerdem darfst Du benut-

zen, dass
0 -1 -2 0 0
0 0 0 00
A2=10 0 0 0 O undA3®=0.
01 2 00
0 0 0 00

Sei U; = Ker fzﬂ1 C R®. Um Rechenarbeit zu sparen, iiberlege wie man aus obigem jeweils
dim U; ablesen kann und dann leicht (d.h. ohne zu rechnen) Basen der U; findet.

Losungsskizze: Setze f = f4. Wir sehen sofort, dass die letzten drei Spalten von
A linear unabhéngig sind, weshalb A mindestens Rang 3 hat, also ist dimU; < 2.
Seien a4,a5 € R® die vierte bzw. fiinfte Spalte von A. Da die letzten beiden Spalten
von A% Null sind, gilt as,a5 € Uj. Es gilt namlich 0 = A%; = A(Ae;) = Aa; fiir
i = 4,5. Da a4 und as linear unabhéngig sind, gilt also auch umgekehrt dim U; > 2
und damit dim U; = 2. Insbesondere bilden a4 und a5 eine Basis von U;. Um weitere
Rechmumgen1 zu vereinfachen setzen wir by := %a4 = (-2,-2,1,0,0)! sowie b5 :=
as +4by = (—1,0,0,1,0), womit by, bs auch eine Basis von U bilden.

Da A? offensichtlich Rang 1 hat, ist dim U, = 4. Man kann sogar unmittelbar eine
Basis von U, ablesen, ndmlich z.B. die Einheitsvektoren e, ¢4, e5 zusammen mit v =
(0,2,—1,0,0)".

Nun zur Konstruktion einer geeigneten Basis und der W; aus dem Beweis. Da A
Nilpotenzklasse 3 hat, wissen wir aus dem Satz schon, dass J3 der grofite Jordanblock
ist.

Da A%e, # 0 ist e; ¢ U,. Damit gilt aus Dimensionsgriinden fiir W3 := IRey, dass
R®> = U; = Uy @ W;. e wird damit der letzte Basisvektor des grofiten Jordanblocks.

1genauer gesagt, die einzige Rechnung, die wir noch durchzufiihren haben.



Wir wollen nun W, derart finden, dass U, = U; & W, und f(W3) C W,. Dafiir muss
dim W, = dim U, —dim U; = 4 — 2 = 2 gelten. Wir brauchen also noch einen Vektor
w € Uy \ f(W3) derart, dass fiir W, := Rw @ f(W3) = Rw & Rf(ey) gilt Uy = Uy & Wh.
Dies ist gleichbedeutend damit, dass w, f(ez), bs, b5 linear unabhingig sind. Wie sich
sehr leicht nachrechnen lisst, ist dies z.B. von w = e5 erfiillt. e5 wird damit zum letzten
Basisvektor des zweitgrofiten Jordanblocks.

Wie im Beweis des Satzes ist f|w, injektiv, weshalb dim f(W,) = 2. Da f(W,) C U;
und auch dimU; = 2 gilt also f(W,) = Uj. (Dies ldsst sich auch leicht direkt
nachpriifen.) Also wahlen wir W; := f(W;) und bekommen U; = Uy & W; (be-
achte Uy = 0). Damit sind wir mit der Konstruktion am Ende und kénnen U :=
(f2(e2) f(ea) e2 f(es) es) € Mats(IR) wihlen, was uns laut dem Beweis des Satzes das
Gewdlinschte liefert.

Noch eine ergdnzende Erlduterung zum letzten Schritt. Um sich zu vergewissern,
dass U 1AU die gewiinschte Normalform hat, brauchen wir nur, dass U invertierbar
ist, d.h. die Spalten von U eine Basis bilden. Die Darstellungsmatrix von f4 beziiglich
dieser ist dann sehr einfach und lasst sich unmittelbar ablesen. (Falls es nicht klar ist,
bitte davon tiberzeugen!) Wir fassen nun nochmal die Argumentation auf dem Beweis
des Satzes zusammen um direkt nachzupriifen, dass f2(ez), f(e2),ea, f(es), es linear
unabhénging sind. Sei also

Délfz((?z) + azf(EQ) + azepr + 064f(€5) + ases = 0.

Da f3 = 0 ist 3f C Ker f?, insbesondere f(e;) € Ker f2. AuBSerdem haben wir es
gewihlt, da u.a. es € Ker f2. Da Ker f? f-invariant ist, bekommen wir also insgesamt

Délfz(Ez) +axf(e2) +aaf(es) + ases € Kerfz.
Nach Wahl ist aber e, ¢ Ker 2 und somit ergibt sich schonmal a3 = 0 und damit
(X]f2(€2) + Dsz(Ez) + (x4f(e5) + ases = 0.

. Da sogar f(Ker f2) C Ker f sind also f2(e2), f(es) € Ker f = spany (bs, bs). Wir haben
oben schon nachgerechnet, dass es, f(e2), bs, bs linear unabhéngig sind, woraus auch
®y = &5 = 0 und damit

0 = a1f?(e2) + aaf(e5) = flarf(e2) + ages).

Dies bedeutet, dass a1f(ez) + ages € Ker f = spang (by, bs). Wieder aufgrund der li-
nearen Unabhéngigkeit von f(ez), es, bs, b5 ist damit auch a1 = g = 0.



