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Aufgabe 27. (Gramsche Determinante) Sei (V, 〈·, ·〉) ein euklidischer R-Vektorraum.

(a) Sei U ein weiterer endlichdimensionaler R-Vektorraum und ϕ ∈ HomR(U, V). Wir
definieren α : U ×U → R durch

(x, y) 7→ 〈ϕ(x), ϕ(y)〉

Zeige, dass α eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform ist, die genau
dann positiv definit (und damit nicht ausgeartet) ist, wenn ϕ injektiv ist.

(b) Zeige, dass v1, . . . , vm ∈ V genau dann linear unabhängig sind, wenn ihre Gramsche
Determinante

det

 〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vm〉
...

. . .
...

〈vm, v1〉 · · · 〈vm, vm〉


von Null verschieden ist.

Aufgabe 28. (Polynomiale Regression) Seien x0, . . . , xn ∈ R paarweise verschiedene
„Stützstellen“ und V := R[t]≤n.

(a) Zeige, dass durch

〈P, Q〉 :=
n

∑
i=0

P(xi)Q(xi)

eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V gegeben ist.

(b) Sei d ≤ n, W := R[t]≤d und P0, . . . , Pd ∈ W eine Orthonormalbasis von W bezüg-
lich 〈·, ·〉. Weiter seien „Messdaten“ y0, . . . , yn ∈ R gegeben. Zeige, dass

P :=
d

∑
j=0

n

∑
i=0

yiPj(xi)Pj

das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad höchstens d ist, für welches die Sum-
me der Fehlerquadrate

n

∑
i=0

(yi − P(xi))
2

minimal ist. Hinweis: Orthogonale Projektion, Satz des Pythagoras.



(c) Führe für d = n = 2 und (x0, x1, x2) = (0, 1, 2) das Gram-Schmidt-Verfahren für
1, t, t2 durch, um eine Orthonormalbasis von W zu erhalten.

Aufgabe 29. Zeige:

(a) O1 = {±1}, U1 = { x ∈ C | |x| = 1 } und die Abbildung ϕ : U1 → SO2, gegeben
durch

a + bi 7→
(

a −b
b a

)
für a, b ∈ R mit a + bi ∈ U1, ist ein (wohldefinierter) Gruppenisomorphismus.

(b) O2 =
{ (cos α −ε sin α

sin α ε cos α

)
| α ∈ [0, 2π), ε ∈ {±1}

}
Aufgabe 30. Sei U ∈ O3. Zeige, dass für alle x, y ∈ R3 gilt

U(x× y) = det U · (Ux×Uy).

Insbesondere besteht SO3 genau aus den orthogonalen Matrizen, die mit dem Kreuz-
produkt verträglich sind.

Zusatzaufgabe 31. (Permutationsmatrizen) Zu σ ∈ Sn sei Pσ := (δσ(i),j)i,j ∈ Matn(R)
die zugehörige Permutationsmatrix (siehe III.1.2.(e)). Sei nun σ ∈ Sn fixiert.

(a) Zeige, dass Pσ orthogonal ist.

(b) Zeige, dass es eine Permutationsmatrix U ∈ Matn(R), k ∈ N und r1, . . . , rk ∈ N

derart gibt, dass

UtPσU =

Pσ1

. . .
Pσk


wobei σi ∈ Sri gegeben ist durch σi(`) 7→

{
`+ 1, falls ` < ri

1, falls ` = ri
.

Hinweis: Wähle k minimal derart, dass es 1 ≤ a1, . . . , ak ≤ n gibt mit

{1, . . . , n} =
k⋃

i=1

{ σ`(ai) | ` ∈N }.

(c) Zeige, dass −1 genau dann ein Eigenwert von Pσ ist, wenn mindestens eine der
Zahlen r1, . . . , rk ungerade ist.

(d) Fasse Pσ ∈ Matn(C) auf und zeige, dass alle Eigenwerte von Pσ von der Gestalt µ
j
ri

sind, wobei für r ∈N sei µr := e
2πi

r .

Abgabe bis Donnerstag, den 28. Mai, um 15:00 Uhr in die Zettelkästen neben F411.


