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Aufgabe 27. (Gramsche Determinante) Sei (V, (-, -)) ein euklidischer R-Vektorraum.

(a) Sei U ein weiterer endlichdimensionaler R-Vektorraum und ¢ € Homg (U, V). Wir
definieren a: U x U — R durch

(x,y) = (9(x), ()

Zeige, dass « eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform ist, die genau
dann positiv definit (und damit nicht ausgeartet) ist, wenn ¢ injektiv ist.

(b) Zeige, dass vy, ...,v, € V genau dann linear unabhéngig sind, wenn ihre Gramsche
Determinante
<01,01> s <01,0m>
det : :
(Om,01) -+ (Vm, Om)

von Null verschieden ist.

Aufgabe 28. (Polynomiale Regression) Seien xo,...,x, € R paarweise verschiedene
,Stiitzstellen” und V := R[t] <.

(a) Zeige, dass durch
n
(P,Q) :=)_ P(x;)Q(x;)
i=0
eine positiv definite symmetrische Bilinearform auf V gegeben ist.

(b) Seid < n, W:=R[t|]<4und Py,...,P; € W eine Orthonormalbasis von W beziig-
lich (-, -). Weiter seien ,Messdaten” yo, ..., y» € R gegeben. Zeige, dass

d n
P = ZZ]/ZP](X,)P]
j=0i=0

das eindeutig bestimmte Polynom vom Grad hochstens d ist, fiir welches die Sum-

me der Fehlerquadrate
n

Y (vi — P(xy))?

i=0

minimal ist. Hinweis: Orthogonale Projektion, Satz des Pythagoras.



(c) Fiihre fiir d = n = 2 und (xo, x1,x2) = (0,1,2) das Gram-Schmidt-Verfahren fiir
1, t,#* durch, um eine Orthonormalbasis von W zu erhalten.

Aufgabe 29. Zeige:
(@) Oy ={£1}, U; = {x € C| |x| = 1} und die Abbildung ¢: U; — SO,, gegeben

durch
a-+bi— <a _b>
b a

fiir a,b € R mit a + bi € U, ist ein (wohldefinierter) Gruppenisomorphismus.

(b) O, = { (COS"‘ _Ssm"‘> la€[0,2m),¢ € {il}}

sinx €cCoS«

Aufgabe 30. Sei U € O3. Zeige, dass fiir alle x,y € R® gilt
U(x xy) =detU - (Ux x Uy).

Insbesondere besteht SO3 genau aus den orthogonalen Matrizen, die mit dem Kreuz-
produkt vertrdglich sind.

Zusatzaufgabe 31. (Permutationsmatrizen) Zu ¢ € S, sei Py := (64(;) ;)i € Matu(R)
die zugehorige Permutationsmatrix (siehe II1.1.2.(e)). Sei nun ¢ € S, fixiert.

(a) Zeige, dass P, orthogonal ist.

(b) Zeige, dass es eine Permutationsmatrix U € Mat,(R), k € Nund r1,..., 7, € N

derart gibt, dass
Py

1

utp,Uu =
P,

k
£+1, fallst <r;

wobei 0; € S,, gegeben ist durch o;(¢) — .
1, falls ¢ = r;

Hinweis: Wihle k minimal derart, dass es 1 < a1, ...,a; < n gibt mit
k
{1,...,n}=J{c" (@) | LeN}.
i=1

(c) Zeige, dass —1 genau dann ein Eigenwert von P, ist, wenn mindestens eine der
Zahlen rq, ..., ungerade ist.

(d) Fasse P, € Mat,(C) auf und zeige, dass alle Eigenwerte von P, von der Gestalt y]r.l.
sind, wobei fiir r € IN sei y, := e

Abgabe bis Donnerstag, den 28. Mai, um 15:00 Uhr in die Zettelkédsten neben F411.



