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Losungsvorschlag zu Ubungsblatt 12 zur Linearen Algebra 11

Im folgenden seien K ein Korper und V, W K-Vektorrdume.

Aufgabe 54. (Basisfreie Konstruktion des Tensorproduktes) Zeige, dass das in Bemer-
kung VII 6.16 definierte Paar (T, 7) ein Tensorprodukt von V und W ist.

Hinweis: Definiere Homomorphismen zunédchst auf T; und wende dann den Homomorphie-
satz auf Ty /Ty an.

Losungsvorschlag: Wie in der Vorlesung definieren wir den K-Vektorraum T; mit
Basis V x W und T; den Untervektorraum von T; erzeugt von den Elementen der
Form

‘5(v+v’,w) - 5(v,w) - 5(2;’,10)/ 5(v,w+w’) - 5(v,w) - 5(0,?4]’)/ (S(Av,w) - /\5(71,10)/ ‘Sv,/\w - Aé(v,w)

fir v, € V,w,w' € Wund A € K. Auflerdem sei T = T} /Tound 7: VxW — T
gegeben durch (v,w) +— J(y4) + To. Wir wollen zeigen, dass (T,T) die universelle
Eigenschaft des Tensorproduktes von V und W erfiillt.

Sei also U ein weiterer K-Vektorraum und ¢ € Bilg(V, W;U). Da (6(5w)) (vw)cvxw
eine Basis von Tj ist, konnen wir einen Homomorphismus ¢;: T; — U durch

61(0(0w)) = G(v,w)

definieren. Da ¢ K-bilinear ist, folgt sofort, dass die obengenannten Erzeuger von Ty
im Kern von ¢; liegen und damit schon Top C Ker¢;. Somit induziert {; nach dem
Homomorphiesatz einen Homomorphismus g : T1 /Ty — U mit g (a + Ty) = ¢1(a).
Insbesondere ist wie gewiinscht { = g o T. Durch diese Bedingung ist {» aufSerdem
schon auf den Erzeugern 6(,,,) + To (v € V, w € W) von T festgelegt, woraus auch
sofort die Eindeutigkeit von ¢, folgt.



