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Introduzione

La ricerca di successioni uniformemente distribuite di punti e di partizioni
di un insieme è un problema che appartiene al cuore della teoria della misura.
Oggetto del presente lavoro è la costruzione di classi successioni uniforme-
mente distribuite su insiemi frattali.
Il concetto di uniforme distribuzione mod 1 per successioni di numeri reali
nasce intorno al 1910 e la sua formalizzazione si deve a Weyl. Molti matema-
tici si interessarono alla teoria dell'uniforme distribuzione nella prima metà
del secolo scorso, mirando soprattutto a stabilire criteri per individuare classi
di successioni uniformemente distribuite.

Nel primo capitolo, perciò, abbiamo riportato le de�nizioni basilari e
le principali caratterizzazioni delle successioni di punti uniformemente di-
stribuite mod 1. Quindi abbiamo introdotto il criterio di Weyl, limitandoci a
studiare solo alcune delle sue molteplici applicazioni. Infatti la nostra atten-
zione è stata rivolta essenzialmente alla determinazione di esempi concreti di
successioni uniformemente distribuite. Diversi sono i metodi conosciuti per
costruire successioni di punti uniformemente distribuite su [0, 1], tra i quali
la tecnica di Knapowski e quella di van der Corput-Halton. In particolare
abbiamo presentato le di�coltà che si incontrano nell'individuare una suc-
cessione uniformemente distribuita su [0, 1] costituita dai punti determinanti
le partizioni binarie dell'intervallo unitario. Questo problema è stato risolto
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tramite la tecnica "mille foglie", che introduce un nuovo ordine sui punti
delle decomposizioni binarie, garantendo così l'uniforme distribuzione della
successione generata.
La teoria dell'uniforme distribuzione mod 1 si estende anche alle successioni di
partizioni. Questo concetto è stato introdotto da Kakutani nel 1976, il quale
costruì un esempio signi�cativo di successione uniformemente distribuita di
partizioni. Esiste uno stretto legame tra successioni di punti e successioni di
partizioni uniformemente distribuite. A tal proposito riportiamo una recente
conclusione ottenuta da Vol£i£, che mostra come sia possibile associare ad
ogni successione di partizioni uniformemente distribuita una successione di
punti ancora uniformemente distribuita. Questo risultato apre la strada a
diverse generalizzazioni ed applicazioni della procedura di Kakutani.

Prima di a�rontare la costruzione di successioni uniformemente distribuite
sui frattali, nel secondo capitolo inseriamo degli elementi di geometria frat-
tale. Da alcuni esempi molto noti di oggetti frattali, l'insieme di Cantor, il
triangolo di Sierpi«ski e la curva di Von Koch, abbiamo dedotto una lista di
proprietà caratterizzanti un frattale senza entrare nel merito del problema,
aperto ancora oggi, di fornire una de�nizione precisa di frattale.
I tre esempi, appena citati, costituiscono dei punti di riferimento in questa
tesi. Infatti è proprio su questi tre frattali che abbiamo realizzato l'obiettivo
di questo lavoro.
Come misura di probabilità sui frattali abbiamo considerato la misura di
Hausdor� normalizzata. Per de�nirla abbiamo seguito la linea proposta da
Rogers, cioè abbiamo costruito la misura di Hausdor� s-dimensionale Hs

a partire da una valutazione su una classe di insiemi di uno spazio metrico
generico. Studiando l'andamento della misura di Hausdor� s-dimensionale di
un insieme dato F rispetto a s, osserviamo che essa compie un salto da∞ in
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corrispondenza di un valore critico, che si dice dimensione di Hausdor� di F .
Esistono diverse de�nizioni di dimensione per un frattale. Abbiamo propos-
to soltanto la dimensione di Minkowski (o box dimension), come de�nizione
alternativa di dimensione, perchè risulta semplice sia calcolarla matematica-
mente che stimarla empiricamente e inoltre perchè è strettamente in relazione
con la dimensione di Hausdor�.
Il calcolo della dimensione di un frattale, in particolare di quella di Hausdor�,
non sempre è un problema di facile risoluzione, tuttavia esiste un metodo im-
mediato per particolari frattali, che ci consente un calcolo veloce della loro
dimensione di Hausdor�. I frattali in questione sono i cosiddetti frattali IFS,
cioè i frattali ottenuti tramite il metodo IFS (Iterated Function System),
da noi tradotto "Sistema di funzioni iterate". Questa tecnica di costruzione
sfrutta la proprietà di autosimilarità di un frattale, permettendoci di indivi-
duarlo come l'unico insieme compatto invariante rispetto ad una famiglia di
contrazioni. Proprio per una classe di frattali IFS, cioè quelli che soddisfano
la condizione dell'insieme aperto, abbiamo dimostrato un teorema che con-
sente di determinare la dimensione di Hausdor� di un frattale di questo tipo
a partire dalle similitudini che lo de�niscono. Grazie a questo risultato, ab-
biamo calcolato facilmente la dimensione di Hausdor� dell'insieme di Cantor,
del triangolo di Sierpi«ski e della curva di Von Koch.

Sfruttando allora le de�nizioni e le proprietà fondamentali della teoria
dell'uniforme distribuzione su spazi compatti, abbiamo cercato di estendere
la validità delle tecniche introdotte nel primo capitolo, al �ne di ottenere
successioni uniformemente distribuite su questi tre frattali. Ispirati, infatti,
dalla procedura usata per costruire la successione "mille foglie" su [0, 1], nel
terzo capitolo, abbiamo presentato un esempio di successione di punti dell'in-
sieme di Cantor uniformemente distribuita rispetto alla misura di Hausdor�
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s-dimensionale, con s = log 2
log 3

.
Quindi abbiamo generalizzato questo metodo, introducendo un vero e pro-
prio algoritmo, che tramite le trasformazioni che de�niscono il frattale IFS
considerato, genera una successione di punti appartenenti al frattale stes-
so. Per l'insieme di Cantor, per il triangolo di Sierpi«ski e per la curva di
von Koch abbiamo dimostrato che le successioni prodotte dall'algoritmo sono
uniformemente distribuite rispetto alla misura di Hausdor� normalizzata. In
particolare per la curva di Von Koch, sfruttando l'omeomor�smo esistente
tra K e [0, 1] abbiamo proposto un secondo esempio concreto di successione
di punti uniformemente distribuita su K.

I risultati ottenuti in questa tesi, ci permettono di ritenere possibile che
l'algoritmo introdotto generi successioni di punti uniformemente distribuite
rispetto alla misura di Hausdor� normalizzata su ogni frattale IFS che ve-
ri�ca la condizione dell'insieme aperto, tuttavia non abbiamo intrapreso in
questo lavoro la ricerca di una dimostrazione per questa idea.
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Capitolo 1

Distribuzione uniforme mod 1

1.1 Successioni di punti uniformemente
distribuite

1.1.1 De�nizioni e proprietà basilari

Per ogni numero x ∈ R sia {x} la parte frazionaria di x, che soddisfa:
{x} = x− [x], dove con [x] indichiamo la parte intera di x, cioè il più grande
intero minore o uguale a x.

De�nizione 1.1.1. Una successione di numeri reali (xn) , n = 1, 2, . . . si
dice uniformemente distribuita modulo 1 (u.d. mod 1) se per ogni coppia di
numeri a, b tali che 0 < a < b < 1 risulta:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ[a,b[({xn}) = b− a (1.1)

dove χ[a,b[ è la funzione caratteristica dell'intervallo [a, b[.

Equivalentemente per successioni di punti appartenenti all'intervallo unitario
[0, 1] de�niamo:
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De�nizione 1.1.2. Una successione (xn) di punti in [0, 1] si dice uniforme-
mente distribuita (u.d.) se per ogni numero a tale che 0 < a < 1 risulta:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ[0,a](xn) = a (1.2)

dove χ[0,a] è la funzione caratteristica dell'intervallo [0, a].

Introduciamo ora il concetto di famiglia determinante, che ci consentirà di
caratterizzare le successioni di punti uniformemente distribuite.

De�nizione 1.1.3. Una famiglia di funzioni integrabili F si dice determi-
nante, se una qualunque successione (xn) è u.d. se e soltanto se:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫ 1

0

f(x) dx (1.3)

per ogni f ∈ F .

Osservazione 1.1.4. Possiamo riformulare la de�nizione 1.1.2, dicendo che
la famiglia delle funzioni caratteristiche di tutti gli intervalli del tipo [0, a],
con 0 < a < 1 , è determinante.

Esempi 1.1.5.

1. La famiglia delle funzioni caratteristiche di tutti i sottointervalli (aper-
ti,chiusi o semiaperti) di [0, 1] è determinante.

2. La famiglia delle funzioni caratteristiche di tutti gli intervalli del tipo
[0, q] con q ∈ Q è determinante.

3. la famiglia delle funzioni caratteristiche di tutti gli intervalli binari
[h−1

2s , h
2s [ con s ∈ N e 1 ≤ h ≤ 2s, è determinante.

4. La famiglia di tutte le funzioni semplici, cioè di tutte le combinazioni
lineari �nite di funzioni caratteristiche di intervalli semiaperti, è de-
terminante.
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5. La famiglia di tutte le funzioni continue a valori reali (o complessi) è
determinante.

6. La famiglia di tutte le funzioni g continue su [0, 1] tali che g(0) = g(1)

è determinante.

7. La famiglia di tutti i polinomi a coe�cienti razionali è detreminante.

8. La famiglia di tutte le funzioni integrabili secondo Riemann è determi-
nante.

Studiamo ora in dettaglio alcuni degli esempi sopra elencati che ci saranno
utili in seguito.

Teorema 1.1.6 (Teorema di Weyl). Una successione (xn) è u.d. in [0, 1] se
e soltanto se per ogni funzione f continua a valori reali vale la 1.3.

Dimostrazione.
Mostriamo preliminarmente la 1.3 nel caso di una funzione semplice.
Sia (xn) una successione u.d. e sia f una funzione semplice sull'intervallo
[0, 1] , cioè

f(x) =
k−1∑
i=0

diχ[ai,ai+1](xn) (1.4)

dove 0 = a0 < a1 < . . . < ak = 1 e di ∈ R per i = 0, . . . , k. Usando la 1.2 e
la 1.4 risulta:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

k−1∑
i=1

diχ[ai,ai+1](xn)

=
k−1∑
i=1

∫ 1

0

diχ[ai,ai+1](x) dx

=

∫ 1

0

f(x) dx (1.5)
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Assumiamo ora che sia f sia continua e a valori reali su [0, 1]. Dalla de�nizione
di integrale di Riemann abbiamo che, �ssato ε > 0, esistono due funzioni
semplici f1 e f2 tali che

f1(x) ≤ f(x) ≤ f2(x) , ∀x ∈ [0, 1]

e inoltre vale ∫ 1

0

[f2(x)− f1(x)] dx ≤ ε

Da queste due relazioni segue che:
∫ 1

0

f(x) dx ≤
∫ 1

0

f2(x) dx ≤
∫ 1

0

f1(x) dx + ε

Tenendo conto anche della 1.5 otteniamo le seguenti disuguaglianze:
∫ 1

0

f(x) dx− ε ≤
∫ 1

0

f1(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f1(xn)

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) ≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn)

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f2(xn) =

∫ 1

0

f2(x) dx

≤
∫ 1

0

f1(x) dx + ε ≤
∫ 1

0

f(x) dx + ε (1.6)

Dall'arbitrarietà di ε segue la 1.3.
Viceversa sia (xn) una successione di punti in [0, 1] tale che valga la 1.3

per ogni f continua e a valori reali. Sia a ∈]0, 1[, allora �ssato ε > 0 , esistono
due funzioni continue g1 e g2 tali che:

g1(x) ≤ χ[0,a[(x) ≤ g2(x) , ∀x ∈ [0, 1]

e inoltre vale: ∫ 1

0

[g2(x)− g1(x)] dx ≤ ε
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Allora risulta:

a− ε ≤
∫ 1

0

g2(x) dx− ε ≤
∫ 1

0

g1(x) dx = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

g1(xn)

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ[0,a[(xn) ≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

χ[0,a[(xn)

≤ lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

g2(xn) =

∫ 1

0

g2(x) dx

≤
∫ 1

0

g1(x) dx + ε ≤ a + ε (1.7)

Dall'arbitrarietà di ε segue la 1.2.

Corollario 1.1.7. Una successione (xn) è u.d. in [0, 1] se e soltanto se per
ogni funzione f integrabile secondo Riemann vale la 1.3.

Dimostrazione.
Supponiamo che la 1.3 vale per ogni funzione integrable secondo Riemann.
Essendo che ogni funzione continua è integrabile secondo Riemann, dal teo-
rema 1.1.6 concludiamo che la successione (xn) è u.d. in [0, 1].

La rimanente implicazione la otterremo procedendo come nella prima
parte del precedente teorema. Fissato ε > 0 , esistono due funzioni semplici
h1 e h2 tali che valgono le seguenti:

h1(x) ≤ f(x) ≤ h2(x) , ∀x ∈ [0, 1]

∫ 1

0

[h2(x)− h1(x)] dx ≤ ε

2
·

Allora esiste N tale che per N > N si ha:
∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

hk(xn)−
∫ 1

0

hk(x) dx

∣∣∣∣ <
ε

2
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per k = 1, 2.
Da ciò segue che per N > N si ha:

∫ 1

0

h1(x) dx− ε

2
<

1

N

N∑
n=1

h1(xn) ≤ 1

N

N∑
n=1

f(xn)

≤ 1

N

N∑
n=1

h2(xn) <

∫ 1

0

h2(x) dx +
ε

2

Giacchè vale anche:
∫ 1

0

h1(x) dx ≤
∫ 1

0

f(x) dx ≤
∫ 1

0

h2(x) dx

si ha la tesi.

Teorema 1.1.8. La famiglia B delle funzioni caratteristiche di tutti gli in-
tervalli binari

[
h−1
2s , h

2s

]
con s ∈ N e 1 ≤ h ≤ 2s è determinante.

Dimostrazione.
Sia (xk) una successione di punti in [0, 1]. Osserviamo che ogni f ∈ B è una
funzione integrabile secondo Riemann e supponiamo che (xk) sia u.d. allora
per il corollario 1.1.7 risulta:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f(xk) =

∫ 1

0

f(t) dt , ∀f ∈ B (1.8)

Mostriamo ora che se vale la 1.8 allora la successione (xk) è u.d. in [0, 1],
cioè dobbiamo veri�care che per ogni c ∈]0, 1[ si ha:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χ[0,c[(xk) = c (1.9)

Fissati c ∈]0, 1[ e s ∈ N, scegliamo un intero k tale che k−1
2s ≤ c ≤ k

2s allora
per N ≤ s otteniamo:

1

N

N∑

k=1

k−1∑
j=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk) ≤ 1

N

N∑

k=1

χ[0,c[(xk) ≤ 1

N

N∑

k=1

k∑
j=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk)
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che scambiando l'ordine delle sommatorie diviene:
k−1∑
j=1

1

N

N∑

k=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk) ≤ 1

N

N∑

k=1

χ[0,c[(xk) ≤
k∑

j=1

1

N

N∑

k=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk)

(1.10)
Utilizzando la 1.8 abbiamo inoltre:

lim
N→∞

k−1∑
j=1

1

N

N∑

k=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk) =
k−1∑
j=1

1

2s
=

k − 1

2s

lim
N→∞

k∑
j=1

1

N

N∑

k=1

χ[
j−1
2s , j

2s

[(xk) =
k∑

j=1

1

2s
=

k

2s

allora dalla 1.10 segue la 1.9.

Proposizione 1.1.9. La famiglia G di tutte le funzioni g continue su [0, 1]

tali che g(0) = g(1) è determinante.

Dimostrazione.
Sia a ∈ [0, 1], allora esistono due funzioni g1, g2 ∈ G, tali che:

∫ 1

0

(g2(x)− g1(x)) dx <
ε

2
·

Sostituendo nella dimostrazione del corollario 1.1.7 h1 , h2 e f con g1 , g2 e
χ[0,1] rispettivamente, otteniamo la tesi.

L'altra impicazione è banale, essendo la famiglia delle funzioni continue
determinante.

1.1.2 Criterio di Weyl

Consideriamo ora le funzioni f(x) = e2πihx , dove h ∈ Z è un intero
diverso da zero. Le funzioni f soddisfano le ipotesi della proposizione 1.1.9,
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pertanto se (xn) è una successione u.d. allora la relazione 1.3 è soddisfatta
per le f . Uno degli aspetti più importanti della teoria della distribuzione
uniforme è che funzioni di questo tipo forniscono anche un criterio su�ciente
a determinare se una successione è u.d..

Teorema 1.1.10 (Criterio di Weyl). La successione (xn) è u.d. se e solo se

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn = 0 (1.11)

per ogni intero k 6= 0.

Dimostrazione.
Sia (xn) una successione u.d., allora utilizzando la proposizione 1.1.9 otte-
niamo:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πihxn =

∫ 1

0

e2πihx dx =
e2πihx

2πih

∣∣∣∣
x=1

x=0

=
e2πih − 1

2πih
= 0.

Mostriamo il viceversa e supponiamo innanzitutto che (xn) soddisfa la pro-
prietà 1.11. Sia f una qualunque funzione continua su [0, 1] con f(0) = f(1),
allora per ottenere la tesi basta provare che per tale f è vera la 1.3. Per il
teorema di approssimazione di Weirstrass, �ssato ε > 0 , esiste un polinomio
trigonometrico ψ(x), (cioè una combinazione lineare �nita, a coe�cienti
complessi, di funzioni del tipo e2πihx con h ∈ Z) tale che:

sup
0≤x≤1

|f(x)− ψ(x)| < ε

3
·

Allora si ha che:∣∣∣∣
∫ 1

0

f(x) dx− 1

N

N∑
n=1

f(xn)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫ 1

0

(f(x)− ψ(x)) dx

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∫ 1

0

ψ(x) dx

− 1

N

N∑
n=1

ψ(xn)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

(ψ(xn)− f(xn))

∣∣∣∣

≤ ε

3
+

∣∣∣∣
∫ 1

0

ψ(x) dx− 1

N

N∑
n=1

ψ(xn)

∣∣∣∣ +
ε

3

≤ ε
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Osserviamo che l'ultima disuguaglianza è vera per valori di N maggiori di
un appropriato N0.

Questo fondamentale criterio fu mostrato per la prima volta da Weyl
in [23] e in [24] . Pur essendo diverse le dimostrazioni che si trovano in
letteratura, la maggior parte di esse seguono la linea originale di Weyl così
come nel nostro caso. Il criterio di Weyl trova svariate applicazioni non solo
nella teoria dell'uniforme distribuizione ma anche nello studio delle serie di
potenze e nella stima di somme esponenziali.
Naturalmente ci occuperemo soltanto di alcune applicazioni del criterio
di Weyl 1.1.10 a speciali successioni:

1. Sia θ un numero irrazionale, allora la successione (nθ), n = 1, 2, . . ., è
u.d. mod 1.
Infatti:
∣∣∣∣

N∑
n=1

e2πihθn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
N∑

n=0

(e2πihθ)n − 1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1− (e2πihθ)N+1 − 1 + e2πihθ

1− e2πihθ

∣∣∣∣

=
∣∣e2πihθ

∣∣
∣∣∣∣
1− e2πihθN

1− e2πihθ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
1− e2πihθN

1− e2πihθ

∣∣∣∣ (1.12)

Posto α = πhθ osserviamo che:
∣∣1− e2iα

∣∣ =
∣∣1− cos (2α)− i sin (2α)

∣∣ =
√

(1− cos (2α))2 + (sin (2α))2

=
√

2(1− cos (2α)) =
√

2(1− cos2 α + sin2 α) = 2
∣∣ sin α

∣∣

Allora dalla 1.12 si ottiene che:
∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

e2πihθn

∣∣∣∣ =
1

N

∣∣∣∣
1− e2πihθN

1− e2πihθ

∣∣∣∣ =
1

N

∣∣1− e2πihθN
∣∣

2
∣∣ sin (πhθ)

∣∣ ≤
1

N
∣∣ sin (πhθ)

∣∣

Essendo soddisfatta la 1.11, possiamo applicare il criterio di Weyl
1.1.10, da cui segue la tesi 1.
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2. Sia θ = 0.123456789101112 . . .La successione ({10nθ}) è densa in [0, 1].

Dall'esempio precedente segue che la successione (nθ) è u.d. mod
1, essendo θ irrazionale, e quindi risulta che la successione ({nθ}) è
densa in [0, 1]. Consideriamo ora la sottosuccessione ({10nθ}) e sia
α = 0.a1a2 . . . ak ∈ ]0, 1[. Allora esite n ∈ N tale che:

{10nθ} = 0.a1a2 . . . ak 000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
r

ak+r+1 . . .

perciò si ha:

0 < {10nθ} − α = 0. 00 . . . 000︸ ︷︷ ︸
k

000 . . . 00︸ ︷︷ ︸
r

ak+r+1 . . . < 10−k−r

dunque ({10nθ}) è densa in [0, 1].

3. La successione (log n) non è u.d. mod 1.

Sia F una funzione a valori complessi con derivata continua su [1, N ],
dove N ∈ N e N > 1. Per ottenere il controesempio cercato usiamo la
formula di sommazione di Eulero:

N∑
n=1

F (n) =

∫ N

1

F (t) dt +
1

2
(F (1) + F (N)) +

∫ N

1

(
{t} − 1

2

)
F ′(t) dt

(1.13)
Consideriamo F (n) = e2πi log n allora la 1.13 diventa:

1

N

N∑
n=1

e2πi log n =
1

N

∫ N

1

e2πi log t dt +
1

2N
(1 + e2πi log N)

+
1

N

∫ N

1

(
{t} − 1

2

)
2πi

t
e2πi log t dt (1.14)

Studiamo separatamente i tre termini della 1.14 per N →∞:
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• e�ettuando il cambio di variabili x = log t il primo termine diven-
ta:

1

N

∫ N

1

e2πi log t dt =
1

N

∫ log N

0

e(2πi+1)x dx

=
e(2πi+1) log N − 1

N(2πi + 1)

=
Ne2πi log N − 1

N(2πi + 1)
→∞

• il secondo termine tende banalmente a zero

• consideriamo il modulo del terzo termine:
∣∣∣∣
1

N

∫ N

1

(
{t} − 1

2

)
2πi

t
e2πi log t dt

∣∣∣∣ ≤ 1

N

∫ N

1

2π

t

∣∣∣∣{t} −
1

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣ie2πi log t

∣∣∣∣ dt

≤ π

N

∫ N

1

dt

t
=

π log N

N
→ 0

Allora dalla 1.14 si ha che:

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

e2πi log n = ∞

dunque per h = 1 e xn = log n la condizione 1.11 non è veri�cata. Dal
criterio di Weyl segue pertanto che la successione (log n) non è u.d.
mod 1.

Osservazione 1.1.11. Il fatto che la successione (nθ), n = 1, 2, . . ., è u.d.
mod 1, per θ irrazionale fu stabilito in maniera indipendente da Weyl [23],
[24], Bohl [2] e Sierpinski [18] intorno al 1909-1910. Lo studio di questa
particolare successione segna l'inizio della teoria dell'uniforme distribuzione
e ha le sue radici nella teoria delle perturbazioni astronomiche. Il risulta-
to 1 migliorava un teorema di Kronecker, il quale aveva dimostrato che la
successione (nθ), n = 1, 2, . . ., è densa in [0, 1].
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Un'altra conseguenza del criterio di Weyl è il teorema di Fejér che ci
consente di determinare molte classi di successioni uniformemente distribuite.
Mostriamo preliminarmente un lemma.

Lemma 1.1.12. Per ogni coppia di numeri reali u e v risulta:

∣∣e2πiu − e2πiv − 2π(u− v)e2πiv
∣∣ ≤ 2π2(u− v)2 (1.15)

Dimostrazione.
Integrando per parti

∫ u−v

0
(u−v−w)e2πiw dw e maggiorando opportunamente

otteniamo infatti:

∣∣e2πiu − e2πiv − 2π(u− v)e2πiv
∣∣ =

∣∣e2πiv
∣∣∣∣e2πi(u−v) − 1− 2πi(u− v)

∣∣

= 4π2

∣∣∣∣
∫ u−v

0

(u− v − w)e2πiw dw

∣∣∣∣

≤ 4π2

∫ u−v

0

(u− v − w) dw

= 4π2

[(
u− v)w − w2

2

)]∣∣∣∣
w=u−v

w=0

= 4π2 (u− v)2

2

= 2π2(u− v)2

Teorema 1.1.13. Sia (f(n)), n = 1, 2, . . ., una succesione di numeri reali
tali che la successione ∆f(n) = f(n + 1) − f(n) è monotona al crescere di
n. Supponiamo inoltre che:

lim
n→∞

∆f(n) = 0 e lim
n→∞

n∆f(n) = ∞ (1.16)

Allora la successione (f(n)) è u.d. mod 1.
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Dimostrazione.
Poniamo nella 1.15 u = hf(n + 1) e v = hf(n) con h ∈ Z e h 6= 0. Dunque
per n ≥ 1 abbiamo:

∣∣e2πihf(n+1) − e2πihf(n) − 2πih∆f(n)e2πihf(n)
∣∣ ≤ 2π2(∆f(n))2

dividendo ambo i membri per
∣∣∆f(n)

∣∣ risulta:
∣∣∣∣
e2πihf(n+1)

∆f(n)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣ ≤ 2π2
∣∣∆f(n)

∣∣

Dalla relazione appena ottenuta segue:
∣∣∣∣
e2πihf(n+1)

∆f(n + 1)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
e2πihf(n+1)

∆f(n + 1)
− e2πihf(n+1)

∆f(n)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
e2πihf(n+1)

∆f(n)
− e2πihf(n)

∆f(n)
− 2πihe2πihf(n)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣

1

∆f(n + 1)
− 1

∆f(n)

∣∣∣∣ + 2π2
∣∣∆f(n)

∣∣ (1.17)

per n ≥ 1.
Quindi otteniamo la stima:

∣∣∣∣2πih

N−1∑
n=1

e2πihf(n)

∣∣∣∣

=
N−1∑
n=1

(
2πihe2πihf(n) − e2πihf(n+1)

∆f(n + 1)
+

e2πihf(n)

∆f(n)

)
+

e2πihf(N)

∆f(N)
− e2πihf(1)

∆f(1)

∣∣∣∣

≤
N−1∑
n=1

∣∣∣∣2πihe2πihf(n) − e2πihf(n+1)

∆f(n + 1)
+

e2πihf(n)

∆f(n)

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
e2πihf(N)

∆f(N)

∣∣∣∣−
∣∣∣∣
e2πihf(1)

∆f(1)

∣∣∣∣

≤
N−1∑
n=1

∣∣∣∣
1

∆f(n)
− 1

∆f(n + 1)

∣∣∣∣ +
N−1∑
n=1

2π2h2
∣∣∆f(n)

∣∣ +
1∣∣∆f(N)

∣∣ +
1∣∣∆f(1)

∣∣

dove abbiamo usato la 1.17 nel'ultimo passaggio.
Sfruttando l'ipotesi di monotonicità di ∆f(n), dalla relazione precedente
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abbiamo:
∣∣∣∣

N−1∑
n=1

e2πihf(n)

∣∣∣∣ ≤ 1

2π|h|
(

1∣∣∆f(N)
∣∣ +

1∣∣∆f(1)
∣∣
)

+
1

2π|h|

∣∣∣∣
1∣∣∆f(N)

∣∣ −
1∣∣∆f(1)

∣∣
∣∣∣∣

+ π|h|
N−1∑
n=1

∣∣∆f(n)
∣∣

≤ 1

π|h|
(

1∣∣∆f(N)
∣∣ +

1∣∣∆f(1)
∣∣
)

+ π|h|
N−1∑
n=1

∣∣∆f(n)
∣∣

Allora:
∣∣∣∣
1

N

N−1∑
n=1

e2πihf(n)

∣∣∣∣ ≤
1

π|h|
(

1

N
∣∣∆f(N)

∣∣ +
1

N
∣∣∆f(1)

∣∣
)

+
π|h|
N

N−1∑
n=1

∣∣∆f(n)
∣∣

e perciò, tenendo conto delle ipotesi 1.16 si ha la tesi.

Corollario 1.1.14 (Teorema di Fejér). Sia f(x) una funzione de�nita e
di�erenziabile per x ≥ 1. Se valgono:

lim
x→∞

f ′(x) = 0 monotonicamente (1.18)

lim
n→∞

x|f ′(x)| = ∞ (1.19)

allora la successione (f(n)), n = 1, 2, . . ., è u.d. mod 1.

Dimostrazione.
Per il teorema del valor medio esiste τn ∈ [n, n + 1] tale che:

∆f(n) = f ′(τn)· 1 = f ′(τn)

Dall'ipotesi 1.18, segue che limn→∞ ∆f(n) = 0 in maniera monotona.
Per mostrare che ∆f(n) soddisfa le ipotesi del teorema 1.1.13, resta da
veri�care che

lim
n→∞

n∆f(n) = ∞ (1.20)

A tale scopo, consideriamo per semplicità f ≥ 0, allora risulta:

(n + 1)f ′(n + 1)− f ′(n + 1) = nf ′(n + 1) ≤ nf ′(τn) ≤ nf ′(n)
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Passando al limite la precedente relazione, dalle ipotesi 1.18 e 1.19, si ha la
1.20. Allora possiamo applicare il teorema 1.1.13 e ottenere così la tesi.

Esempi 1.1.15.

• (αnσ logτ n) ,per n ≥ 2 , con 0 < σ < 1 e τ ≥ 0.

Infatti posto f ′(n) = αnσ logτ n si ha che:

f ′(n) = ασnσ−1 logτ n+
αnστ logτ−1 n

n
= αnσ−1[logτ n+τ logτ−1 n] → 0

n|f ′(n)| = αnσ[logτ n + τ logτ−1 n] →∞

per n →∞. In sostanza sono soddisfatte le ipotesi del corollario 1.1.14
e perciò la successione di partenza è u.d. mod 1.

• (α logτ n), per n ≥ 1 , con α > 0 e τ > 1.

Sia g(n) = α logτ n , allora possiamo applicare il teorema di Fejér
essendo: g′(n) = ατ logτ−1 n

n
→ 0 e ng′(n) = ατ logτ−1 n → ∞ per

n →∞.

• (αn logτ n) ,per n ≥ 2 , con α < 0 e τ < 0.

Indichiamo con h(n) il termine generale della successione e veri�chiamo
che anche in questo caso il teorema di Fejer è applicabile.
h′(n) = α logτ n + ατ logτ−1 n → 0 e nh′(n) = αn

log−τ n
+ ατ

log1−τn →∞

Per una trattazione completa sulla teoria dell'uniforme distribuzione si faccia
riferimento a [12].
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1.2 Costruzione di successioni di punti unifor-
memente distribuite sull'intervallo unitario

In questa sezione analizzeremo alcuni metodi che ci consentono di co-
struire successioni uniformemente distribuite di punti nell'intervallo unitario.
Queste costruzioni su [0, 1] costituiscono il fondamento del procedimento più
generale (paragrafo 3.2.2) che ci permette di generare successioni di punti
u.d. su insiemi che non sono necessariamente intervalli.
Mostriamo innanzitutto il seguente risultato.

Proposizione 1.2.1. Sia (xn) una successione u.d. e supponiamo che la
successione (yn) soddis�:

lim
n→∞

|xn − yn| = 0 (1.21)

Allora anche (yn) è u.d.

Dimostrazione.
Fissiamo a ∈]0, 1[ e ε tale che: 0 < ε < min {a, 1− a}. Allora per l'ipotesi
1.21 esiste Nε ∈ N tale che |xn − yn| < ε , ∀n ≥ Nε.
Ne segue che se n ≥ Nε, xn < a− ε implica yn < a, che a sua volta implica
che xn < a + ε. Infatti:

xn < a− ε < a + xn − yn ⇒ yn < a

⇒ xn − yn + yn < a + xn − yn

⇒ xn < a + xn − yn < a + ε
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Pertanto risulta:

a− ε = lim
N→∞

1

N

∑
n=1

Nχ[0,a−ε](xn) ≤ lim
N→∞

1

N

∑
n=1

Nχ[0,a](yn)

≤ lim
N→∞

1

N

∑
n=1

Nχ[0,a](yn) ≤ lim
N→∞

1

N

∑
n=1

Nχ[0,a+ε](xn)

= a + ε

Essendo ε arbitrariamente piccolo si ha la tesi.

1.2.1 Costruzione di Knapowski

Consideriamo gli intervalli Js
h =

[
h−1

s
, h

s

[
con h = 1, 2, . . . , s e s ∈ N.

Disponiamo questi intervalli nella successione (Jn) secondo l'ordine lessicogra�-
co, cioè Js

h segue Jr
k se s > r oppure se s = r e h > k.

Indichiamo con xn l'estremo sinistro dell'intervallo Jn, costruendo così la
successione di Knapowski [10]:

0,
1

2
, 0,

1

3
,

2

3
, 0,

1

4
,

1

2
,

3

4
, . . .

Proposizione 1.2.2. La successione (xn) costruita tramite la procedura di
Knapowski è uniformemente distribuita.

Dimostrazione.
Fissato c ∈]0, 1[, vogliamo mostrare che vale:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χ[0,c[(xk) = c

Preso un intero n ∈ N denotiamo con nc l'unico intero tale che:

nc

n
≤ c <

nc + 1

n
(1.22)

Per come è stata costruita la successione, al passo generico m vengono ag-
giunti esattamente m punti, allora possiamo scrivere N come:
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N = 2 + 3 + . . . + M + r con 0 ≤ r ≤ M , cioè N = (M+2)(M−1)
2

+ r.
Dunque risulta:

1

N

N∑

k=1

χ[0,c[(xk) =
1

N

[
2∑

k=1

χ[0,c[(xk) + . . . . . . +
N−r∑

k=N−r−M+1

χ[0,c[(xk)

+
N∑

k=N−r+1

χ[0,c[(xk)

]

=
1

N
(2c + . . . + Mc) +

1

N

N∑

k=N−r+1

χ[0,c[(xk) (1.23)

Osserviamo che per M →∞:

1

N

N∑

k=N−r+1

χ[0,c[(xk) ≤ r

N
≤ M

2 + 3 + . . . + M
≤ 2M

(M + 2)(M − 1)
→ 0

(1.24)
Inoltre si ha:

1

N
(2c + . . . + Mc) =

2 + 3 + . . . + M

2 + 3 + . . . + M + r
· 1

2 + 3 + . . . + M
(2c + . . . + Mc)

=
2 + . . . + M

2 + . . . + M + r
· 1

2 + . . . + M

(
2· 2c

2
+ . . . + M · Mc

M

)

=
2 + . . . + M

2 + . . . + M + r
· 1

2 + . . . + M

(
2c

2
+

2c

2︸ ︷︷ ︸
2volte

+ . . . . . . +

+
Mc

M
. . . +

Mc

M︸ ︷︷ ︸
Mvolte

)
(1.25)

Passando al limite la relazione 1.25 per M →∞ , si ha che il termine generale
Mc

M
tende a c, poichè dalla 1.22 si ha che 0 ≤ c − Mc

M
≤ 1

M
, e dunque per il

teorema sul limite della media otteniamo:

1

N
(2c + . . . + Mc) → c (1.26)

In de�nitiva da 1.23, 1.24 e 1.26 si ha la tesi.
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Tenendo conto della proposizione 1.2.1, possiamo concludere che se per ogni
n ∈ N scegliamo un punto yn ∈ Jn, allora anche la successione (yn) è u.d..
La proposizione 1.2.1 costituisce un metodo e�cace per generare successioni
u.d. a partire da una successione di cui è già nota l'uniforme ditribuzione,
tuttavia ne esistono altri. Ad esempio data una successione u.d., togliendo o
aggiungendo un numero �nito di termini si ottengono successioni ancora u.d..
A questo punto è spontaneo chiedersi cosa accade all'uniforme distribuzione
di una successione se vi inseriamo o cancelliamo in�niti termini. In generale,
dopo queste operazioni che coinvolgono in�niti termini, non si ottengono
successioni che sono ancora u.d. ma esistono casi particolari in cui ciò si
veri�ca.

De�nizione 1.2.3. Sia (Nk) una successione crescente di interi positivi. Si
dice che (Nk) ha densità zero se:

lim
N→∞

K(N)

N
= 0

dove K(N) indica il numero di termini Nk tali che Nk ≤ N .

Proposizione 1.2.4. Se (xn) è una successione u.d. e (yn) è una successione
che coincide con (xn) tranne che per un insieme di indici aventi densità zero,
allora (yn) è u.d..

Dimostrazione.
Indichiamo con (Nk) la sottosuccessione degli indici n per i quali xn 6= yn.
Per ogni a ∈]0, 1[ allora si ottiene:

∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

χ[0,a](xn)− 1

N

N∑
n=1

χ[0,a](yn)

∣∣∣∣ ≤ 1

N

K(N)∑
n=1

∣∣χ[0,a](xNk
)− χ[0,a](yNk

)
∣∣

≤ 2K(N)

N
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e quindi la tesi, per la de�nizione 1.2.3.

Analogamente possiamo mostrare che l'uniforme distribuzione si conserva
se da una successione u.d. estraiamo o inseriamo un'in�nità di termini i
cui indici costituiscono un insieme di densità zero. Un'altro risultato molto
interessante è dovuto a von Neumann [22].

Teorema 1.2.5. Se (zk) è una successione densa in [0, 1], allora è possibile
riordinarla in modo tale che essa risulti essere u.d..

Dimostrazione.
Consideriamo la successione di intervalli (Jn) generata dalla costruzione di
Knapowski. Poniamo xn = zkn il punto della successione (zk), avente l'indice
più piccolo, che appartiene a Jn e che è diverso dai precedenti punti zkm con
m < n. Un punto che soddisfa queste condizioni esiste sempre per l'ipotesi
di densità della successione (zk). Per la proposizione 1.2.1 la successione (xn)

è u.d.. I punti che non sono stati presi in considerazione nella procedura di
costruzione della (xn) possono essere inseriti nella stessa successione senza
lederne l'uniforme distribuzione, poichè possiamo con�nare i loro indici in un
insieme che ha densità zero. Con quest'ultimo accorgimento la successione
(xn), che abbiamo mostrato essere u.d., non è altro che un riordinamento
della succesione iniziale (zn).

1.2.2 Successione "mille foglie"

La costruzione di Knapowski induce, in modo naturale, a studiare altre
successioni di decomposizioni dell'intervallo unitario. Prendiamo in considera-
zione la successione delle ripartizioni binarie, che possiede una caratteristica
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vantaggiosa: ogni decomposizione è un ra�namento della precedente.
Sia Is

h =
[

h−1
2s , h

2s

[
per 1 ≤ h ≤ 2s e s ∈ N. Se disponiamo questi intervalli

nell'ordine lessicogra�co e indichiamo con xn l'estremo sinistro di ciascuno
di essi non otteniamo una successione u.d..
Infatti se consideriamo i punti generati dalle prime n decomposizioni cioè
se prendiamo N = 2 + 22 + . . . + 2n = 2n+1 − 2, allora in

[
0, 1

2

[
troviamo

esattamente (2n − 1) punti della successione (xn). In questo caso
[
0, 1

2

[
e

[
1
2
, 1

[
contengono lo stesso numero di xn.

Se consideriamo anche i successivi 2n punti della decomposizione successiva in
2n+1 parti uguali, allora essi appartengono tutti a

[
0, 1

2

[
; dunque quest'ultimo

contiene il doppio degli xn che si trovano in
[

1
2
, 1

[
. In sostanza se prendiamo

N = 2+22 + . . .+2n +2n = 2n+1 +2n− 2 = 3· 2n− 2, allora in
[
0, 1

2

[
ci sono

(2· 2n − 1) punti della successione (xn).
Dalle considerazioni fatte possiamo concludere che:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χ[
0, 1

2

[(xk) = lim
n→∞

2n − 1

2n+1 − 2
=

1

2

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χ[
0, 1

2

[(xk) = lim
n→∞

2· 2n − 1

3· 2n − 2
=

2

3

dunque non esiste il

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χ[
0, 1

2

[(xk)

e pertanto la successione (xn) non è u.d..
Tuttavia riordinando la successione degli intervalli binari in maniera di-

versa otteniamo una successione u.d.. Chiameremo il nuovo ordinamento per
gli intervalli Is

h ordine "mille foglie". Secondo quest'ordine Is
h viene prima di

Ir
k se s < r ma per s = r disponiamo i 2s punti del tipo h

2s per 1 ≤ h ≤ 2s in
modo di�erente rispetto all'ordine lessicogra�co. Infatti siano:

I0 = [0, 1] , I1 =

[
0,

1

2

[
e I2 =

[
1

2
, 1

]
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I successivi quattro intervalli li sistemiamo nell'ordine indotto da I1 e I2:

I3 =

[
0,

1

4

[
, I4 =

[
1

2
,
3

4

[
I5 =

[
1

4
,
1

2

[
e I6 =

[
3

4
, 1

]

Analogamente al passo successivo gli otto intevalli generati saranno disposti
prendendo prima le metà sinistre dei precedenti quattro e poi le metà destre
nello stesso ordine, cioè:

I7 =

[
0,

1

8

[
, I8 =

[
1

2
,
5

8

[
I9 =

[
1

4
,
3

8

[
, I10 =

[
3

4
,
7

8

[
,

I11 =

[
1

8
,
1

4

[
, I12 =

[
5

8
,
3

4

[
, I13 =

[
3

8
,
1

2

[
, I14 =

[
7

8
, 1

]

Procedendo in questo ordine, otteniamo una successione di intervalli che
indichiamo con (In). Sia xn l'estremo sinistro di ciascun In allora vale:

Proposizione 1.2.6. La successione "mille foglie" (xn) è uniformemente
distribuita.

Dimostrazione.
Sia δn l'insieme dei punti

{
0, 1

2n , 2
2n , . . . , 2n−1

2n

}
che individuano la ripartizione

binaria di [0, 1] al passo n opportunamente riordinati secondo l'ordine mille
foglie. La successione degli (xn) risulta essere esplicitamente:

0,
1

2︸︷︷︸
δ1

, 0,
1

2
,
1

4
,
3

4︸ ︷︷ ︸
δ2

, 0,
1

2
,
1

4
,
3

4
,
1

8
,
5

8
,
3

8
,
7

8︸ ︷︷ ︸
δ3

, . . .

Consideriamo un intervallo binario In = Is
h per qualche s ∈ N e qualche

1 ≤ h ≤ 2s , cioè In =
[

h−1
2s , h

2s

[
.

Siccome le funzioni caratteristiche degli intervalli binari costituiscono una
famiglia determinante, come mostrato nel teorema 1.1.8, ci basta mostrare
che:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χIn(xk) =
1

2s
(1.27)
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Sia ora N > 2t con t > s generico.

1

N

N∑

k=1

χIn(xk) =
1

N

p∑

k=1

χIn(xk) +
1

N

N∑

k=p+1

χIn(xk) (1.28)

dove p = 2 + . . . + 2t−2 + 2t−1 = 2t − 2 è il numero di xk ottenuti dalle
ripartizioni che precedono δs.
Osserviamo che per k > 2t − 2 i punti xk sono disposti in modo particolare
a causa dell'ordine mille foglie. Infatti se raggruppiamo questi punti a 2s

per volta, esattamente il (2s − 2)−esimo punto di ogni gruppo appartiene
all'intervallo In.
Ad esempio consideriamo In = I4

12 = [11
16

, 12
16

[ e dunque s = 4. Risulta allora
che al passo successivo in δ5 ci sono 32 punti dei quali il quattordicesimo dei
primi 16 e il quattordicesimo dei secondi 16 appartengono a In. Illustriamo
questo esempio nella �gura 1.1, dove abbiamo evidenziato l'intervallo In in
questione e riportato i punti delle decomposizione binarie di [0, 1], precisando
l'ordine "mille foglie" secondo il quale ad ogni passo essi vengono disposti.

||||||||| ||||| || |||| ||| || ||||| ||
1 231152372711193291321525917 1624828122043014226261018 32

||||||||| ||||| ||
1 21571131359 16812414610

|

111
16

11
16

12
16

12
16

0

0 1
4s=

5s= |

Figura 1.1: Esempio di ordinamento "mille foglie"

Alla luce di quanto appena osservato, possiamo scrivere N = (2t−2)+M2s+d
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con 0 ≤ d < 2s e M ∈ N e dunque risulta:

1

N

N∑

k=1

χIn(xk) =
1

N

2t−2∑

k=1

χIn(xk) +
1

N

N−d∑

k=2t−2

χIn(xk) +
1

N

N∑

k=N−d+1

χIn(xk)

=
2t − 2

N
· 1

2t − 2

2t−2∑

k=1

χIn(xk) +
M2s

N
· 1

M2s

N−d∑

k=2t−1

χIn(xk)

+
d

N
· 1
d

N∑

k=N−d+1

χIn(xk) (1.29)

In de�nitiva passando al limite la 1.29 per n → ∞, e dunque per t → ∞,
segue la tesi 1.27.

1.2.3 Successioni di Van der Corput e di Halton

In realtà la successione "mille foglie" è un caso particolare di successione
di van der Corput. Infatti, nel 1935, il matematico tedesco J.G. van der
Corput fu il primo a pubblicare ([20]) una procedura che consente di generare
successioni, tra cui la mille foglie, u.d. sull'intervallo unitario. La base della
costruzione di van der Corput è la funzione radice inversa, pertanto diamone
innanzitutto la de�nizione:

De�nizione 1.2.7. Siano b ≥ 2 un intero e n ∈ N. Indichiamo con n = n1+

n2b+. . .+nrb
r−1 la rappresentazione in base b dell'intero n, dove chiaramente

gli ni ∈ {0, . . . , b − 1}. La funzione radice inversa ϕb : N → [0, 1] è de�nita
come:

ϕb(n) =
n1

b
+

n2

b2
+ . . .

nr

br

Quando b è un numero primo la successione (ϕb(n)) per n = 1, 2, . . . è
detta successione di van der Corput.
Il metodo di van der Corput è, dunque, molto semplice. Schematizziamo la

32



procedura per b = 2:

1 = 1.0 ⇒ 0.1 = 1
2

2 = 10.0 ⇒ 0.01 = 1
4

3 = 11.0 ⇒ 0.11 = 3
4

4 = 100.0 ⇒ 0.001 = 1
8

5 = 101.0 ⇒ 0.101 = 5
8

6 = 110.0 ⇒ 0.011 = 3
8

7 = 111.0 ⇒ 0.111 = 7
8

(1.30)

e così via. In pratica la funzione radice inversa non fa altro che ribaltare le
cifre dell'espressione di n in base 2, compreso lo zero decimale, e convertire
il numero ottenuto in base 10. La successione di van der Corput per b = 2 è:

0.12, 0.012, 0.112, 0.0012, 0.1012, 0.0112, 0.1112 . . .

cioè:
1

2
,

1

4
,

3

4
,

1

8
,

5

8
,

3

8
,

7

8
, . . .

che proprio la successione "mille foglie".
Ad esempio in base tre la successione di van der Corput è:

1

3
,

2

3
,

1

9
,

4

9
,

7

9
,

2

9
,

5

9
,

8

9
, . . .

Halton, successivamente, estese al caso k−dimensionale la procedura di van
der Corput generando successioni di k−uple ciascuna de�nita come:

(ϕb1(n), ϕb2(n), . . . , ϕbk
(n))

dove le basi b1, b2, . . . bk sono numeri coprimi tra loro.
I punti della successione di Halton risultano essere uniformemente distribuiti
in spazi multidimensionali e sono molto usate nelle applicazioni del metodo
di Monte Carlo per fornire stime di integrali in dimensioni elevate ([7]).
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1.3 Successioni di partizioni uniformemente
distribuite

Volgiamo ora lo sguardo alle successioni di partizioni, de�nendo anche per
esse il concetto di uniforme distribuzione e soprattutto analizzando il legame
esistente tra successioni di partizioni e successioni di punti u.d., riferendoci
al [21]. Dapprima diamo alcune de�nizioni basilari:

De�nizione 1.3.1. Una partizione π di [0, 1] è una collezione di intervalli
determinati da un insieme di punti {0, t1, t2, . . . , tk, 1} in ordine crescente.

Osservazione 1.3.2. Solitamente quando si parla di punti determinanti una
partizione non si considerano i punti 0 e 1.

De�nizione 1.3.3 (Convergenza debole). Sia (πn) una successione di par-
tizioni, dove πn = {tn1 , tn2 , . . . , tnk} con k = k(n). Data una misura di proba-
bilità µ, si dice che la successione (πn) converge debolmente a µ , se per ogni
funzione continua f su [0, 1] risulta:

lim
n→∞

1

k(n)

k(n)∑
i=1

f(tni ) =

∫ 1

0

f(t) dt (1.31)

De�nizione 1.3.4. Una successione di partizioni si dice uniformemente
distribuita se converge debolmente alla misura di Lebesgue λ.

Osservazione 1.3.5. Dalla de�nizione si evince subito che se (πn) è u.d.
allora il numero di punti determinanti ciascun πn tende ad in�nito e che la
lunghezza massima degli intervalli tende a zero.

In questo lavoro identi�cheremo una partizione π con la misura di pro-
babilità ottenuta come la media delle misure di Dirac concentrate nei punti
determinanti π. In pratica se abbiamo la partizione π = {t1, t2, . . . , tn}, per
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noi sarà:
π =

1

n

n∑
i=1

δti

dove δti indica la misura di Dirac concentrata nel punto ti.
Ne segue che se consideriamo la partizione πn = {tn1 , tn2 , . . . , tnk} allora, data
una funzione f continua, risulta:

1

k(n)

k(n)∑
i=1

f(tni ) =

∫ 1

0

f(t) dπn

In seguito a questa identi�cazione possiamo dire che la successione di par-
tizioni (πn) è u.d. se e solo se πn ⇀ λ, dove ⇀ indica la convergenza debole
di misure.

1.3.1 Relazione tra uniforme distribuzione di succes-
sioni di punti e di partizioni

La nozione di convergenza debole costituisce il collante tra le successioni
u.d. di punti e le successioni u.d. di partizioni. Studiamo allora il legame
che intercorre tra questi due concetti, focalizzando la nostra attenzione sul
problema di associare ad una successione u.d. di punti una successione u.d.
di partizioni e viceversa.

Teorema 1.3.6.
Se (xn) è u.d. di punti tali che xn 6= xm per n 6= m e xn 6∈ {0, 1}, allo-
ra la successione di partizioni (πn), dove ogni πn è determinata dai punti
{0, 1, xk, k ≤ n}, in ordine crescente, è u.d..

Dimostrazione.
La tesi 1.31 segue direttamente dall'ipotesi di uniforme distribuzione della
successione (xn) e dal teorema 1.1.6 che ci garantisce che la famiglia delle
funzioni continue è determinante.
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Osservazione 1.3.7. L'ipotesi che gli elementi della successione (xn) siano
distinti tra loro appare ragionevole se facciamo riferimento a molti degli esem-
pi di successioni u.d. che abbiamo già costruito. Tuttavia questo presupposto
si rivela addirittura essenziale e il seguente esempio ne è prova evidente.

Esempio 1.3.8.
Consideriamo la successione (xn) de�nita da blocchi consecutivi di 4m punti:
{

1
2m+1

, 1
2m+1

, 2
2m+1

, 2
2m+1

, . . . , m
2m+1

, m
2m+1

, . . . , 1
2
, 2m+1

4m
, 2m+2

4m
, . . . , 4m−1

4m

}
,

m ∈ N . In ogni blocco i primi m punti sono ripetuti ciascuno due volte,
mentre gli altri sono distinti. In questo modo i punti della successione, pur
avendo densità doppia nella metà destra di [0, 1], hanno una distribuzione
equilibrata grazie alle ripetizioni che compaiono nella metà sinistra. Pertanto
risulta che la successione (xn) è u.d..
Nel momento in cui prendiamo in considerazione la successione di partizioni
(πn) corrispondente a (xn), osserviamo subito che essa possiede in

[
1
2
, 1

]
il

doppio degli intervalli che ha in
[
0, 1

2

[
e quindi non è u.d..

Cerchiamo ora di stabilire una procedura che ci consenta di associare ad
una successione u.d. di partizioni una successione u.d. di punti. Ci siamo
già scontrati con le di�coltà che presenta questo secondo problema nel para-
grafo 1.2.2. Infatti mentre è stato facile ricavare dalle partizioni generate
dalla costruzione di Knapowski una successione u.d., per le decomposizioni
binarie, è stato necessario compiere un passaggio in più per ottenere il risul-
tato cercato. Come nel caso degli intervalli binari, così in generale, data
una successione di partizioni (πn) u.d., riordineremo opportunamente i punti
determinanti ciascuna πn in modo tale da garantire l'uniforme distribuzione
della corrispondente successione di punti.
Indichiamo, come nel paragrafo 1.2.2, con Is

k =
[

k−1
2s , k

2s

[
gli intervalli binari e

con Is
kj
, per 1 ≤ j ≤ 2s, il riordinamento "mille foglie" degli intervalli Is

k. Sia
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π una partizione generica determinata dai punti {0, t1, . . . , tm, 1}. Fissato s,
per 1 ≤ k ≤ 2s supponiamo che:

∣∣∣∣π(Is
k)−

1

2s

∣∣∣∣ < ε

con ε < 1
2s .

Prendiamo m > 2s e sistemiamo i punti ti per 1 ≤ i ≤ m nell'ordine indotto
dall'ordine "mille foglie" sugli Is

kj
con 1 ≤ j ≤ 2s. Per analogia chiameremo

"mille foglie"anche questo riordinamento dei punti ti e tij i punti riordinati.
Esplicitamente: il primo punto ti1 è il più piccolo dei ti in Is

k1
, il secondo

punto ti2 è il più piccolo dei ti in Is
k2

e così via �no a ti2s in Is
k2s . Dopo aver

scelto quest'ultimo punto, iteriamo questo procedimento selezionando il più
piccolo punto tra i rimanenti in Is

k1
, poi il più piccolo punto tra i rimanenti

in Is
k2s e andiamo avanti in questo modo �no all'esaurimento di tutti i ti.

Un importante accorgimento da osservare è quello di non scegliere mai un
punto già selezionato in qualche passo precedente. Inoltre se in Is

kr
sono stati

selezionati tutti i punti, si passa a considerare il successivo Is
kr+1

.
Per semplicità di notazione, indichiamo con (yj) per 1 ≤ j ≤ m la sequenza
�nita dei tij ottenuta dal riordinamento dei ti. Osserviamo che per N ≤ m

possiamo scrivere N = 2sh + l dove h, l ∈ N e 0 ≤ l ≤ 2s e si ha che:

h− 1

2sh + l
≤ 1

N

N∑
i=1

χIs
kj

(yi) ≤ h

2sh + l

poichè gli yi cadono con periodicità in tutti gli intervalli Is
kj
.

Allora si ha che:
lim

N→∞
1

N

N∑
i=1

χIs
kj

(yi) =
nkj

n

dove nkj
è il numero di yi che cadono nell'intervallo Is

kj
.

Prima di dimostrare il teorema fondamentale mostriamo la validità del seguente
lemma.
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Lemma 1.3.9. Sia (Li) una successione di numeri reali positivi tale che
limi→∞ Li = L. Supponiamo inoltre che (ni) sia una successione di interi
positivi che soddisfa limi→∞ ni = ∞. Allora:

lim
i→∞

n1L1 + . . . + niLi

n1 + . . . + ni

= L

Dimostrazione. Preso ε > 0, sia j1 ∈ N tale che |Li − L| < ε
2
per i > j1.

Posto poi K = supi |Li − L| , sia j2 ∈ N tale che:

n1 + . . . + nj1

n1 + . . . + ni

<
ε

2K

per i > j2. Valutiamo allora
∣∣n1L1+...+niLi

n1+...+ni
− L

∣∣ per i > j2:
∣∣∣∣
n1L1 + . . . + niLi

n1 + . . . + ni

− L

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
n1(L1 − L) + . . . + nj1(Lj1 − L)

n1 + . . . + ni

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
nj1+1(Lj1+1 − L) + . . . + ni(Li − L)

n1 + . . . + ni

∣∣∣∣

≤ K
n1 + . . . + nj1

n1 + . . . + ni

+
ε

2

nj1+1 + . . . + ni

n1 + . . . + ni

< ε

Teorema 1.3.10. Se (πi) è una successione di partizioni u.d., allora è pos-
sibile riordinare i punti {ts1, ts2, . . . , tsn(i)}, che determinano πi, in modo tale
che la corrispondente successione di punti in ordine lessicogra�co sia u.d..

Dimostrazione.
Per s = 1 sia m1 ∈ N tale che:

∣∣∣∣πm(I1
k)− 1

2

∣∣∣∣ <
1

102

per k = 1, 2 e che: ∣∣∣∣
1

m

m∑
n=1

πn(I1
k)− 1

2

∣∣∣∣ <
1

102
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per ogni m ≥ m1.
In generale, per s > 1 sia ms > ms−1 tale che:

∣∣∣∣πm(Is
k)−

1

2s

∣∣∣∣ <
1

10s+1
(1.32)

per 1 ≤ k < 2s e che:
∣∣∣∣
1

m

m∑
n=1

πn(Is
k)−

1

2

∣∣∣∣ <
1

10s+1
(1.33)

per ogni m ≥ ms.
Osserviamo che la 1.32 è vera per l'ipotesi di uniforme distribuzione di (πi)

e che la 1.33 vale in virtù del teorema sul limite della media.
Posto m0 = 1, per ms ≤ i < ms+1 disponiamo i punti determinanti ogni
πi secondo l'ordine "mille foglie", con la procedura che abbiamo descritto,
prima del lemma 1.3.9, per gli intervalli binari. Siano tij i punti riordinati e
sia (xn) la successione di questi punti messi in ordine lessicogra�co.
Essendo che la famiglia delle funzioni caratteristiche degli intervalli binari è
determinante, basta dimostrare che:

lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

χIs
k
(xi) =

1

2s
(1.34)

Poniamo:
AN =

1

N

N∑
i=1

χIs
k
(xi)

e prendiamo N = N(m) = n(1) + . . . + n(m) dove ciascun n(i) è il numero
dei punti che detrminano πi. Allora risulta che:

AN =
n(1)π1(I

s
k) + . . . + n(m)πm(Is

k)

n(1) + . . . + n(m)

Allora per il lemma 1.3.9:

lim
N→∞

AN = lim
m→∞

πm(Is
k) =

1

2s
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Resta dunque da mostrare che la 1.34 vale anche se partiamo da valori
intermedi di N , cioè per N = N(m) + l con 0 < l < n(m) + 1:

AN =
N(m)

(N(m) + l)

1

N(m)

N(m)∑
i=1

χIs
k
(xi) +

l

(N(m) + l)

N∑

i=N(m)+1

χIs
k
(xi)

In questo caso essendo AN combinazione convessa di due termini che tendono
a 1

2s si ha la 1.34.

1.3.2 Partizioni di Kakutani

Presentiamo una particolare classe di successioni di partizioni di [0, 1] che
fu introdotta da Kakutani [9] nel 1976.
Scegliamo un numero α, 0 < α < 1, e poniamo β = 1− α.
De�niamo induttivamente, per n = 0, 1, . . ., gli insiemi:

K(n) =

{
x

(n)
i : i = 0, 1, . . . , mn

}

costituiti da punti dell'intervallo unitario disposti in ordine crescente di in-
dice cioè: 0 = x

(n)
0 < x

(n)
1 < . . . < x

(n)
mn = 1.

Sia dunque K(0) = {0, 1}. K(n+1) è ottenuto da K(n) inserendo un nuovo
punto x

(n)
i−1 + α

(
x

(n)
i − x

(n)
i−1

)
soltanto in quegli intervalli

[
x

(n)
i − x

(n)
i−1

]
aventi

lunghezza massima tra tutti quelli generati da coppie consecutive di punti di
K(n). Naturalmente anche in questo caso possiamo reindicizzare i punti in
ordine crescente di indice.
Ad esempio se α < β risultano essere: K(0) = {0, 1}
K(1) = {0, α, 1}
K(2) = {0, α, α + βα, 1} e cosi via.
Questo schema è detto "procedura di Kakutani" e fu Kakutani stesso a
mostrare che:
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Teorema 1.3.11. Per ogni α ∈]0, 1[ , la successione
(K(n)

)
è u.d..

La dimostrazione che riporteremo è dovuta a Adler e Flatto [1] e utilizza
risultati classici di teoria ergodica. A tal proposito inseriamo di seguito alcune
de�nizioni e risultati di base, per i quali si faccia riferimento al capitolo 29
di [16] dovuto a F.Blume.

Notazione 1.3.12. Per semplicità, invece di utilizzare K(n), useremo µn per
indicare la misura di probabilità ottenuta come la media delle misure di Dirac
concentrate nei punti detrminanti la partizione K(n).

De�nizione 1.3.13. Data una funzione misurabile ϕ : [0, 1] → [0, 1] , un
insieme misurabile A si dice ϕ-invariante se:

λ(ϕ−1(A)∆A) = 0

dove ∆ è la di�erenza simmetrica.
Se Φ è una famiglia numerabile di funzioni misurabili, un insieme A misura-
bile è detto Φ-invariante se è ϕ-invariante per ogni ϕ ∈ Φ.

De�nizione 1.3.14. Una funzione misurabile ϕ : [0, 1] → [0, 1] si dice che
preserva la misura se:

λ(ϕ−1(A)) = λ(A)

per ogni insieme A misurabile.
Si dice che una famiglia numerabile Φ di funzioni misurabili preserva la
misura se ogni ϕ ∈ Φ preserva la misura.

De�nizione 1.3.15. Una funzione misurabile ϕ è detta ergodica se preserva
la misura e se per ogni insieme A ϕ-invariante si ha:

λ(0) = 0 o λ(A) = 1

Una famiglia numerabile Φ di funzioni misurabili è detta ergodica se ogni
ϕ ∈ Φ è ergodica.
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De�nizione 1.3.16. Una funzione g a valori reali de�nita su [0, 1] è detta
ϕ-invariante se vale quasi ovunque che:

g(ϕ(x)) = f(x)

ed è detta Φ-invariante se è ϕ-invariante per ogni ϕ ∈ Φ; dove ϕ e Φ sono
quelle delle precedenti de�nizioni.

Teorema 1.3.17. Sia Φ una famiglia numerabile di funzioni misurabili. Sup-
poniamo che Φ sia ergodica e che g sia una funzione misurabile, limitata e
Φ-invariante. Allora g è quasi ovunque costante.

Possiamo ora intraprendere la dimostrazione del teorema 1.3.11.
Innanzitutto utilizzando il corollario 1.1.7, il nostro obiettivo si riduce a
mostrare che:

lim
n→∞

1

mn

mn∑
i=1

f
(
x

(n)
i ) =

∫ 1

0

f dx (1.35)

Allora, usando la notazione 1.3.12, possiamo dare una formulazione equiva-
lente del teorema:

Teorema 1.3.18. limn→∞ µn(I) = λ(I) per ogni intervallo I ⊂ [0, 1] , cioè
µn ⇀ λ.

Prima di addentrarci nella dimostrazione è necessario fare qualche altra
considerazione preliminare che ci consentirà di collocare il risultato di Kaku-
tani nella giusta prospettiva.
De�niamo induttivamente un'altra successione di insiemi:

D(n) =

{
y

(n)
i : i = 1, 2, . . . , 2n

}
.

I punti y
(n)
i di [0, 1] siano disposti in ordine crescente di indice.

Sia dunque D(0) = {0, 1}. D(n+1) è ottenuto da D(n) inserendo un nuovo pun-
to y

(n)
i−1 + α

(
y

(n)
i − y

(n)
i−1

)
in ogni intervallo

[
y

(n)
i − y

(n)
i−1

]
per i = 1, 2, . . . , 2n.
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Naturalmente anche in questo caso possiamo reindicizzare i punti in ordine
crescente di indice.
Questa procedura viene chiamata "procedura diadica". Osserviamo che se
α = 1

2
si ha D(n) = K(n) per tutti gli n, altrimenti si ha K(n)  D(n) per

n ≥ 2.
Indichiamo ora con να

n la misura di probabilità ottenuta come la media delle
misure di Dirac concentrate nei punti di D(n), dove α vuole sottolineare la
dipendenza di queste misure dala scelta iniziale di α. Allora (να

n ) converge
debolmente a να, ma soltanto per α = 1

2
si ha να = λ.

La sorprendente peculiarità dell'algoritmo di Kakutani è che, invece, la misura
limite di (µn) non solo esiste unica ma è sempre indipendente dalla scelta
iniziale di α.

Notazione 1.3.19.

• γ(n) = la partizione determinata dai punti di K(n).

• δ(n) = la partizione determinata dai punti di D(n).
Ogni I ∈ δ(n), per n ≥ 1 può essere rappresentato come I = I(ξ1ξ2 . . . ξn)

dove ξj è uno dei due simboli α o β.
In pratica: I(α) = [0, α] e I(β) = [α, 1]

inoltre se I(ξ1ξ2 . . . ξn) =

[
y

(n)
i−1, y

(n)
i

]
allora risultano

I(ξ1ξ2 . . . ξnα) =

[
y

(n)
i−1, y

(n)
i−1 + α

(
y

(n)
i − y

(n)
i−1

)]

e I(ξ1ξ2 . . . ξnβ) =

[
y

(n)
i−1 + α

(
y

(n)
i − y

(n)
i−1

)
, y

(n)
i

]
.

Quando inseriamo i valori speci�ci di ξj è conveniente indicare le r occor-
renze consecutive di uno stesso simbolo con quel simbolo elevato alla potenza
r−sima; ad esempio I(ααβββ) = I(α2β3).
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Ovviamente λ(I(ξ1ξ2 . . . ξn)) = αpβq, dove p è il numero di occorrenze di α

in I(ξ1ξ2 . . . ξn) e q quello di β.

Osservazione 1.3.20. Le lettere α e β interpretano un duplice ruolo: a
volte indicano numeri, altre volte sono semplicemente simboli. Tuttavia il
loro signi�cato emerge sempre con chiarezza dal contesto speci�co in cui essi
si trovano.

Tornando al teorema, sappiamo che ogni successione di misure di pro-
babilità è debolmente compatta, pertanto esiste una misura che è il limite
debole di una sottosuccessione (µnk

) di (µn). Per mostrare il teorema 1.3.18
è su�ciente provare che:

Asserzione 1.3.21. λ è l'unico limite debole di ogni sottosuccessione con-
vergente di (µn).

Questa a�ermazione implica, infatti, che la successione (µn) stessa con-
verge debolmente a λ. Se quest'ultima implicazione non fosse vera, esistereb-
bero ε > 0, I ⊂ [0, 1] e una sottosuccessione (µnk

) tale che
∣∣µnk

− λ(I)
∣∣ ≥ ε.

Per la compattezza esiste una sottosuccessione di (µnk
) che converge debol-

mente a una misura µ, ma µ(I) 6= λ(I) e ciò contraddice l'ipotesi che λ è
l'unico limite debole di ogni sottosuccessione di µn.

Sia dunque µ il limite debole di ogni sottosuccesione di µn, il nostro scopo
è mostrare che µ = λ.
Prima di procedere alla dimostrazione di 1.3.21, presentiamo una stima valida
per tutti i K(n).

Lemma 1.3.22. Siano:

Ln = max{λ(I) : I ∈ γ(n)} e ln = min{λ(I) : I ∈ γ(n)}.

Allora l1Ln ≤ ln per n = 0, 1, . . ..
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Dimostrazione.
Per ipotesi induttiva, supponiamo che la tesi valga per n− 1, cioè:
l1Ln−1 ≤ ln−1. Consideriamo ln e Ln e osserviamo che, per come è stato
costruito K(n) a partire da K(n−1), si ha Ln < Ln−1. Ora l1 = min{α, β}
dunque ln = min{ln−1, αLn−1, βLn−1}. In sostanza si possono presentare due
casi:

• ln = ln−1

• ln = l1Ln−1

In entrambi i casi giungiamo alla tesi, infatti nel primo caso abbiamo che:
l1Ln < l1Ln−1 ≤ ln−1 = ln

mentre nel secondo:
l1Ln < l1Ln−1 = ln.

Dal lemma appena dimostrato e dalla disuguaglianza nln ≤ 1 risulta che:
Ln → 0. Usando Ln e ln possiamo stimare il numero di punti di K(n) che
cadono in un intervallo I e sfruttando il lemma 1.3.22 otteniamo per ogni
n ∈ N :

l1λ(I) ≤ l1Ln ≤ ln ≤ µn(I). (1.36)

Osserviamo che µn(I) = 1
h(n)

, dove h(n) è il numero di intervalli di γ(n).
Se, dunque, l'ultima disuguaglianza non fosse valida, cioè se fosse ln > µn(I)

allora ln > 1
h(n)

che è assurdo.
Inoltre vale anche per ogni n ∈ N :

µn(I) ≤ Ln ≤ ln
l1
≤ λ(I)

l1
. (1.37)

Da 1.36 e da 1.37 segue che:

l1λ(I) ≤ µn(I) ≤ λ(I)

l1
∀n ∈ N
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da cui concludiamo:

l1λ(I) ≤ lim
n→∞

µn(I) ≤ lim
n→∞

µn(I) ≤ λ(I)

l1

Pertanto µ e λ sono misure equivalenti e la derivata di Radon-Nikodym
soddisfa:

l1λ(I) ≤ µ(I) =

∫

I

dµ

dλ
dλ ⇒ l1

∫

I

dλ ≤
∫

I

dµ

dλ
dλ ≤ 1

l1

∫

I

dλ

da cui:
l1 ≤ dµ

dλ
≤ 1

l1
(1.38)

Il tratto caratteristico che distingue la procedura di Kakutani da quella
diadica è che la dµ

dλ
possiede una proprietà di invarianza per traslazioni che

mostreremo nel seguente lemma.

Lemma 1.3.23. Ogni intervallo diadico I ∈ δ(n) appare in qualche γ(m) con
m ≥ n. Se I e I ′ sono due intervalli diadici aventi la stessa lungheza allora:

dµ

dλ
(x) =

dµ

dλ
(x + τ)

per qusi ogni x ∈ I , dove τ è il numero determinato da: I ′ = I + τ .

Dimostrazione.
La procedura di Kakutani genera solo intervalli diadici, ma è anche vero
che ogni intervallo diadico è prodotto dall'algoritmo di Kakutani. Sia I un
qualunque intervallo diadico. Essendo Ln → 0, un punto, prima o poi, viene
certamente inserito nella parte interna di I , che indichiamo con I◦. Sia m il
più piccolo intero tale che K(m)∩I◦ 6= φ , e�ettivamente K(m)∩I◦ consiste di
un solo punto. Osserviamo ora una proprietà basilare degli intervalli diadici,
che ci sarà utile anche in seguito: due intervalli diadici o sono disgiunti o sono
contenuti l'uno nell'altro. Dunque necessariamente si ha che I ∈ γ(m−1).

46



Siano ora I e I ′ due intervalli diadici aventi la stessa lunghezza. La procedura
di Kakutani agisce nello stesso maniera su I e su I ′. Infatti il modo di dividere
I in base all'algoritmo di Kakutani è identico a quello di I ′ , anche se gli
intervalli potrebbero apparire in γ(n) diversi o provenire da δ(n) di�erenti.
Il comportamento di µ sui sottoinsiemi di I ′ , perciò, è semplicemente una
traslazione �ssata del suo comportamento sui sottoinsiemi di I.

Questo lemma suggerisce di introdurre la segunete famiglia di trasfor-
mazioni che preservano la misura di Lebesgue.
Dati due intervalli I ∈ δ(m) e J ∈ δ(m) della stessa lunghezza e tali che:
J = I + τ , de�niamo ϕI,J su [0, 1] come segue:

ϕI,J =





x + τ se x ∈ I

x− τ se x ∈ J

x altrimenti

(1.39)

Denotiamo con Φ la famiglia di tutte queste trasformazioni ϕI,J . Il lemma
1.3.23 a�erma che dµ

dλ
(x) è una funzione Φ−invariante. La dimostrazione di

1.3.21 sarà completa se mostriamo che la famiglia Φ è ergodica. Infatti da ciò
segue per il teorema 1.3.17 che dµ

dλ
(x) è quasi ovunque costante e quindi la tesi.

Prima di dimostrare l'ergodicità di Φ introduciamo il concetto di prodotto
in�nito di spazi di probabilità (si veda [6]) e il teorema di Hewitt-Savage
(teorema 11.3 di [8]).

Notazione 1.3.24. Con
(
Y,S, µ

)
indichiamo uno spazio di misura in cui:

• Y è un insieme non vuoto

• S una σ−algebra per X

• µ una misura su S
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Riportiamo innanzitutto un risultato generale per la cui dimostrazione si
rimanda a pg.157 di [8].

Teorema 1.3.25. Se
(
(Xi,Si, µi)

)
è una successione di spazi di misura �niti

con µi(Xi) = 1, allora esiste un'unica misura µ sulla σ−algebra prodotto
S =

∏∞
i=1 Si tale che per ogni insieme misurabile E del tipo J ×∏∞

i=n+1 Si

con J ⊆ (
∏n

i=1 Si) risulta:

µ(E) = (µ1 × . . . µn)(J)

La misura µ è detta misura prodotto.

Sia Xn = x1, . . . xk , ∀n ∈ N una successione di insiemi con la probabilità:
P ({xi}) = pi per 1 ≤ i ≤ k e con la σ−algebra An costituita da tutti i
sottoinsiemi di Xn. Il prodotto cartesiano

X =
∞∏

n=1

Xn

è de�nito come: X =
{
(x1, . . . , xn, . . .), xn ∈ Xn, n = 1, 2, . . .

}
.

Vogliamo costruire su X una misura prodotto, a tal scopo de�niamo i sot-
toinsiemi di X detti cilindri.

De�nizione 1.3.26. Un cilindro C di ordine m è un insieme del tipo:

C =
m∏

n=1

An ×
∞∏

n=m+1

Xn

dove An ∈ An e An ⊂ Xn.

Per i cilindri di ordine m �ssiamo:

P (C) =
m∏

n=1

P (An) (1.40)

Consideriamo allora su X la σ−algebra A generata dai cilindri di X che
chiameremo σ−algebra prodotto. Per il teorema 1.3.25 esiste un'unica pro-
babilità P nella σ−algebra prodotto, che assume sui cilindri il valore 1.40.
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Abbiamo così costruito lo spazio di probabilita (X,A, P ) prodotto degli in�niti
spazi di probabilità (Xn,An, Pn).

Teorema 1.3.27 (Teorema di Hewitt-Savage). Una misura prodotto su un
prodotto in�nito di spazi di misura può assumere soltanto i valori 0 e 1

per insiemi che sono invarianti rispetto a tutte le permutazioni �nite di
coordinate.

Lemma 1.3.28. Φ è ergodica.

Dimostrazione.
Consideriamo la successione di spazi di probabilità identici (Xn,An, Pn), dove
Xn = {α, β} , An = {φ, {α}, {β}, Xn} e Pn({α}) = α e Pn(β) = β.
Sia X =

∏∞
n=1 Xn e quindi (X,A, P ) sia lo spazio di probabilità prodotto

costruito come abbiamo fatto prima in generale. L'intervallo unitario con la
misura di Lebesgue e l'algebra costituita dagli insiemi boreliani

(
[0, 1],B, λ

)

è isomorfo a (X,A, P ), purchè in X si trascuri l'insieme numerabile e quindi
di misura nulla

X0 = {(ξ1 . . . ξkαβ), k ∈ N}

dove ξj = α e ξj = β. Infatti ad ogni punto x ∈ [0, 1] possiamo associa-
re la successione degli intervalli diadici che lo contengono e a questa una
successione di α e β , cioè un punto di X. In simboli:

[0, 1] 3 x 7→ (ξ1 . . . ξn . . .) ∈ X

Questa corrispondenza manda dunque intervalli diadici in cilindri e preserva
la misura, ma non è biunivoca perchè non sempre la rappresentazione di un
punto in [0, 1] in termini di α e β è unica. Ad esempio, per α < β, se x ∈ D(2)

a destra di α, allora si hanno due rappresentazioni per x:
x ∈ I(βα) 7→ (βαβ)
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ma anche x ∈ I(ββ) 7→ (ββα).
In generale i punti (ξ1 . . . ξkαβ) e (ξ1 . . . ξkβα) corrispondono allo stesso punto
in [0, 1] , dunque a�nchè la corrispondenza sia biunivoca occorre trascurare
l'insieme X0.
Inoltre X0 è numerabile poichè è unione numerabile di insiemi �niti:

X0 =
∞⋃

k=0

Yk

dove per k �ssato Yk = {(ξ1 . . . ξkαβ)} contiene 2k elementi.
In de�nitiva l'isomor�smo che cercavamo è:

(X \X0) À [0, 1]

e preserva la misura.
Allora l'immagine di Φ sullo spazio prodotto, tramite tale isomor�smo, genera
una famiglia di trasformazioni Φ′ che include la famiglia Ψ delle permutazioni
di un numero �nito di coordinate. Ogni premutazione in Ψ è una trasfor-
mazione che preserva la misura, allora dal teorema 1.3.27 di Hewitt-Savage
segue che la famiglia Ψ è ergodica.
Essendo Ψ ⊂ Φ′, risulta che Φ′ è ergodica e, giacchè l'isomor�smo preserva
la misura, anche Φ è ergodica.
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Capitolo 2

Elementi di geometria frattale

La geometria frattale è una recente branca della matematica, nata dal-
l'esigenza di descrivere e interpretare alcune particolari forme presenti in
natura, che sono ben lontane dalle �gure regolari rappresentate dalla geome-
tria euclidea.
I primi oggetti frattali vennero introdotti nell'ambiente scienti�co tra il 1800 e
il 1900 da numerosi matematici, che intrapresero lo studio di queste singolari
�gure. Inizialmente, però, tali entità geometriche stentarono a trovare posto
nella rigorosa teoria matematica a causa delle loro caratteristiche irregolari
e per lungo tempo i frattali furono guardati dai matematici con curiosità,
ma soprattutto con timore. La tendenza generale fu quella di accantonare i
frattali come oggetti "patologici", che di�cilmente avrebbero potuto essere
materia di studio.
Soltanto alla �ne degli anni settanta lo scienziato Benoit Mandelbrot, di edu-
cazione francese e che oggi lavora negli Stati Uniti, pubblicò un lavoro [13],
ristutturato e ampliato nel successivo [14], nel quale si propose di raccogliere
in modo organico studi e concetti espressi �no ad allora sull'argomento. Pro-
prio in quest'opera venne usato per la prima volta il termine frattale, parola
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derivante dal termine latino fractus, che signi�ca frammentato e che ben
sintetizza l'aspetto di questi insiemi.

2.1 Oggetti frattali

Un problema che si presentò sin dal principio fu quello di fornire una
de�nizione matematica di frattale.
Un primo tentativo è da attribuirsi a Mandelbrot in [13], che de�nisce frattale
un insieme con dimensione di Hausdor� (si veda il paragrafo 2.2.2) stretta-
mente maggiore della dimensione topologica. Questa de�nizione risulta però
insoddisfacente, poichè esclude diversi insiemi che presentano comunque le
caratteristiche frattali, infatti esistono esempi di frattali che hanno dimen-
sione di Hausdor� intera (si veda il quarto esempio di 2.3.15). In seguito
sono state poste molte altre de�nizioni di frattale, ma nessuna ha riscosso
un'accoglienza unanime.
A tal proposito riportiamo da [5] una metafora di Falconer particolarmente ef-
�cace: "La de�nizione di frattale dovrebbe essere trattata allo stesso modo di
come i biologi trattano la de�nizione di vita. Infatti non esiste una de�nizione
ma soltanto una lista di proprietà caratterizzanti un essere vivente, come la
capacità di riprodursi e di muoversi. Molti esseri viventi hanno più caratteristi-
che di quelle della lista, molti altri costituiscono delle eccezioni. Analoga-
mente mi sembra più giusto identi�care un frattale nella lista di proprietà
fondamentali che lo caratterizzano, piuttosto che cercarne una de�nizione
precisa."
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2.1.1 Esempi di frattali

Seguendo la linea dettata dall'osservazione di Falconer, elenchiamo dap-
prima alcuni esempi di frattali, mettendone in evidenza i tratti principali, dei
quali ci serviremo per stilare la lista di proprietà caratterizzanti un frattale.

Insieme ternario di Cantor
L'insieme ternario di Cantor, introdotto nel 1872 dal matematico tede-
sco Georg Cantor in [3], è in assoluto uno dei frattali più noti e studiati.
Viene costruito a partire dall'intervallo unitario [0, 1] tramite una suc-
cessione in�nita di operazioni di rimozione.
Poniamo E0 = [0, 1]. Sia E1 l'unione dei due intervalli ottenuti rimuo-
vendo da E0 l'intervallo

]
1
3
, 2

3

[
. In pratica, in questo primo passo, abbia-

mo cancellato il terzo centrale da E0, ma non i punti 1
3
e 2

3
, dunque

E1 =
[
0, 1

3

] ∪ [
2
3
, 1

]
.

Adesso ripetiamo il procedimento: rimuoviamo i terzi centrali degli in-
tervalli

[
0, 1

3

]
e

[
2
3
, 1

]
, generando quattro intervalli di lunghezza 1

9
. Al

termine del secondo passaggio, abbiamo ricavato l'insieme
E2 =

[
0, 1

9

] ∪ [
2
9
, 1

3

] ∪ [
2
3
, 7

9

] ∪ [
8
9
, 1

]
. Continuando in questo modo,

al passo k−esimo avremo che Ek consiste di 2k intervalli ognuno di
lunghezza 3−k, ottenuti dalla rimozione del terzo centrale di ciascuno
degli intervalli in Ek−1. In �gura 2.1 mostriamo i primi quattro passi
di questa costruzione. L'insieme di Cantor C è dato dall'intersezione
di tutti gli Ek per ogni k ∈ N :

C =
∞⋂

k=0

Ek
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Figura 2.1: Costruzione dell'insieme di Cantor

A primo impatto potrebbe sembrare che, rimuovendo tutti questi in-
tervalli, alla �ne non resti nulla in C, ma ciò è subito contraddetto dal
fatto che l'insieme di Cantor è non numerabile.
Infatti possiamo costruire una funzione f suriettiva da C in [0, 1]. Ciò
implica che l'insieme d'arrivo [0, 1] non può avere cardinalità superiore
a quello di partenza C. Inoltre, poiché C ⊂ [0, 1], l'insieme di Cantor
non può avere neanche cardinalità superiore a [0, 1], e quindi neces-
sariamente C e [0, 1] hanno la stessa cardinalità, cioè la potenza del
continuo. Per costruire f , scriviamo i punti in [0, 1] in base tre e os-
serviamo che l'insieme di Cantor consiste di tutti quei punti di [0, 1]

la cui rappresentazione in base tre non contiene la cifra 1. Sia f la
funzione che prende ogni punto di C, sostituisce nella sua espressione
ternaria ogni cifra 2 con la cifra 1 e legge il nuovo numero in base bi-
naria; in pratica f associa ad ogni numero dell'insieme di Cantor un
altro numero di [0, 1] e questa funzione è ovviamente suriettiva.
Inoltre l'insieme di Cantor è compatto, essendo sottoinsieme chiuso di
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un compatto, e ha misura di Lebesgue zero. Infatti il complementare
di C ha misura di Lebesgue:

λ([0, 1] \ C) =
1

3
+

2

9
+

4

27
+ . . . =

∞∑

k=0

2k

3k+1
= 1

e dunque λ(C) = λ([0, 1])− λ([0, 1] \ C) = 1− 1 = 0.
Elenchiamo ora alcune proprietà che ricorrono anche in altri frattali:

• C è autosimile.
Risulta evidente che la parte di C contenuta in

[
0, 1

3

]
e quella con-

tenuta in
[

2
3
, 1

]
sono geometricamente simili a C stesso, secondo

un rapporto di 1
3
. Analogamente ciascun intervallo di un generico

Ek è una copia dell'insieme di Cantor ridotto di un fattore 3−k.

• C ha una struttura �ne.
Infatti C contiene dettagli ad ogni ingrandimento, cioè l'insieme
di Cantor rivela la sua struttura in ingrandimenti di particolari
arbitariamente piccoli.

• C è ottenuto ricorsivamente.

• C è irregolare.
Tale insieme non può essere descritto in termini matematici clas-
sici, cioè nè come luogo dei punti che soddisfano una semplice con-
dizione geometrica nè come insieme delle soluzioni di una equazione
algebrica.

Curva di Von Koch
La curva (o merletto) di Von Koch apparve per la prima volta nel 1904
in [11] del matematico svedese Helge Von Koch, come esempio di curva
continua priva di tangente in ogni suo punto. Tuttavia �no agli anni
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settanta, molti trattati di matematica sulla curva di Von Koch la iden-
ti�cano come una curva quasi mostruosa priva d'interesse concreto.
Soltanto Mandelbrot colse l'importanza reale che essa racchiude, intro-
ducendola appositamente in [13] come modello sempli�cato della costa
di un'isola. Tuttavia questo modello si rivela inadeguato, ciò non ac-
cade perché esso sia troppo irregolare, ma perché la sua irregolarità
è troppo sistematica. Il disordine della curva di Von Koch, che tanti
matematici avevano ritenuto eccessivo, risulta essere bensì insu�ciente
a rappresentare la realtà.
Per costruire la curva, partiamo da un intervallo E0, ad esempio sia
E0 = [0, 1]. Dividiamo E0 in tre parti uguali e sostituiamo il terzo
centrale con due lati di un triangolo equilatero che ha come base il lato
rimosso. Dopo questo primo passaggio abbiamo ottenuto quattro seg-
menti; poniamo la loro unione pari a E1. Applicando ad ogni segmento
di E1 la stessa procedura otteniamo E2 e così via. Allora Ek si ricava
rimuovendo il terzo centrale di ciascun segmento di Ek−1 e sostituendo-
lo con i due lati del triangolo equilatero avente come base il segmento
rimosso. È importante sottolineare che, durante la costruzione �nora
descritta, scegliamo sempre il lato dove apporre i nuovi segmenti in
modo da accrescere, ad ogni passo, l'area sottostante Ek.
Consideriamo ora la parametrizzazione naturale di E0. Sia v la "velo-
cità" con cui viene percorso E0. Parametrizziamo E1 in modo tale che
la velocità con cui percorriamo i segmenti aggiunti al primo passo è
doppia rispetto a quella originale, mentre nei due tratti restanti è pari
a v. Al secondo passo sui segmenti di E1 che non vengono rimossi si
conserva la parametrizzazione assegnata al passo precedente. Invece ai
nuovi lati apposti sui segmenti che al primo passo possedevano velocità
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v, si attribuisce velocità uniforme doppia e ai nuovi lati, costruiti sui
segmenti che al primo passo avevano velocità 2v, si assegna velocità
uniforme quadrupla rispetto all'originale. Procedendo secondo questo
criterio, otteniamo una successione di curve continue γk : [0, 1] → R2

parametrizzate, ciascuna avente Ek come supporto.
Osserviamo ancora che i vertici di En, che sono esattamente 1+4n, cor-
rispondono a dei valori tk ∈ [0, 1] che sono gli stessi per tutti gli n ≥ k.
D'altra parte se tk e tk+1 sono due di questi valori consecutivi, allora per
ogni t ∈ [tk, tk+1] si ha che ‖γk(t) − γn(t)‖ ≤ 3−k per tutti gli n ≥ k.
Questo è dovuto al fatto che K è contenuto nel triangolo equilatero
costruito su [0, 1] e che, per motivi di autosimilarità, questa proprie-
tà si conserva anche al passo k−esimo della costruzione. Allora posto
γk(t) = (xk(t), yk(t)), abbiamo che |xk(t) − xn(t)| ≤ ‖γk(t) − γn(t)‖ e
|yk(t)− yn(t)| ≤ ‖γk(t)− γn(t)‖ per ogni n ≥ k. Dunque le successioni
(xn(t)) e (yn(t)) convergono uniformemente a x(t) e a y(t) rispettiva-
mente, con x(t) e y(t) continue. Allora (γn(t)) converge uniformemente
a γ(t) = (x(t), y(t)) continua, che è proprio la curva di Von Koch.
Osserviamo che si ritrovano in K alcune caratteristiche tipiche dell'in-
sieme di Cantor, infatti:

• K è autosimile.
Ciascun arco di un generico Ek della curva di Von Koch è una
copia di tutta la curva K ridotta di un fattore 3−k.

• K ha una struttura �ne.

• K è irregolare.

• K è ottenuto con un metodo semplice e ricorsivo.

Inoltre la curva di von Koch ha lunghezza in�nita e, come abbiamo già
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detto, è uno dei più celebri esempi di curva non derivabile in nessun
punto. Infatti una curva derivabile in un punto x, vista su scale sempre
più piccole, in un intorno di x tende ad essere vicina ad una retta
passante per quel punto, invece K vista su qualsiasi scala è sempre
identica a sé stessa.

 

Figura 2.2: Costruzione della curva di Von Koch

Triangolo di Sierpi«ski

La costruzione del triangolo di Sierpi«ski, introdotto dal matematico di
cui porta il nome nel 1915 in [19], si basa anch'essa su una successione
in�nita di operazioni di rimozione.
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Consideriamo un triangolo qualunque E0 nel piano, prendiamo i tre
punti medi dei suoi lati che insieme ai tre vertici del triangolo di parten-
za de�niscono quattro trian-goli congruenti di cui togliamo quello cen-
trale. Al termine di questo primo passo della costruzione abbiamo
ottenuto tre triangoli congruenti i cui lati sono la metà dei lati del
triangolo E0 e si toccano in tre punti; poniamo E1 pari alla loro unione.
Ripetiamo lo stesso procedimento su ciscun triangolo di E1, ottenendo
nove triangoli identici e sia E2 la loro unione.
Il triangolo di Sierpi«ski S è dunque de�nito da:

S =
∞⋂

k=0

Ek

Anche il triangolo di Sierpi«ski possiede le caratteristiche che abbiamo
individuato in C e K.

 

Figura 2.3: Costruzione del triangolo di Sierpi«ski

Naturalmente esistono molti altri esempi di oggetti frattali, anche molto noti,
come gli insiemi di Julia e di Mandelbrot, il �occo di neve di Koch, il tappeto
di Sierpi«ski, la spugna di Sierpi«ski, etc.
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Figura 2.4: Costruzione del �occo di neve di Koch

 

Figura 2.5: Insieme di Mandelbrot
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Figura 2.6: Insieme di Julia

 

Figura 2.7: Spugna di Sierpi«ski
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Figura 2.8: Costruzione del tappeto di Sierpi±ki

2.1.2 Proprietà degli insiemi frattali

Siamo in grado di costruire ora l'elenco delle proprietà basilari di un
frattale generico F . Occorre precisare ancora una volta che questa lista non
ha la pretesa di essere una de�nizione di frattale, ma è soltanto una s�lza di
proprietà comuni alla maggior parte di questi oggetti.

1. Autosimilarità. F è unione di copie di sé stesso a scale di�erenti; in
altri termini osservando una porzione molto piccola di F vi ritroviamo
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replicato il frattale stesso. Tale le proprietà, talvolta, va intesa in senso
statistico o approssimato.

2. Struttura �ne. F rivela dettagli ad ogni ingrandimento, cioè in-
grandendo un qualsiasi tratto di frattale si visualizzerà ancora un in-
sieme ricco di particolari e complesso come il precedente.

3. Irregolarità. F ha una struttura molto ra�nata, ma anche troppo
irregolare per poter essere descritta, sia a livello globale che locale, con il
linguaggio matematico tradizionale. In partica F non si può descrivere
come luogo di punti che soddisfano semplici condizioni geometriche o
analitiche.

4. Dimensione. Solitamente la dimensione frattale o dimensione di Haus-
dor�, che introdurremo nella 2.2.2, è più grande della dimensione della
geometria euclidea.

2.2 Misura e dimensione di Hausdor�

2.2.1 De�nizione e proprietà della misura di Hausdor�

Introduciamo il concetto di misura di Hausdor� seguendo l'approccio di
Rogers in [17], cioè costruendola a partire da una "valutazione".

De�nizione 2.2.1. Una funzione τ de�nita su una classe S di sottoinsiemi
di uno spazio Ω è detta valutazione se soddisfa:

1. φ ∈ S

2. 0 ≤ τ(C) ≤ ∞, ∀ C ∈ S

3. τ(φ) = 0
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De�nizione 2.2.2. Una funzione µ de�nita su una classe S di sottoinsiemi
di uno spazio Ω è detta pre-misura se soddisfa:

1. µ(C) è un numero reale non negativo o +∞ per ogni C ∈ S

2. µ(φ) = 0

3. se C1 ⊂ C2 allora µ(C1) ≤ µ(C2) per ogni C1, C2 ∈ S

4. se (Ci) è una successione di insiemi di S allora:

µ

( ∞⋃
i=1

Ci

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ci)

In particolare la proprietà 4 è detta numerabile sub-additività.

De�nizione 2.2.3. Una funzione µ de�nita su una σ−algebra A di sottoin-
siemi di Ω è detta misura se soddisfa:

1. µ(A) è un numero reale non negativo o +∞ per ogni A ∈ A

2. µ(φ) = 0

3. se A1 ⊂ A2 allora µ(A1) ≤ µ(A2) per ogni A1, A2 ∈ A

4. se (Ai) è una successione di insiemi di A allora:

µ

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ(Ai)

In particolare la proprietà 4 è detta numerabile additività.

Illustriamo ora due metodi, dovuti a Munroe [15], per costruire una pre-
misura a partire da una valutazione.
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Teorema 2.2.4 (Metodo I). Se τ è una valutazione, de�nita su una classe
di insiemi S contenente il vuoto, allora la funzione:

µ(E) = inf⋃
Si⊃E

∞∑
i=1

τ(Si) con Si ∈ S, ∀i ∈ N (2.1)

è una pre-misura su Ω.

Osservazione 2.2.5. Adottiamo la convenzione che l'estremo inferiore su
insieme vuoto di numeri reali assume il valore +∞.

De�nizione 2.2.6. Sia E ⊂ Ω. Una famiglia numerabile (Si) di sottoinsiemi
non vuoti di Ω tale che

E

∞⋃
i=1

Si

è detta ricoprimento di E.

Dimostrazione. (Teorema 2.2.4)
Veri�chiamo che sono soddisfatte per la µ le proprietà di pre-misura:

• 0 ≤ µ(E) ≤ +∞ per ogni E ⊂ Ω, perchè essendo per ipotesi τ una
valutazione vale la proprietà 2 di 2.2.1.

•
µ(φ) = inf⋃

Si⊃φ

∞∑
i=1

τ(Si) ≤
∞∑
i=1

τ(φ) = 0

dunque µ(φ) = 0.

• Se E1 ⊆ E2, allora ogni ricoprimento di E2 è anche ricoprimento di E1

e perciò: µ(E1) ≤ µ(E2).

• Sia (Ei) una successione di sottoinsiemi di Ω. Dobbiamo veri�care che:

µ

( ∞⋃
i=1

Ei

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ei) (2.2)
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Questo risultato è banale nel caso in cui:
∞∑
i=1

µ(Ei) = +∞

Supponiamo perciò che
∞∑
i=1

µ(Ei) < +∞

allora in particolare ogni µ(Ei) è �nito. Preso ε > 0, per ogni i > 1 possiamo
scegliere una successione

(
S

(i)
j

)
di insiemi di S, con Ei ⊂

⋃∞
i=1 S

(i)
j , tale che:

∞∑
i=1

τ(S
(i)
j ) ≤ µ(Ei) + ε2−i

Sia (Ti) la succesione ottenuta riordinando gli S
(i)
j per i, j = 1, 2, . . . in

un'unica successione. Allora:
∞⋃
i=1

Ei ⊂
∞⋃
i=1

Ti, Ti ∈ S ∀i ∈ N

e dunque:

µ

( ∞⋃
i=1

Ei

)
≤

∞∑
i=1

τ(Ti) ≤
∞∑
i=1

∞∑
j=1

τ(S
(i)
j )

≤
∞∑
i=1

(µ(Ei) + ε2−i) =

( ∞∑
i=1

µ(Ei)

)
+ ε

Dall'arbitrarietà di ε segue la 2.2.

Presentiamo ora il Metodo II, dovuto sempre a Munroe, che ha il van-
taggio rispetto al primo metodo di costruire una pre-misura su uno spazio
metrico, rispetto alla quale gli insiemi di Borel sono misurabili. Prima di
introdurre il secondo metodo de�niamo il concetto di diametro di un insieme
e mostriamo un risultato preliminare.
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De�nizione 2.2.7. Il diametro di un insieme E in uno spazio metrico (Ω, d),
che indichiamo con |E|, è pari a:

|E| = sup
x,y∈E

d(x, y)

con la convenzione che |φ| = 0.

Teorema 2.2.8. Sia I un insieme arbitrario di indici. Supponiamo che, per
ogni i ∈ I, µi è una pre-misura sull'insieme Ω. Allora la funzione de�nita
per ogni E ⊂ Ω:

µ(E) = sup
i∈I

µi(E)

è una pre-misura su Ω.

Dimostrazione.

• Chiaramente, essendo tutte le µi pre-misure, si ha che: 0 ≤ µ(E) ≤ +∞
per ogni E in Ω e che µ(φ) = 0.

• Se E1 ⊂ E2 allora:

µ(E1) = sup
i∈I

µI(E1) ≤ sup
i∈I

µI(E2) = µ(E2)

• Sia (Ej) una successione di insiemi in Ω. Per ogni i ∈ I risulta:

µi

( ∞⋃
j=1

Ej

)
≤

∞∑
j=1

µi(Ej) ≤
∞∑

j=1

µ(Ej)

allora
µ

( ∞⋃
j=1

Ej

)
≤

∞∑
j=1

µ(Ej)
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Teorema 2.2.9 (Metodo II). Se τ è una valutazione, de�nita su una classe
di insiemi S in uno spazio metrico (Ω, d), allora la funzione:

µ(E) = sup
δ>0

µδ(E) (2.3)

dove

µδ(E) = inf

{ ∞∑
i=1

τ(Si) : Si ∈ S,

∞⋃
i=1

Si ⊃ E e |Si| ≤ δ ∀i ∈ N
}

(2.4)

è una pre-misura su Ω.

Osservazione 2.2.10. Diminuendo δ, si riduce la classe dei ricoprimenti sui
quali è preso l'estremo inferiore della 2.4 e dunque µδ(E) cresce al decrescere
di δ e quindi:

µ(E) = lim
δ→0+

µδ(E)

Dimostrazione. (Teorema 2.2.9)
Per ogni δ > 0 sia Sδ il sistema di tutti gli insiemi C di S con |C| ≤ δ. Segue
immediatamente che la restrizione τδ di τ a Sδ è una valutazione su Ω. Allora
per ogni δ > 0 si ha:

µδ(E) = inf
Si∈S,|Si|≤δ⋃∞

i=1 Si⊃E

∞∑
i=1

τ(Si) = inf
Si∈S⋃∞

i=1 Si⊃E

∞∑
i=1

τδ(Si)

Ora µδ è la funzione costruita tramite il Metodo I dalla valutazione τδ, allora
dal teorema 2.2.4 µδ è una pre-misura. Dal teorema 2.2.8 segue la tesi.

Utilizzando il Metodo II de�niamo adesso la misura di Hausdor�.

De�nizione 2.2.11. Sia E un insieme non vuoto in uno spazio metrico
Ω. Fissato un numero δ > 0, chiameremo δ−ricoprimento una famiglia
numerabile (Ui) di sottoinsiemi di Ω che costituisce un ricoprimento di E ed
è tale che per ogni i si ha 0 < |Ui| ≤ δ.
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De�nizione 2.2.12 (Misura di Hausdor�). Siano Ω uno spazio metrico, U
una classe di insiemi in Ω contenente il vuoto e E ∈ U . Fissato un numero
s > 0, de�niamo per ogni δ > 0:

Hs
δ(E) = inf

{ ∞∑
i=1

|Ui|s : con (Ui) δ − ricoprimento di E

}
(2.5)

e ovviamente è Hs
δ(φ) = 0. Allora la pre-misura costruita con il Metodo II

dalla valutazione Hs
δ è detta misura di Hausdor� s−dimensionale ed è data

da:
Hs(E) = lim

δ→0
Hs

δ(E) (2.6)

In e�ettiHs non è una misura nel senso usuale del termine. Essa è intanto
de�nita sulla famiglia di tutte le parti di Ω. Inoltre, in generale, viene a
mancare l'essenziale proprietà, richiesta a tutte le misure, della numerabile
additività. Infatti se (En) è una successione di insiemi a due a due disgiunti,
allora vale:

Hs

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

Hs(En)

e l'identità, che in generale fallisce, è assicurata solamente se gli En sono
tutti dei boreliani.
Comunque quest'ultimo fatto richiede una certa fatica (cf. [5]) e non ce ne
occuperemo in questa tesi. L'uso, un pò improprio, della parola "misura" è
infatti molto di�uso in questo capitolo della matematica.

Consideriamo ora le misure di Hausdor� su Rn (si veda [5]). Osserviamo
che esse costituiscono una generalizzazione dei concetti di lungezza, area,
volume per n = 1, 2, 3 rispettivamente. Infatti misura n-dimensionale di
Hausdor� Hn è un multiplo della misura n-dimensionale di Lebesgue λn,
cioè se F è un insieme boreliano di Rn, allora:

Hn(F ) = cnλ
n(F )
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dove cn = π
1
2 n

2n
(

1
2
n
)
!
è il volume di una sfera n-dimensionale di diametro 1.

Ad esempio H0(F ) è il numero di punti in F ; se F è una curva regolare di
R2, allora H1(F ) è la sua lunghezza; se F è una super�cie bidimensionale
regolare di R3, allora H2(F ) = 1

2
π × area(F ) e così via.

Mostriamo ora alcune proprietà che ci saranno molto utili nella teoria dei
frattali.

Proprietà 2.2.13 (s-omogeneità). Siano F ⊂ Rn, λ > 0 e s > 0 allora:

Hs(λF ) = λsHs(F ) (2.7)

dove λF = {λx : x ∈ F}, cioè λF è l'insieme ottenuto riscalando F di un
fattore λ.

Dimostrazione.
Se (Ui) è un δ−ricoprimento di F allora (λUi) è un λδ−ricoprimento di λF .
Quindi:

Hs
λδ(λF ) ≤

∑
i

|λUi|s = λs
∑

i

|Ui|s

Giacchè questo vale per ogni δ−ricoprimento di F si ha che:

Hs
λδ(λF ) ≤ λsHs

δ(F )

Passando al limite per δ → 0 si ha che: Hs(λF ) ≤ λsHs(F ). Sostituendo
λ con 1

λ
e F con λF otteniamo anche la disuguaglianza opposta e quindi la

tesi.

Proprietà 2.2.14. Siano F ⊂ Rn e f : F → Rm hölderiana di esponente α

e costante c, cioè f è tale che:

‖f(x)− f(y)‖m ≤ c‖x− y‖α
n ∀x, y ∈ F (2.8)
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per α > 0 e c > 0. Allora per ogni s > 0 si ha:

Hs/α(f(F )) ≤ cs/αHs(F ) (2.9)

Dimostrazione.
Se (Ui) è un δ−ricoprimento di F , allora poichè |f(F ∩ Ui)|s/α ≤ c|Ui|α, si
ha che (f(F ∩ Ui)) è un ε−ricoprimento di f(F ), dove ε = cδα. Dunque
∑

i |f(F ∩Ui)|s/α ≤ cs/α
∑

i |Ui|s, da cui Hs/α
ε (f(F )) ≤ cs/αHs

δ(F ). Passando
al limite per δ → 0 e dunque per ε → 0 si ha la 2.8.

Osservazione 2.2.15.

• Una funzione f hölderiana di esponente 1 è detta funzione lipschitziana
e dunque si ha che:

Hs(f(F )) ≤ csHs(F )

• Se f è una isometria, cioè se ‖f(x) − f(y)‖m = ‖x − y‖n ∀x, y ∈ F ,
allora la misura s-dimensionale di Hausdor� si conserva:

Hs(f(F )) = Hs(F )

2.2.2 Dimensione di Hausdor�

Ritorniamo alla de�nizione 2.2.12. Dall'equazione 2.5 è chiaro che, per
un insieme dato F e δ < 1, Hs

δ(F ) è non decrescente rispetto a s; allora per
la 2.6 anche Hs(F ) è non decrescente. Se t > s e (Ui) è un δ−ricoprimento
di F abbiamo:

∑
i

|Ui|t ≤ δt−s
∑

i

|Ui|s

allora prendendo l'estremo inferiore risulta:

Ht
δ(F ) ≤ δt−sHs(F )
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Passando al limite per δ → 0, abbiamo che se Hs(F ) < ∞ allora risulta
Ht(F ) = 0 per t > s. Se disegnamo il gra�co di Hs(F ) rispetto a s (�gura
2.9), immediatamente ci rendiamo conto che c'è un valore critico di s, nel
quale Hs(F ) compie un salto da ∞ a 0. Questo valore critico è detto dimen-
sione di Hausdor� (o di Hausdor�-Besicovitch) di F , che indicheremo con
dimH F .

0
||

∞

ndimH F

H(F)
s

S

Figura 2.9: Gra�co di Hs(F ) rispetto a s

Formalmente:

dimH(F ) = inf{s : Hs(F ) = 0} = sup{s : Hs(F ) = ∞}

e quindi:

Hs(F ) =




∞ se s < dimH F

0 se s > dimH F
(2.10)

Se s = dimH F , allora Hs(F ) può essere zero o in�nito o può soddisfare:
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0 < Hs(F ) < ∞. In particolare un insieme Hs−misurabile che soddisfa
quest'ultima condizione è detto s-insieme.

Esempio 2.2.16. Sia F un disco di raggio 1 sul piano in R3, allora dai
concetti intuitivi di lunghezza, area e volume risulta:
H1(F ) = ∞
H2(F ) = 1

4
× area(F ) < ∞

H3(F ) = 0

e quindi dimH(F ) = 2.

La dimensione di Hausdor� soddisfa le seguenti proprietà:

Insiemi aperti Se F ⊂ Rn è aperto, allora dimH F = n, poichè F contiene
una palla di misura di Lebesgue n-dimensionale positiva.

Insiemi regolari Se F è un insieme regolare m-dimensionale, cioè è con-
tinuo e di�erenziabile in Rm allora dimH F = m.

Monotonia Se E ⊂ F allora dimH E ≤ dimH F , ciò segue direttamente
dalla monotonia della misura di Hausdor�.

Stabilità dimH(E ∪ F ) = max(dimH E, dimH F ).

Stabilità numerabile Se F1, F2, . . . è una successione di insiemi allora

dimH

( ∞⋃
i=1

Fi

)
= sup

1≤i<∞
{dimH Fi}

Infatti per la proprietà di monotonia della dimensione di Hausdor� si
ha dimH

( ⋃∞
i=1 Fi

) ≥ dimH Fj per ogni j. D'altra parte se s > dimH FI

per tutti gli i, allora Hs(Fi) = 0 e quindi Hs
( ⋃∞

i=1 Fi

)
= 0.

Insiemi numerabili Se F è numerabile allora dimH F = 0.

Dalla proprietà 2.2.14 seguono:

73



Proprietà 2.2.17. Sia F ⊂ Rn e supponiamo che f : F → Rm soddis� la
condizione 2.8, allora:

dimH f(F ) ≤
(

1

α

)
dimH F

Dimostrazione.
Se s > dimH F allora per la proprietà 2.2.14 si ha che:

Hs/α(f(F )) ≤ cs/αHs(F ) = 0

Ciò implica che dimH F ≤ s
α
per tutti gli s > dimH F e quindi la tesi.

Osservazione 2.2.18. Se f : F → Rm è una funzione lipschitziana allora
dalla proprietà precedente segue che dimH f(F ) ≤ dimH F .

Corollario 2.2.19. Sia F ⊂ Rn e supponiamo che f : F → Rm sia una
funzione bi-lipschitziana, cioè f soddisfa per ogni x, y ∈ F la condizione:

c1 ≤ ‖x− y‖n ≤ ‖f(x)− f(y)‖ ≤ c2‖x− y‖m

dove 0 < c1 ≤ c2 < ∞, allora dimHf(F ) = dimH F .

Dimostrazione.
Per l'osservazione 2.2.18 si ha che dimH f(F ) ≤ dimH F , mentre si ottiene la
disuguaglianza opposta considerando f−1 : f(F ) → F al posto di f .

Osservazione 2.2.20. Il corollario appena mostrato, ci presenta una pro-
prietà fondamentale della dimensione di Hausdfor� e cioè che essa è inva-
riante rispetto alle trasformazioni bi-lipschitziane. Se, dunque, in topologia,
due insiemi vengono considerati in un certo senso identici quando esiste tra
loro un omeomor�smo, nella geometria frattale due insiemi vengono ritenuti
uguali quando esite un'applicazione bi-lipschitziana tra loro.
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Il calcolo della dimensione di Hausdor� costituisce un problema che non
sempre è semplice risolvere, ciò è dovuto principalmente alle di�coltà che si
incontrano nel fornire una stima della misura di Hausdor� di un insieme. In
particolare, dato un certo insieme, risulta sempre più complicato dare una
stima inferiore della sua misura di Hausdor�.
Proponiamo un esempio base di calcolo della dimensione di Hausdor�, che
introduce a una delle tecniche principali di determinazione della dimensione
di Hausdor� di un frattale.

Teorema 2.2.21 (Dimensione di Hausdor� dell'insieme di Cantor).
Sia C l'insieme ternario di Cantor. Risulta dimH C = log 2

log 3
.

Inoltre 1
2
≤ Hs(C) ≤ 1 con s = log 2

log 3
.

Dimostrazione.
Chiamiamo intervalli basilari gli intervalli di lunghezza 3−k che costituiscono
gli insiemi Ek nella costruzione di C (si veda 2.1.1). Consideriamo il rico-
primento (Ui) di C consitente dei 2k intervalli di Ek di lunghezza 3−k, allora
risulta:

Hs
3−k(C) ≤

∞∑
i=1

|Ui|s = 2k· 3−ks

La maggiorazione è �nita se s = log 2
log 3

, infatti per questo valore di s si ha:

Hs
3−k(C) ≤ 1

Passando al limite per k →∞ si ha che: Hs(C) ≤ 1.
Per mostrare che Hs(C) ≥ 1

2
, e quindi che la dimH C è proprio s, proviamo:
∞∑
i=1

|Ui|s ≥ 1

2
= 3−s (2.11)

per ogni ricoprimento (Ui) di C.
Chiaramente è su�ciente assumere che gli Ui siano intervalli. Espandendoli
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leggermente e mantenendoli aperti, per la compattezza di C, basta veri�care
la 2.11 soltanto per una collezione �nita (Ui) di sottointervalli chiusi di [0, 1].
Per ogni Ui sia k l'intero tale che: 3−k−1 ≤ |Ui| ≤ 3−k. Allora Ui può
intersecare al più uno degli intervalli basilari di Ek, poichè la separazione tra
due intervalli basilari di Ek è almeno di 3−k. Se j ≥ k, allora per costruzione,
Ui interseca al più 2j−k = 2j· 3−sk ≤ 2j· 3s· |Ui|s intervalli basilari di Ej. Se
scegliamo j abbastanza grande da soddisfare 3−(j+1) ≤ |Ui| per tutti gli Ui,
allora poichè gli Ui intersecano tutti i 2j intervalli basilari di lunghezza 3−j

otteniamo che: 2j =
∑

i 2
j· 3s|Ui|s da cui

∑
i |Ui|s ≥ 2j

2j ·3s = 3−s = 1
2
.

Con uno sforzo ulteriore (si faccia riferimento a [4]) possiamo adattare il
procedimento usato per dimostrare la stima inferiore di Hs(C) per veri�care
che:

Teorema 2.2.22. Hs(C) = 1 per s = dimH(C) = log 2
log 3

.

Dimostrazione.
Abbiamo già mostrato cheHs(C) ≤ 1, per ottenere la disuguaglianza opposta
mostreremo che:

∑
I∈I

|I|s ≥ 1 (2.12)

per ogni collezione I di intervalli che ricoprono C.
Analogamente a prima basterà mostare la 2.12 per ogni ricoprimento �nito
di C. Possiamo prendere, inoltre, ciascun I pari al più piccolo intervallo
contenente una coppia di intervalli basilari J e J ′ non necessariamente ap-
partenenti allo stesso Ej. Se J e J ′ sono gli intervalli basilari più grandi
contenuti in I, allora I risulta costituito da J , seguito da un intervallo K

nel complementare di C, seguito a sua volta da J ′. Dalla costruzione di C si
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evince che |J |, |J ′| ≤ |K| perciò:

|I|s = (|J |+ |K|+ |J ′|)s =

(
|J |+ 1

2
|K|+ 1

2
|K|+ |J ′|

)s

≥
(
|J |+ 1

2
|J |+ 1

2
|J ′|+ |J ′|

)s

=

(
3

2

(|J |+ |J ′|)
)s

= 3s

(
1

2
|J |s +

1

2
|J ′|s

)
≥ 2

(
1

2
|J |s +

1

2
|J ′|s

)
= |J |s + |J ′|s

Perciò sostituendo ad I i due sottointervalli J e J ′ non aumentiamo la somma
che stiamo cercando di calcolare, cioè

∑
I∈I |I|s ≥

∑
(|J |s + |J ′|s). Proceden-

do in questo modo, dopo un numero �nito di passi, otteniamo un ricoprimento
R di C costituito da intervalli della stessa lunghezza 3−j.
R deve comprendere tutti gli intervalli di Ej e perciò:

∑
R∈R

|R|s =
∑
R∈R

3−js ≥ 2j· 3−js = 1

e quindi la 2.12 vale anche per il ricoprimento I di partenza.

Introduciamo, come proposto in [5], anche una dimostrazione euristica
del fatto che dimH(C) = log 2

log 3
.

Dimostrazione.
Siano CS = C ∩ [

0, 1
3

]
e CD = C ∩ [

2
3
, 1

]
. Entrambe le parti CS e CD

sono geometricamente simili a C con rapporto di similitudine pari a 1
3
e C è

l'unione disgiunta di CS e CD. Allora, sfruttando la 2.2.13, per ogni s si ha :

Hs(C) = Hs(CS) +Hs(CD) =

(
1

3

)s

Hs(C) +

(
1

3

)s

Hs(C) (2.13)

Assumiamo che per il valore critico s = dimH C la misura Hs(C) sia �nita.
Questa assunzione è del tutto ammissibile considerando ciò che abbiamo
già dimostrato rigorosamente. Allora dividendo la 2.13 per Hs(C) si ha:
1 = 2

(
1
3

)s da cui s = log 2
log 3

.
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La linea seguita in questa dimostrazione fornisce in realtà un metodo
generale per il calcolo della dimensione di Hausdor� di molti insiemi frattali.
Infatti più in generale se

F =
m⋃

i=1

Fi

dove ogni Fi è simile a F ma ridotto di un fattore ci e se gli Fi, in un certo
senso, "non si sovrappongono troppo", allora la dimensione dimH F è pari al
numero s che soddisfa la seguente condizione:

m∑
i=1

cs
i = 1

Illustreremo questo metodo in maniera rigorosa nel paragrafo 2.3.2.

2.2.3 Dimensione di Minkowski

Esistono diverse altre de�nizioni di dimensione che sono largamente usate
nella teoria dei frattali, in questo paragrafo ci limiteremo a citare soltanto
la dimensione di Minkowski che ci sarà utile nel seguito. La dimensione di
Minkowski è una delle più popolari de�nizioni di dimensione, poichè è facile
sia calcolarla matematicamente che stimarla empiricamente. In letteratura
la dimensione di Minkowski viene spesso denominata box-counting dimension
o semplicemente box-dimension.

De�nizione 2.2.23 (Dimensione di Minkowski).
Sia F un sottoinsieme non vuoto e limitato di Rn e sia Nδ(F ) il più piccolo
numero di insiemi di diametro al più δ che ricoprono F .
De�niamo la dimensione di Minkowski inferiore e la dimensione di Min-
kowski superiore di F rispettivamente come:

dimM(F ) = lim
δ→0

log Nδ(F )

− log δ
(2.14)

dimM(F ) = lim
δ→0

log Nδ(F )

− log δ
(2.15)
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Se dimM(F ) = dimM(F ), allora si de�nisce dimensione di Minkowski di F :

dimM(F ) = lim
δ→0

log Nδ(F )

− log δ
(2.16)

Esistono diverse de�nizioni equivalenti della dimensione di Minkowski a
seconda della scelta degli insiemi utilizzati per de�nire Nδ(F ).

De�nizioni equivalenti 2.2.24.
Sia F un sottoinsieme non vuoto e limitato di Rn. De�niamo dimM(F ) e
dimM(F ) rispettivamente come in 2.14 e 2.15 e se esse coincidono de�niamo
dimM(F ) come in 2.16, dove Nδ(F ) è uno dei seguenti:

(a) il più piccolo numero di palle chiuse di raggio δ che ricoprono F

(b) il più piccolo numero di cubi di lato δ che ricoprono F

(c) il più piccolo numero di insiemi di diametro al più δ che ricoprono F

(d) il più grande numero di palle disgiunte di raggio δ con centro in F

La lista potrebbe essere ulteriormente estesa, ma nella pratica si utilizza
la de�nizione più conveniente per una particolare applicazione.

2.2.4 Relazione tra la dimensione di Hausdor� e la
dimensione di Minkowski

Se F ⊂ Rn può essere ricoperto da Nδ(F ) insiemi di diametro δ, allora
dalla de�nizione 2.5 risulta:

Hs
δ(F ) ≤ Nδ(F )δs

Se 1 < Hs(F ) = limδ→0Hs
δ(F ), allora log Nδ(F ) + s log δ > 0 per δ è

su�cientemente piccolo. Dunque s ≤ limδ→0
log Nδ(F )
− log δ

e allora:

dimH F ≤ dimMF ≤ dimMF (2.17)
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In generale non abbiamo l'uguaglianza, sebbene le due dimensioni siano
uguali per molti insiemi su�cientemente regolari.
Dalla de�nizione 2.16 abbiamo che:

Nδ(F )δs →∞ se s < dimM F

Nδ(F )δs → 0 se s > dimM F

(2.18)

Confrontiamo allora:

Nδ(F )δs = inf

{ ∑
i

δs : con (Ui) δ − ricoprimento di F

}

con
Hs

δ(F ) = inf

{ ∑
i

|Ui|s : con (Ui) δ − ricoprimento di F

}

e osserviamo che nel calcolare la dimensione di Hausdor�, diamo un peso
di�erente |Ui|s a ciscun insieme Ui del ricoprimento, invece per la dimensione
di Minkowski usiamo lo stesso peso δs per ogni insieme ricoprente. Possiamo
dunque pensare che la dimensione di Minkowski indica l'e�cienza con la quale
un insieme possa essere ricoperto da piccoli insiemi della stessa grandezza,
mentre la dimensione di Hausdor� coinvolge ricoprimenti costituiti da insiemi
di grandezza piccola ma largamente variabile. La facilità di calcolo della
dimensione di Minkowski rispetto a quella di Hausdor� deriva proprio dal
fatto che è determinata da ricoprimenti con insiemi della stessa grandezza.
Proponiamo anche qui l'insieme di Cantor come oggetto di un esempio di
calcolo della dimensione di Minkowski.

Teorema 2.2.25 (Dimensione di Minkowski dell'insieme di Cantor).
Sia C l'insieme ternario di Cantor. Allora dimM C = log 2

log 3

Dimostrazione.
Consideriamo il ricoprimento costituito dai 2k intervalli di lunghezza 3−k che
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costituiscono Ek. Se 3−k < δ ≤ 3−k+1, allora abbiamo che: Nδ(C) ≤ 2k.
Dalla 2.15 otteniamo:

dimMC = lim
δ→0

log Nδ(C)

− log δ
≤ lim

k→∞
log 2k

log 3k−1
=

log 2

log 3

Inoltre ogni intervallo di lunghezza δ con 3−k−1 ≤ δ < 3−k interseca al più
uno dei 2k intervalli basilari di lunghezza 3−k usati nella costruzione di C.
Pertanto ci sono almeno 2k intervalli di lunghezza δ che ricoprono C e quindi:
Nδ(C) ≥ 2k da cui ricaviamo che: dimMC ≥ log 2

log 3
.

Introduciamo ora un risultato basilare nell'ambito del calcolo delle di-
mensioni dei frattali. Come abbiamo già osservato nella dimostrazione del
teorema 2.2.21, è sempre più facile ricavare una stima superiore della dimen-
sione di Hausdor� s di un insieme piuttosto che quella inferiore. Infatti per
ottenere una stima superiore è su�ciente maggiorare la somma

∑
i |Ui|s per

uno speci�co ricoprimento (Ui) di F , mentre per fornire una stima inferiore
della dimensione di Hausdor� dobbiamo mostrare che

∑
i |Ui|s è maggiore di

qualche costante positiva per tutti i δ-ricoprimenti di F . Inoltre nel calcolo
della dimensione di Hausdor�, a di�erenza di quando cerchiamo la dimen-
sione di Minkowski, dobbiamo considerare non solo ricoprimenti costituiti da
insiemi di diametro molto piccolo ma anche insiemi con diametro relativa-
mente grande. Un modo di aggirare questo ostacolo è mostrare che nessun
singolo insieme U può ricoprire "troppo" F , rispetto alla quantità |U |s e
dunque che, se (Ui) è un ricoprimento di F , la somma

∑
i |Ui|s non può es-

sere troppo piccola. Più precisamente l'idea alla base di questo espediente è
quella di considerare una misura µ concentrata su F e confrontare µ(U) con
|U |s per ogni U che ricopre F .
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Teorema 2.2.26 (Principio di distribuzione di massa).
Siano F ⊂ Rn e µ una misura su F tale che 0 < µ(F ) < ∞. Supponiamo
che per qualche s esistano c > 0 e δ > 0 tali che:

µ(U) ≤ c|U |s

per tutti gli insiemi U con |U | ≤ δ. Allora:

Hs(F ) ≥ µ(F )

c

e
s ≤ dimH F ≤ dimMF ≤ dimMF

Dimostrazione.
Se (Ui) è un qualunque ricoprimento di F allora:

0 < µ(F ) = µ

(⋃
i

Ui

)
≤

∑
i

µ(Ui) ≤
∑

i

|Ui|s

Prendendo l'estremo inferiore abbiamo che:

Hs
δ(F ) ≥ µ(F )

c

passando al limite per δ → 0 si ottiene che:

Hs(F ) ≥ µ(F )

c

Esempio 2.2.27. Ritorniamo ancora all'insieme di Cantor C. Sia µ la
misura su C tale che ai 2k intervalli basilari di lunghezza 3−k in Ek venga
attribuita una misura totale di 2k. Sia U un insieme tale che: |U | < 1 e sia
k l'intero tale che 3−k−1 ≤ |U | < 3−k. Allora U può intersecare al più uno
degli intervalli di Ek e quindi:

µ(U) ≤ 2k = (3−k)log 2/ log 3 ≤ (3|U |)log 2/ log 3

e quindi Hlog 2/ log 3(F ) > 0 allora per il teorema 2.2.26 si ha dimH F ≥ log 2
log 3

.
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2.3 Frattali de�niti da IFS

2.3.1 Sistema di funzioni iterate

Introduciamo un metodo di costruzione per alcuni frattali che sfrutta
la loro autosimilarità, cioè la proprietà di essere costituiti da parti simili
all'intero frattale. Questa tecnica viene indicata con la sigla IFS, in inglese
Iterated Function System, da noi tradotto Sistema di funzioni iterate. Diamo
prima di tutto delle de�nizioni basilari.
Siano G ⊂ Rn chiuso e K la classe dei sottoinsiemi non vuoti compatti di G.

Notazione 2.3.1. Con ‖· ‖ intendiamo la norma in Rn.

De�nizione 2.3.2. Un'applicazione S : G → G è detta contrazione su G se
esiste un numero c con 0 < c < 1 tale che:

‖S(x)− S(y)‖ ≤ c‖x− y‖ per ogni x, y ∈ G

Se vale l'uguaglianza, cioè:

‖S(x)− S(y)‖ = c‖x− y‖ per ogni x, y ∈ G

allora S è detta similitudine o omotetia e c viene detto rapporto di similitu-
dine.

De�nizione 2.3.3. Siano S1, . . . , Sm contrazioni su G. Un sottoinsieme
F di G è detto invariante rispetto alla famiglia di trasformazioni (Si) per
i = 1, . . . , m se:

F =
m⋃

i=1

Si(F ) (2.19)

In particolare un insieme invariante rispetto a una famiglia di similitudini
viene detto insieme autosimile.
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Notazione 2.3.4. Dato un insieme A ∈ K indichiamo con:

[A]δ =

{
x ∈ G : ‖x− a‖ ≤ δ per qualche a ∈ A

}

De�nizione 2.3.5 (Distanza di Hausdor�). Dati due insiemi A,B ∈ K,
de�niamo la distanza di Hausdor� dH(A,B) tra questi due insiemi come:

dH(A,B) = inf{δ : A ⊂ [B]δ e B ⊂ [A]δ} (2.20)

Proposizione 2.3.6. La distanza di Hausdor� dH è una metrica su K.

Dimostrazione.
Dalla de�nizione seguono direttamente le proprietà di non negatività e sim-
metria per dH . Proviamo la disuguaglianza triangolare.
Siano A,B,C ∈ K, posto r′ = dH(A,B) e r′′ = dH(B, C), valgono le seguenti
inclusioni:

A ⊂ [B]r′ , B ⊂ [A]r′ , B ⊂ [C]r′′ , C ⊂ [B]r′′ .

Ne deduciamo che:
A ⊂ [C]r′+r′′ e C ⊂ [A]r′+r′′

concludendo così che dH(A,C) ≤ r′ + r′′.
Mostriamo in�ne che dH(A,B) = 0 sse A = B. Se dH(A, B) = 0 allora
valgono: A ⊂ B e B ⊂ A, essendo per ipotesi A e B chiusi, si ha necessaria-
mente A = B.

Mostriamo adesso che una famiglia di contrazioni de�nisce un unico in-
sieme non vuoto compatto invariante rispetto ad essa. Lo strumento che
utilizzeremo per ottenere questo risultato è il teorema delle contrazioni di
Banach-Caccioppoli. Prima di applicarlo occorre introdurre alcuni lemmi.
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Lemma 2.3.7. Sia (Kn) una successione non crescente di insiemi in K e
sia

F =
∞⋂

k=1

Kn

allora F ∈ K e (Kn) converge a F rispetto alla metrica dH .

Dimostrazione.
Per come è stato de�nito F è compatto e non vuoto. Dimostriamo la conver-
genza di (Kn) a F rispetto a dH , cioè veri�chiamo che per ogni ε > 0 esite un
indice n′ tale che dH(Kn, F ) ≤ ε per ogni n ≥ n′. Essendo F ⊆ Kn ⊆ [Kn]ε

per ogni ε > 0 e n, dobbiamo dimostrare solo che, per ogni ε > 0, esiste n′ tale
che Kn ⊂ [F ]ε per ogni n ≥ n′. Supponiamo per assurdo che esistano ε > 0 e
una successione strettamente crescente di indici (ni) tali che Kni

* [F ]ε per
ogni i. Per ogni i sia xi ∈ Kni

\ [F ]ε, allora dH(xi, F ) > ε per ogni i. Poichè
xi ∈ K1 per ogni i, dalla compattezza di K1, segue che possiamo estrarre
una sottosuccessione (xij) convergente a un punto x ∈ K1. Allora, per ogni
n, si ha che x ∈ Kn, poichè xij ∈ Kn per j abbastanza grande e Kn è chiuso.
Segue dunque che x ∈ F , ma anche che dH(x, F ) = limj→∞ dH(xij , F ) ≥ ε,
dunque otteniamo una contraddizione.

Lemma 2.3.8. Lo spazio metrico
(K, dH

)
è uno spazio metrico completo.

Dimostrazione.
Sia (Kn) una successione di Cauchy. Poniamo:

K ′
n =

⋃
i≥n

Ki e K =
∞⋂

n=1

K ′
n

Essendo (Kn) limitata, esiste r > 0 tale che dH(Kn, K1) ≤ r per ogni n, per
cui tutti i Kn sono inclusi in uno stesso insieme limitato e ognuno dei K ′

n è
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limitato. Allora ogni K ′
n è anche compatto. Per il lemma 2.3.7 abbiamo che

K ∈ K e che la successione K ′
n converge a K rispetto a dH . Per ottenere la

tesi basta dimostrare che:

lim
n→∞

dH(Kn, K ′
n) = 0

Preso ε > 0, si �ssi n′ tale che dH(Ki, Kn) ≤ ε per ogni i, n ≥ n′. Per n ≥ n′

si ha Kn ⊆ K ′
n ⊆ [K ′

n]ε. Inoltre per i ≥ n, si ha dH(Ki, Kn) ≤ ε da cui
Ki ⊆ [Kn]ε. Dunque otteniamo che:

⋃
i≥n

Ki ⊆ [Kn]ε

e quindi anche K ′
n ⊆ [Kn]ε, da cui dH(Kn, K

′
n) ≤ ε.

Lemma 2.3.9. Siano Aj, Bj ∈ K per j = 1, . . . , m e si ponga

A =
m⋃

j=1

Aj e B =
m⋃

j=1

Bj

Allora dH(A, B) ≤ max1≤j≤m dH(Aj, Bj).

Dimostrazione.
Poniamo rj = dH(Aj, Bj) e r = max1≤j≤m rj. Allora per ogni j si hanno:

Aj ⊆ [Bj]rj
⊆ [B]r

Bj ⊆ [Aj]rj
⊆ [A]r

da cui A ⊆ [B]r e B ⊆ [A]r, dunque la tesi.

Teorema 2.3.10. Siano S1, . . . , Sm contrazioni su G ⊂ Rn, cioè tali che:

‖Si(x)− Si(Y )‖ ≤ ci‖x− y‖ per x, y ∈ G
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con ci < 1 per ogni i. Allora esiste un unico insieme non vuoto compatto F

invariante rispetto alle Si per ogni i:

F =
m⋃

i=1

Si(F )

Inoltre preso E ∈ K tale che Si(E) ⊂ E, se de�niamo una trasformazione S

come:
S(E) =

m⋃
i=1

Si(E)

e se consideriamo la successione (Sn(E)) de�nita da:

S0(E) = E e Sn+1(E) = S(Sn(E)) per n ≥ 0

allora risulta:
F =

∞⋂
n=1

Sn(E)

Dimostrazione.
Applicando il teorema delle contrazioni e il lemma 2.3.8, per ottenere la tesi è
su�ciente veri�care che S manda K in sè stesso ed è una contrazione rispetto
alla metrica dH . Se E ∈ K tale che Si(E) ⊂ E per ogni i, allora Si(E) ∈ K
per ogni i, da cui S(E) ∈ K. Siano ora A,B ∈ K e r = dH(A,B), allora
A ⊆ [B]r e B ⊆ [A]r. Ne segue che:

Si(A) ⊆ [Si(B)]cir e Si(B) ⊆ [Si(A)]cir per i = 1, . . . ,m

cioè dH(Si(A), Si(B)) ≤ cir per ogni i.
Per il lemma 2.3.9 abbiamo allora:

dH(S(A), S(B)) ≤ max
1≤i≤m

dH(Si(A), Si(B)) ≤ c· r = c· dH(A,B) (2.21)

dove abbiamo posto
c = ( max

1≤i≤m
ci)

Dalla 2.21 abbiamo la tesi, poichè risulta c < 1.
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Notazione 2.3.11.
L'insieme E di partenza viene detto iniziatore e corrisponde all'iterazione
S0(E) = E. L'insieme Sn(E) che si ottiene fermando la costruzione al passo
n-esimo è chiamato pre-frattale e rappresenta un'approssimazione del frattale
F convergente a F stesso, poichè si ha: dH(Sn(E), F ) → 0.

2.3.2 Dimensione di insiemi autosimili

Uno dei vantaggi del metodo della funzione iterata è che la dimensione
degli insiemi invarianti IFS è spesso calcolabile in maniera molto semplice a
partire dalle contrazioni che lo de�niscono. In questo paragrafo prenderemo
in considerazione insiemi autosimili (de�nizione 2.3.3) costruiti tramite il
metodo della funzione iterata. Celebri esempi di insiemi di questo genere
sono l'insieme di Cantor, la curva di Von Koch e il triangolo di Sierpinski.
Consideriamo le m similitudini S1, . . . , Sm : Rn → Rn, ciascuna di rapporto
ci, dove 0 < ci < 1 per ogni i. Sia F l'insieme autosimile generato dalle
similitudini date. Mostreremo che, sotto alcune condizioni, F ha sia la misura
di Hausdor� che quella di Minkowski pari ad s, il cui valore è dato dalla
seguente:

m∑
i=1

cs
i = 1 (2.22)

e che F ha misura �nita e positiva.
Un calcolo euristico, simile a quello proposto alla �ne del paragrafo 2.2.2, pro-
va la plausibilità di questo risultato. Infatti se richiediamo su F =

⋃m
i=1 Si(F )

una condizione che garantisce che gli Si(F ) "non si sovrappongono troppo",
allora, usando la de�nizione di similitudine Si di rapporto ci e la 2.2.13,
abbiamo che:

Hs(F ) =
m∑

i=1

Hs((Si(F )) =
m∑

i=1

cs
iHs(F )
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Da questa relazione, assumendo che la 0 < Hs(F ) < ∞, otteniamo che s è
la soluzione di 2.22.
De�niamo ora rigorosamente la condizione che ci assicura che gli Si(F ) "non
si sovrappongono troppo":

De�nizione 2.3.12 (Condizione dell'insieme aperto).
Si dice che una famiglia di similitudini S1, . . . , Sm : Rn → Rn soddisfa la
condizione dell'insieme aperto se esiste un aperto non vuoto e limitato V

tale che:
V ⊃

m⋃
i=1

Si(V ) (2.23)

dove gli Si(V ) sono disgiunti per i = 1, . . . ,m.

Prima di dimostrare con precisione che se le similitudini Si soddisfano la
condizione dell'insieme aperto allora la dimensione di Hausdor� e quella di
Minkowski sono date dalla 2.22, è necessario introdurre il seguente:

Lemma 2.3.13. Sia Vi una collezione di sottoinsiemi aperti disgiunti di Rn

tale che ogni Vi contiene una palla di raggio a1r ed è contenuta in una palla
di raggio a2r. Allora ogni palla B di raggio r interseca al più (1 + 2a2)

na−n
1

delle chiusure Vi.

Dimostrazione.
Se Vi interseca la palla B, allora Vi è contenuta nella palla che ha lo stesso
centro di B e raggio (1+2a2)r. Supponiamo che q delle chiusure Vi intersecano
B. Allora sommando i volumi delle parti interne delle palle di raggio a1r

contenute in ognuno di questi Vi, si ha: q(a1r)
n ≤ (1+2a2)

nrn da cui la tesi.

Teorema 2.3.14. Consideriamo le m similitudini S1, . . . , Sm : Rn → Rn,
ciascuna di rapporto ci, dove 0 < ci < 1 per ogni i e supponiamo che questa
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famiglia di similitudini soddis� la condizione dell'insieme aperto. Se F è
l'insieme invariante rispetto alle Si tale che:

F =
m⋃

i=1

Si(F ) (2.24)

allora dimH F = dimM F = s, dove s è data da:
m∑

i=1

cs
i = 1 (2.25)

Inoltre per questo valore s si ha che 0 < Hs(F ) < ∞.

Dimostrazione.
Sia s tale che sia valga la 2.25. Per ogni insieme A indichiamo con

Ai1...ik = Si1 ◦ . . . ◦ Sik(A)

e con Jk l'insieme di tutte le sequenze di k termini (i1, . . . , ik) con 1 ≤ ij ≤ m.
Applicando ripetutamente la 2.24 si ha che F =

⋃
Jk

Fi1,...,ik . Mostriamo che
questi insiemi che ricoprono F forniscono una stima superiore per la misura
di Hausdor�. Essendo l'applicazione Si1 ◦ . . . ◦Sik una similarità di rapporto
ci1 . . . cik , otteniamo:

∑
Jk

|Fi1...ik |s =
∑
Jk

(ci1 . . . cik)
s|F |s =

( ∑
i1

cs
i1

)
· · ·

( ∑
ik

cs
ik

)
|F |s = |F |s

Per ogni δ > 0 possiamo scegliere k tale che |Fi1...ik | ≤ δ, pertanto risulta che
Hs

δ(F ) ≤ |F |s. Passando al limite per δ → 0 si ha:

Hs(F ) ≤ |F |s

Più complicato è determinare una stima inferiore. Siano:

I = {(i1, i2, . . .) : 1 ≤ ij ≤ m} =
m∏

j=1

{i1, i2, . . . , im}
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Ii1,...,ik = {(i1, . . . , ik, qk+1, . . .) : 1 ≤ qj ≤ m}

Ii1,...,ik rappresenta il cilindro costituito dalle successioni di I con termine
iniziale (i1, . . . , ik). Possiamo de�nire una misura µ su I tale che sia:
µ(Ii1,...,ik) = (ci1 . . . cik)

s. Usando la 2.25 abbiamo che:

(ci1 . . . cik)
s = (ci1 . . . cik)

s

m∑
i=1

cs
i =

m∑
i=1

(ci1 . . . cikci)
s

allora risulta µ(Ii1,...,ik) =
∑m

i=1(ci1 . . . cikci)
s. Inoltre

µ(I) =
m∑

i=1

µ(Ii) =
m∑

i=1

cs
i = 1

essendo in particolare µ(Ii) = cs
i . Possiamo trasferire µ su F de�nendo per

ogni A ⊂ F :
µ̃(A) = µ{(i1, i2, . . .) : xi1,i2,... ∈ A}

dove xi1,i2,... =
⋂∞

k=1 Fi1,...,ik = Fi1 ∩ Fi1i2 ∩ Fi1i2i3 ∩ . . . ∪ Fi1i2i3...ik... ∪ . . .

e quindi risulta µ̃(F ) = 1.
Mostriamo che la µ̃ soddisfa il principio 2.2.26. Sia V l'insieme aperto e
limitato che veri�ca la condizione dell'insieme aperto 2.23. Essendo V un
compatto e

V ⊃ S(V ) =
m⋃

i=1

Si(V )

la successione decrescente delle iterate Sk(V ) converge a F per il teore-
ma 2.3.10. In particolare F ⊂ V e Fi1...ik ⊂ V i1...ik per ogni sequenza
�nita (i1 . . . ik). Sia B una qualunque palla di raggio r < 1. Stimiamo
µ̃(B) considerando gli insiemi Vi1...ik con diametro confrontabile con quello
di B e con chiusura Vi1...ik intersecante F ∩ B. Tronchiamo ogni successione
(i1, i2, . . .) ∈ I dopo il primo termine ik per il quale

(min
i

ci)r ≤ ci1 . . . cik ≤ r (2.26)
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e indichiamo con Q l'insieme di tutte le sequenze �nite ottenute in questo
modo. Allora per ogni successione (i1, i2, . . .) ∈ I c'è esattamente un valore
di k tale che (i1 . . . ik) ∈ Q. Da questo fatto segue che se xi1,i2,... ∈ F allora
esiste un unico k tale che

xi1,i2,... ∈
⋃
Q

Fi1...ik

Inoltre poichè V1, . . . , Vm sono disgiunti per la condizione dell'insieme aperto,
lo sono anche Vi1...ik1, . . . , Vi1...ikm per ogni sequenza (i1, . . . , ik). Ne segue che
la collezione degli insiemi aperti

{
Vi1...ik : (i1, . . . , ik) ∈ Q

}
è costituita da

insiemi disgiunti. In de�nitiva:

F ⊂
⋃
Q

Fi1,...,ik ⊂
⋃
Q

Vi1...ik (2.27)

Scegliamo a1 e a2 tali che V contenga una palla di raggio a1 e sia contenuta in
una palla di raggio a2. Allora, per (i1, . . . , ik) ∈ Q, l'insieme Vi1...ik contiene
una palla di raggio ci1 . . . cika1 e dunque dalla 2.26 contiene una palla di
raggio (mini ci)a1r. Inoltre, sempre per (i1, . . . , ik) ∈ Q, l'insieme Vi1...ik è
contenuto in una palla di raggio ci1 . . . cika2 e quindi in una palla di raggio
a2r. In pratica abbiamo

B(mini ci)a1r ⊂ Bci1
...cik

a1 ⊂ Vi1...ik ⊂ Bci1
...cik

a2 ⊂ Ba2r

dove Bp indica una palla di raggio p.
Sia Q1 l'insieme delle sequenze (i1, . . . , ik) ∈ Q tali che B interseca Vi1...ik ,
cioè Q1 = {(i1, . . . , ik) ∈ Q : B ∩ Vi1...ik} ⊂ Q. Per il lemma 2.3.13 ci sono al
più q = (1 + 2a2)

na−n
1 (minici)

−n sequenze in Q1, allora otteniamo che:

µ̃(B) = µ̃(F ∩B) = µ
{
(i1, i2, . . .) : xi1,i2,... ∈ F ∩B

} ≤ µ

( ⋃
Q1

Ii1,...,ik

)

In particolare l'ultima disuguaglianza vale, poichè se per la 2.27 si ha
xi1,i2,... ∈ F∩B ⊂ ⋃

Q Vi1,...,ik allora esiste un unico k tale che (i1, . . . , ik) ∈ Q1.
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Dunque:

µ̃(B) ≤
∑
Q1

µ(Ii1...ik) =
∑
Q1

(ci1 . . . cik)
s ≤

∑
Q1

rs ≤ rsq

Poichè ogni insieme U è contenuto in una palla di raggio |U |, dalla relazione
precedente si ha µ̃(U) ≤ q|U |s. Allora per il principio 2.2.26 risulta che:

Hs(F ) ≥ µ̃(F )

q
=

1

q
> 0

s ≤ dimH F ≤ dimMF ≤ dimMF

Finora abbiamo mostrato quindi che dimH F = s, per completare la di-
mostrazione resta da vedere che dimMF ≤ s. Sia Q un qualunque insieme
di sequenze �nite che gode della seguente proprietà: per ogni successione
(i1, i2, . . .) ∈ I esiste un unico k tale che (i1, . . . , ik) ∈ Q e osserviamo che i
cilindri Ii1,...,ik indicizzati dagli elementi di Q sono disgiunti. Scegliamo ora
Q come nella 2.26 e mostriamo che I =

⋃
Q Ii1,...,ik . Preso i = (i1, i2, . . .),

infatti, sappiamo che esiste un unico k tale che (mini ci)r ≤ ci1 . . . cik ≤ r e
quindi abbiamo i ∈ Ii1,...,ik . Pertanto:

µ

( ⋃
Q

Ii1,...,ik

)
= µ(I) ⇒

∑
Q

(ci1 . . . cik)
s = 1

Sfruttando la 2.26 segue che:

1 =
∑
Q

(ci1 . . . cik)
s ≥ (min

i
ci)

srsq ⇒ q ≤ (min
i

ci)
−sr−s

dove q è il numero di sequenze contenute in Q.
Per ogni sequenza (i1, . . . , ik) in Q risulta quindi che:

|Vi1,...,ik | = (ci1 . . . cik)|V | ≤ r|V |

allora F può essere ricoperto da al più (mini ci)
−sr−s insiemi di diametro

r|V | per ogni r < 1. Segue dalla de�nizione equivalente (c) di dimensione di
Minkowski che dimMF ≤ s.

93



Esempi 2.3.15.

Insieme di Cantor Consideriamo l'insieme di Cantor C (si veda 2.1.1 per
la costruzione e le proprietà), esso è invariante rispetto alle trasfor-
mazioni: 




S1(x) = 1
3
x

S2(x) = 1
3
x + 2

3

(2.28)

dove S1 è un'omotetia di rapporto 1
3
e S2 è un'omotetia di rapporto

1
3
composta una traslazione di 2

3
. C soddisfa la condizione dell'in-

sieme aperto prendendo V =]0, 1[, allora per il teorema 2.3.14 si ha
che dimH C = dimM C = s, con s data da:

2∑
i=1

(
1

3

)s

= 1 ⇒ 2 = 3s ⇒ s =
log 2

log 3

Triangolo di Sierpi«ski Il triangolo di Sierpi«ski S (si veda 2.1.1 per la
costruzione e le proprietà) è invariante rispetto alle trasformazioni:





S1(x, y) =

(
1
2
x, 1

2
y

)

S2(x, y) =

(
1
2
x, 1

2
y + 1

2

)

S3(x, y) =

(
1
2
x + 1

2
, 1

2
y + 1

2

)

(2.29)

dove S1 è un'omotetia di rapporto 1
2
, S2 è un'omotetia di rapporto 1

2

composta una traslazione di vettore (0, 1
2
) e S3 è un'omotetia di rapporto

1
2
composta una traslazione di vettore (1

2
, 1

2
). Precisiamo che l'origine

del riferimento è posta nel vertice in basso a sinistra del triangolo ini-
ziatore. Poichè S soddisfa la condizione dell'insieme aperto prendendo
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V pari alla parte interna dell'iniziatore, allora per il teorema 2.3.14 si
ha che dimH S = dimM S = s, con s data da:

3∑
i=1

(
1

2

)s

= 1 ⇒ 3 = 2s ⇒ s =
log 3

log 2

Curva di Von Koch Esaminiamo ora la curva di Von Koch K (si ve-
da 2.1.1 per la costruzione e le proprietà) è invariante rispetto alle
trasformazioni:





S1(x, y) =

(
1
3
x, 1

3
y

)

S2(x, y) =

(
1
6
x−

√
3

6
y + 1

3
,
√

3
6

x + 1
6
y

)

S3(x, y) =

(
− 1

6
x +

√
3

6
y + 2

3
,
√

3
6

x + 1
6
y

)

S4(x, y) =

(
1
3
x + 2

3
, 1

3
y

)

(2.30)

dove S1 è un'omotetia di rapporto 1
3
, S2 è un'omotetia di rapporto 1

3

composta una rotazione di π
3
in senso antiorario e una traslazione di

vettore (1
3
, 0), S3 è un'omotetia di rapporto 1

3
composta una rotazione di

π
3
in senso orario e una traslazione di vettore (2

3
, 0) e S4 è un'omotetia di

rapporto 1
3
composta una traslazione di vettore (2

3
, 0). Ora K soddisfa la

condizione dell'insieme aperto prendendo V pari alla parte interna del
triangolo isoscele di base 1 e altezza

√
3

6
costruito sul segmento iniziatore

[0, 1],dunque per il teorema 2.3.14 si ha che dimH K = dimM K = s,
con s data da:

4∑
i=1

(
1

3

)s

= 1 ⇒ 4 = 3s ⇒ s =
log 4

log 3
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Frattale con dimensione intera
Descriviamo ora la costruzione di un frattale, che pur non avendo un
nome particolare, ha per noi una certa importanza perchè costituisce
un esempio di frattale avente dimensione di Hausdor� intera.
Consideriamo un segmento orizzontale F0 e prendiamone il terzo cen-
trale, ruotiamolo di un angolo retto in senso antiorario attorno al suo
punto medio e trasliamolo in modo che un estremo coincida col punto
medio del segmento di partenza e che il segmento appena tagliato punti
verso l'alto. Otteniamo così tre segmenti F 1

1 , F 2
1 , F 3

1 e poniamo F1 pari
alla loro unione. Su ciascuno dei questi tre segmenti applichiamo il pro-
cedimento appena descritto. Durante il secondo passo è necessario però
porre particolare attenzione al verso nel quale vengono disposti i nuovi
segmenti ottenuti tagliando il terzo centrale dei precedenti, seguiremo il
criterio seguente:

• sul segmento a sinistra F 1
1 il nuovo segmento, ruotato di π

2
in

senso antiorario, deve essere traslato in modo tale che un estremo
coincida con il punto medio di F 1

1 e l'altro estremo punti verso il
basso.

• sul segmento centrale F 2
1 il nuovo segmento, ruotato di π

2
in sen-

so antiorario, deve essere traslato in modo tale che un estremo
coincida con il punto medio di F 2

1 e l'altro estremo punti verso
sinistra.

• su quello di destra F 3
1 il terzo centrale, ruotato di π

2
in senso an-

tiorario, deve essere traslato in modo tale che un estremo coincida
con il punto medio di F 3

1 e l'altro estremo punti verso l'alto.

Poniamo F2 uguale all'unione dei segmenti ottenuti in totale alla �ne

96



del secondo passo. E così via.
Prendendo il limite F = limk→∞ Fk, inteso nella metrica di Hausdor�,
otteniamo il frattale cercato (�gura 2.10). Usando il teorema 2.3.14 ha
dimH F = dimM F = 1.
Infatti è chiaro che si ottiene tramite tre trasformazioni di rapporto
ci = 3 per i = 1, 2, 3. Pertanto:

3∑
i=1

(
1

3

)s

= 1 ⇒ 3 = 3s ⇒ s = 1

 

Figura 2.10: Esempio di frattale a dimensione intera
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Capitolo 3

Distribuzione uniforme su alcuni
frattali

La teoria dell'uniforme distribuzione può essere sviluppata in spazi più
astratti dell'intervallo unitario e soprattutto le tecniche di costruzione di suc-
cessioni uniformemente distribuite, come quella usata per ottenere la succes-
sione di partizioni di Kakutani e la successione "mille foglie" possono essere
estese ad altri tipi di insiemi e in particolare ai frattali.

3.1 Distribuzione uniforme su spazi compatti

Oggetto del nostro studio sono i frattali IFS, che come abbiamo visto sono
insiemi compatti invarianti rispetto a una famiglia di contrazioni. Pertanto
in questa sezione introdurremo la teoria delll'uniforme distribuzione sugli
spazi di Hausdor� compatti, limitandoci a dare semplicemente le de�nizioni
e alcune delle proprietà fondamentali delle successioni uniformemente distri-
buite in questi spazi (facendo riferimento a [12]).
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Sia X uno spazio di Hausdor� compatto e consideriamo gli insiemi boreliani
in X, cioè gli elementi della σ−algebra generata dagli insiemi aperti in X.

De�nizione 3.1.1 (Misura Borel-regolare).
Una misura ν de�nita sulla classe degli insiemi di Borel di X e tale che:

µ(E) = sup{µ(C) : C ⊆ E, C chiuso} = inf{µ(D) : E ⊆ D, D aperto}
(3.1)

per tutti gli insiemi di Borel E in X, si dice Borel-regolare.

De�nizione 3.1.2 (Misura di Radon).
Una misura ν Borel-regolare si dice misura di Radon se per ogni K compatto
in X si ha ν(K) < ∞.

Consideriamo ora una probabilità µ regolare sui boreliani di X e quindi
una misura di Radon.

Notazione 3.1.3. Indichiamo con:

• B(X) l'insieme di tutte le funzioni a valori reali, limitate e misurabili
su X;

• C(X) il sottoinsieme di B(X) costituito da tutte le funzioni a valori
reali, continue e misurabili su X.

Osservazione 3.1.4. Lo spazio B(X) con la norma ‖f‖ = supx∈X |f(x)| per
f ∈ B(X) è uno spazio di Banach.

Osserviamo che tra tutte le caratterizzazioni date nel primo capitolo per
l'uniforme distribuzione mod 1, quella che sembra più adattabile ad una
situazione più generale è il teorema 1.1.6, che formalizziamo nella seguente
de�nizione.
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De�nizione 3.1.5.
Una successione (xn) di elementi di X è detta uniformemente distribuita
rispetto a µ (µ−u.d.) in X se vale:

lim
N→∞

N∑
n=1

f(xn) =

∫

X

f dµ (3.2)

per ogni f ∈ C(X).

Così come nella teoria della distribuzione uniforme mod 1, è utile de�nire
anche in questo caso delle famiglie determinanti.

De�nizione 3.1.6.
Una classe F di funzioni in B(X) è detta determinante rispetto a µ se per
ogni successione (xn) in X, la validità dell'equazione

lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

f(xn) =

∫

X

f dµ ∀ f ∈ F (3.3)

implica che la successione (xn) è uniformemente distribuita rispetto a µ.

Presa una classe F di funzioni in B(X), indichiamo con span(F) il sot-
tospazio lineare di B(X) generato da F . In pratica, span(F) è costituito
da tutte le combinazioni lineari �nite di elementi di F con coe�cienti reali.
La costruzione di classi determinanti molti importanti è basato sul seguente
teorema.

Teorema 3.1.7. Se F è una classe di funzioni di B(X) tale che span(F) è
densa in C(X), cioè se span(F) ⊇ C(X), allora la classe F è determinante
rispetto a µ su X.
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Dimostrazione.
Sia (xn) una successione di punti di X e supponiamo che valga la 3.2 per ogni
f ∈ F . Mostriamo innanzitutto che da ciò segue che la 3.2 vale per tutte le
funzioni g ∈ span(F). Infatti g ∈ span(F) è della forma g = α1f1+ . . .+αkfk

per fi ∈ F e αi ∈ R, 1 ≤ i ≤ k. Dunque se la 3.2 vale per ogni f ∈ span(F),
in particolare vale per tutte le fi per 1 ≤ i ≤ k, allora per la linearità anche
la g soddisfa la 3.2.
Consideriamo ora f ∈ C(X), �ssato ε > 0, per l'ipotesi di densità esiste
h ∈ span(F) tale che ‖f − h‖ < ε. Allora risulta

∣∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

f(xn)−
∫

X

f dµ

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

(f − h)(xn)−
∫

X

(f − h) dµ

∣∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

h(xn)−
∫

X

h dµ

∣∣∣∣∣

≤ 1

N

N∑
n=1

|(f − h)(xn)|+
∫

X

|f − h| dµ

+

∣∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

h(xn)−
∫

X

h dµ

∣∣∣∣∣

≤ 2‖f − h‖+

∣∣∣∣∣
1

N

N∑
n=1

h(xn)−
∫

X

h dµ

∣∣∣∣∣
< 3ε

per N abbastanza grande.
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3.2 Successioni uniformemente distribuite su
alcuni frattali

Riprendiamo ora l'idea di estendere ai frattali le tecniche di costruzione
introdotte nel primo capitolo e concentriamo la nostra attenzione sugli esempi
più noti di frattali IFS.

3.2.1 Successioni uniformemente distribuite sull'insieme
di Cantor

Consideriamo l'insieme di Cantor C de�nito tramite le trasformazioni
2.28. Mostriamo come la tecnica che abbiamo introdotto per costruire la
successione "millefoglie" nel paragrafo 1.2.2, può essere utilizzata per ot-
tenere una successione di punti, appartenenti all'insieme C, uniformemente
distribuita rispetto alla misura di Hausdor� s−dimensionale con s = log 2

log 3
,

che , per quanto visto nel capitolo precedente, è una probabilità (di Radon).
In questo paragrafo, da ora in poi, sarà s = log 2

log 3
.

Poniamo C0 = [0, 1]. Al primo passo della costruzione siano:

C1 =

[
0,

1

3

]
e C2 =

[
2

3
, 1

]

gli intervalli ottenuti.
Ricaviamo i successivi quattro intervalli così come descritto in 2.1.1 e di-
sponiamo gli intervalli ottenuti secondo l'ordine indotto dai precedenti, cioè
poniamo:

C3 =

[
0,

1

9

]
, C4 =

[
2

3
,
7

9

]
, C5 =

[
2

9
,
1

3

]
, C6 =

[
8

9
, 1

]
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In analogia all'ordine "millefoglie" degli intervalli binari, abbiamo che al terzo
passo gli otto intervalli costruiti sono ordinati come segue:

C7 =

[
0,

1

27

]
, C8 =

[
2

3
,
20

27

]
, C9 =

[
2

9
,

7

27

]
, C10 =

[
8

9
,
25

27

]

C11 =

[
2

27
,
1

9

]
, C12 =

[
20

27
,
7

9

]
, C13 =

[
8

27
,
1

3

]
, C14 =

[
26

27
, 1

]

Procedendo in questo modo otteniamo una successione di intervalli opportu-
namente ordinati, che indichiamo con (Cn).
Sia xn l'estremo sinistro di ogni Cn per ogni n ∈ N .

Nella seguente �gura illustriamo gli intervalli Cn ed evidenziamo l'ordine
in cui i punti della successione vengono disposti nei primi tre passi della
costruzione.

| |||

||| | ||| |

|||| |||| |||| ||||

1

5

43

1

1

2

2

2

3 47 86

8C 12C11C 10C9C7C 14C13C

3C

2C1C

6C5C 4C

Figura 3.1: Costruzione di una successione u.d. sull'insieme di Cantor

Proposizione 3.2.1. La successione (xn) è uniformemente distribuita rispet-
to alla misura di Hausdor� Hs.
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Dimostrazione.
Indichiamo con F la classe di tutte le funzioni caratteristiche χCn degli inter-
valli Cn al variare di n ∈ N e con C(C) l'insieme di tutte le funzioni continue
e a valori reali sull'insieme di Cantor.
Mostriamo innanzitutto che la famiglia F|C è determinante rispetto alla
misura di Hausdor� Hs. Con il simbolo F|C denotiamo le restrizioni delle
g ∈ F a C. Sia span(F|C) l'insieme di tutte le combinazioni lineari �nite
di elementi di F|C con coe�cienti reali. Veri�chiamo che span(F|C) è denso
uniformemente in C(C). Consideriamo f ∈ C(C), allora f è uniformemente
continua su C, essendo questo un compatto. Perciò �ssato ε > 0, esiste
δ > 0 tale che se |x′ − x′′| < δ allora |f(x′) − f(x′′)| < ε per x′, x′′ ∈ C.
Preso ε = 1

m
, indichiamo con δm il corrispondente valore di δ e chiamiamo R

la collezione dei primi 2r intervalli tra i Cn con diametro inferiore a δm. Per
ogni y ∈ ⋃

Cn∈R Cn de�niamo la funzione gm ∈ F come:

gm(y) =
∑

n∈(2r)

f(xn)χCn(y)

dove con n ∈ (2r) indichiamo che gli n considerati sono solo quelli riferiti ai
Cn ∈ R. Allora risulta che |gm(y)−f(y)| < 1

m
,∀ y ∈ C e quindi che la succes-

sione delle gm|C coverge uniformemente ad f su C. Inoltre gm|C ∈ span(F|C)

e dunque f ∈ span(F|C). Essendo allora span(F|C) denso uniformemente in
C(C), per il teorema 3.1.7 si ottiene che la famiglia F|C è determinante.
Consideriamo ora un qualsiasi Cn che sarà un intervallo del tipo

[
h−1
3n , h

3n

]

per qualche n ∈ N e qualche h ∈ N con 1 ≤ h ≤ 3n. Poichè la famiglia F|C
è determinante, per ottenere la tesi basta mostrare che vale:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χCn∩C(xk) =

∫

C

dHs.
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Ciò equivale a veri�care che

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χCn∩C(xk) =
1

2n
, (3.4)

poichè si ha
∫

C

dHs = Hs(C ∩ Cn) =

(
1

3n

)s

Hs(C) =
1

3sn
=

1

2n
.

Osserviamo che, in generale, al passo t−esimo della costruzione dell'insieme
di Cantor otteniamo 2t punti della successione (xk) presa in esame, infatti:

0,
2

3︸︷︷︸
I passo

, 0,
2

3
,

2

9
,

8

9︸ ︷︷ ︸
II passo

, 0,
2

3
,

2

9
,

8

9
,

2

27
,

20

27
,

8

27
,

26

27︸ ︷︷ ︸
III passo

, . . .

Sia 2t ≤ N < 2t+1, allora:

1

N

N∑

k=1

χCn(xk) =
1

N

(2+22+...+2t−1)∑

k=1

χCn∩C(xk) +
1

N

N∑

k=2t−1

χCn∩C(xk)

=
2t − 2

N
· 1

2t − 2

2t−2∑

k=1

χCn∩C(xk)

+
N − 2t + 2

N
· 1

N − 2t + 2

N∑

k=2t−1

χCn∩C(xk). (3.5)

Per costruzione le prime ripartizioni potrebbero non avere il numero "giusto"
di punti in Cn ∩ C. Invece per ogni ripartizione costruita al passo m−simo
con m ≥ n si ha, appunto per l'ordinamento "mille foglie", che ogni 2n punti
esattamente uno degli xk cade in Cn ∩ C. Allora per t →∞ risulta:

1

N

2t−2∑

k=1

χCn∩C(xk) → 1

2n
. (3.6)

Per N ≥ k > 2t−2 possiamo scrivere N = (2t−2)+M2n +d con 0 ≤ d < 2n

e risulta:
1

N − 2t + 2

N∑

k=2t−1

χCn∩C(xk) =
M2n

N − 2t + 2
· 1

M2n

N−d∑

k=2t−1

χCn∩C(xk)

+
d

N − 2t + 2
· 1
d

N∑

k=N−d+1

χCn∩C(xk) (3.7)
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Per quanto osservato prima abbiamo:

1

M2n

N−d∑

k=2t−1

χCn∩C(xk) =
1

2n
.

Mentre per N →∞ otteniamo:

d

N − 2t + 2
· 1
d

N∑

k=N−d+1

χCn∩C(xk) → 0

essendo 0 ≤ d
N

< 2n

2t → 0 per t →∞.
Utilizzando le ultime relazioni nella 3.7 risulta perciò:

1

N − 2t + 2

N∑

k=2t−1

χCn∩C(xk) → 1

2n
(3.8)

In de�nitiva abbiamo ricavato che la 3.5 è una combinazione convessa di
due termini che, per la 3.6 e la 3.8, tendono a 1

2n . Perciò quando nella 3.5
passiamo al limite per N →∞, e dunque per t →∞, si ottiene la tesi.

3.2.2 Algoritmo per generare successioni uniformemente
distribuite sui frattali

Il risultato ottenuto nel precedente paragrafo, sfruttando la tecnica del-
l'ordinamento "millefoglie" ci suggerisce un vero e proprio algoritmo per
creare successioni di punti uniformemente distribuite. Il metodo che pro-
poniamo in questo paragrafo, infatti, lo abbiamo implicitamente applicato
per ottenere una successione u.d. sull'insieme di Cantor e lo utilizzeremo
per produrre successioni di punti uniformemente distribuite su altri insiemi
frattali generati tramite la tecnica IFS. Il seguente algoritmo si basa proprio
sulla famiglia di trasformazioni che individuano il frattale e, per �ssare le
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idee, nel presentarlo faremo riferimento proprio all'insieme di Cantor.
Siano S1 e S2 le similitudini che de�niscono l'insieme C di Cantor, cioè:





S1(x) = 1
3
x

S2(x) = 1
3
x + 2

3

Indichiamo con (xn) la successione di punti data dal seguente procedimento.
Fissato x0 = 0, applichiamo a x0 successivamente S1 e S2 ottenendo i primi
due punti. Al secondo passo a ciascuno dei punti precedenti applichiamo
prima S1 e poi S2, generando quattro punti. I successivi otto punti li rica-
viamo analogamente applicando ad ogni punto ottenuto al passo precedente
entrambe le trasformazioni consecutivamente.
In pratica il metodo agisce in questo modo:

primo passo
x1 = S1(0) = 0 x2 = S2(0) = 2

3

secondo passo
x3 = S1(x1) = 0 x4 = S2(x1) = 2

3

x5 = S1(x2) = 2
9

x6 = S2(x2) = 8
9

terzo passo

x7 = S1(x3) = 0 x8 = S2(x3) = 2
3

x9 = S1(x4) = 2
9

x10 = S2(x4) = 8
9

x11 = S1(x5) = 2
27

x12 = S2(x5) = 20
27

x13 = S1(x6) = 8
27

x14 = S2(x6) = 26
27

e così via.
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Osservazione 3.2.2. Osserviamo che se invece di S1 e S2 usiamo le due
trasformazioni che ammettono [0, 1] come attrattore, otteniamo esattamente
la successione "mille foglie" che, come abbiamo mostrato nel paragrafo 1.2.2,
è uniformemente distribuita su [0, 1].

Descriviamo ora l'algoritmo per un frattale generico F de�nito dalle si-
militudini S1, . . . , Sm e avente F0 come insieme iniziatore.
Fissato un punto x0 ∈ F0, al primo passo della procedura, applichiamo le m

trasformazioni successivamente a x0 ottenendo i punti:

x1 = S1(x0), . . . , xm = Sm(x0).

Al secondo passo, applichiamo a x1, in sequenza, S1, . . . , Sm poi lo rifacciamo
per x2 e così via, �no a xm. Si ottengono così m2 punti, ordinati nella maniera
naturale. Analogamente si procede al terzo passo (e poi nei successivi): al
primo degli m2 punti si applicano in sequenza S1, . . . , Sm, poi si ripete la
procedura sul secondo e così via, �no ad arrivare al punto m2−esimo.
Procedendo in questa maniera costruiamo una successione (xn) di punti ap-
partenenti al frattale F e opportunamente ordinati. Nei prossimi due para-
gra� presenteremo altri due esempi che mostrano come successioni create con
questo algoritmo siano uniformemente distribuite.

3.2.3 Successioni uniformemente distribuite sul
Triangolo di Sierpi«ski

Consideriamo il triangolo T0 ⊂ R2 di vertici (0, 0), (0, 1) e (1, 1) e le simil-
itudini S1, S2 e S3, de�nite in 2.29, che generano il triangolo di Sierpi«ski S

a partire dall'iniziatore T0.
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Notazione 3.2.3. Indichiamo con:

• T l'insieme di tutti i triangoli che si ottengono nella generazione di S.

• An l'unione dei 3n triangoli chiusi ottenuti al passo n−simo della co-
struzione di S. In pratica si ha:

A0 = T0 , A1 =
3⋃

i=1

Si(A0) , A2 =
3⋃

i=1

Si(A1) , . . . , An =
3⋃

i=1

Si(An−1) . . .

da cui S =
⋂

n∈NAn.

• An l'insieme dei 3n triangoli la cui unione è An.

Per ciascun triangolo T ∈ An sia xT il vertice in basso a sinistra.
Mostriamo che questi punti xT di S opportunamente riordinati costituiscono
una successione (xn) uniformemente distribuita. Costruiamo tale successione
utilizzando l'algoritmo introdotto nel paragrafo precedente.
Fissato x0 = (0, 0) si ha:

primo passo
x1 = (0, 0) x2 =

(
0, 1

2

)
x3 =

(
1
2
, 1

2

)

secondo passo

x4 = (0, 0) x5 =
(
0, 1

2

)
x6 =

(
1
2
, 1

2

)

x7 =
(
0, 1

4

)
x8 =

(
0, 3

4

)
x9 =

(
1
2
, 3

4

)

x10 =
(

1
4
, 1

4

)
x11 =

(
1
4
, 3

4

)
x12 =

(
3
4
, 3

4

)

e così via.
Mostriamo nelle �gure seguenti, i punti ottenuti dai primi tre passi dell'al-
goritmo:
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1

32

Figura 3.2: I passo della costruzione di una successione u.d. su S

8 9

7

3

5

2

4

1

6

Figura 3.3: II passo della costruzione di una successione u.d. su S
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1

9

21

3

25

7

19

14

5

11

2

13

4

10

8

20

1622

2726 151729

12

6

1824

Figura 3.4: III passo della costruzione di una successione u.d. su S

Sia P la misura di Hausdor� normalizzata, cioè P è la misura di probabilità
che associa il valore 1 al triangolo di Sierpi«ski S:

P = 2Hs con s =
log 3

log 2
(3.9)

Vogliamo dimostrare la seguente proposizione.

Proposizione 3.2.4. La successione (xn) di punti del triangolo di Sierpi«ski
S è uniformemente distribuita rispetto alla misura di Hausdor� normalizzata
P , de�nita in 3.9.

Osservazione 3.2.5. Procederemo nella dimostrazione analogamente a come
abbiamo mostrato la 3.2.1, giacchè l'algoritmo di generazione della succes-
sione considerata è il medesimo per l'insieme di Cantor e il triangolo di
Sierpi«ski.
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Dimostrazione.
Sia M la famiglia delle funzioni caratteristiche degli insiemi del tipo S ∩ T ,
dove T è un generico triangolo di T . Indichiamo con C(S) l'insieme di tutte le
funzioni f : S → R continue. Mostriamo cheM è una famiglia determinante,
usando il teorema 3.1.7. A tale scopo basta far vedere che span(M) è denso
uniformemente in C(S).
Sia f ∈ C(S), allora f è uniformemente continua su S essendo questo un
compatto di R2. Fissato ε > 0, esiste perciò δ > 0 tale che se ‖x′ − x′′‖ ≤ δ

allora |f(x′) − f(x′′)| < ε per ogni x′, x′′ ∈ S. Sia n ∈ N tale che ogni
triangolo T ∈ An ha diametro minore di δ. De�niamo la funzione:

gn(y) =
∑

t∈An

f(xT )χS∩T (y)

Osserviamo che gn ∈ span(M) e che |gn(y)−f(y)| < ε. Infatti per ogni y ∈ S

esiste T ∈ An tale che y ∈ S∩T e poichè |T | < δ si ha che ‖y−xn‖ ≤ |T | < δ.
Allora per l'uniforme continuità |gn(y)− f(y)| = |f(xn)− f(y)| < ε.
Dunque abbiamo ottenuto che la successione (gn) converge uniformemente
ad f su S e perciò span(M) è denso uniformemente in C(S).
Fissato un qualsiasi T ∈ T generato al passo n−simo, poichè la famiglia M
è determinante, resta da mostrare che

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χS∩T (xk) =

∫

S∩T

χS∩T dP

che equivale a veri�care che

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

χS∩T (xk) =
1

3n
(3.10)

essendo
∫

S∩T

χS∩T dP = P (S∩T ) = 2Hs(S∩T ) = 2· 1

2sn
Hs(S) = 2· 1

2sn

1

2
=

1

2sn
=

1

3n
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Sia 3t ≤ N < 3t+1, allora si ha:

1

N

N∑

k=1

χS∩T (xk) =
1

N

3+32+...+3t−1∑

k=1

χS∩T (xk) +
1

N

N∑

k= 3t−1
2

χS∩T (xk) (3.11)

essendo 3 + 32 + . . . + 3t−1 = 3t−3
2

.
Per k > 3t−3

2
si osserva che, per l'ordine nel quale sono stati costruiti i

punti xk, ogni 3n punti esattamente un punto della successione considerata
appartiene al triangolo T �ssato.
Allora scrivendo N come N =

(
3t−2

2

)
+ M3n + d con 0 ≤ d < 3n, risulta:

1

N

N∑

k=1

χS∩T (xk) =
3t−3

2

N
· 1

3t−3
2

3t−3
2∑

k=1

χS∩T (xk)

+
M3n

N
· 1

M3n

N−d∑

k= 3t−1
2

χS∩T (xk)

+
d

N
· 1
d

N∑

k=N−d+1

χS∩T (xk) (3.12)

Passando al limite per N →∞ e quindi per t →∞ la 3.12, si ha la tesi 3.10.

3.2.4 Successioni uniformemente distribuite sulla Curva
di Von Koch

Consideriamo la curva di Von Koch K de�nita tramite le trasformazioni
2.30. L'algoritmo che abbiamo introdotto nel paragrafo 3.2.2 può essere
utilizzato nuovamente per ottenere una successione di punti, stavolta ap-
partenenti all'insieme K, uniformemente distribuita rispetto alla misura di
Hausdor� s−dimensionale con s = log 4

log 3
.

Se prendiamo l'intervallo unitario [0, 1] come insieme iniziatore e �ssiamo il
punto O = (0, 0) come punto di partenza del nostro algoritmo, otteniamo:
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primo passo

x1 = (0, 0) x2 =
(

1
3
, 0

)
x3 =

(
1
2
,
√

3
6

)
x4 =

(
2
3
, 0

)

secondo passo

x5 = (0, 0) x6 =
(

1
3
, 0

)
x7 =

(
1
2
,
√

3
6

)
x8 =

(
2
3
, 0

)

x9 =
(

1
9
, 0

)
x10 =

(
7
18

,
√

3
18

)
x11 =

(
10
18

,
√

3
9

)
x12 =

(
7
9
, 0

)

x13 =
(

1
6
,
√

3
18

)
x14 =

(
1
3
,
√

3
9

)
x15 =

(
2
3
,
√

3
9

)
x16 =

(
5
6
,
√

3
18

)

x17 =
(

2
9
, 0

)
x18 =

(
4
9
,
√

3
9

)
x19 =

(
11
18

,
√

3
18

)
x20 =

(
8
9
, 0

)

e così via.
In �gura 3.5 mostriamo i primi due passi della costruzione di questa succes-
sione, evidenziando l'ordine secondo il quale i punti vengono disposti.
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Figura 3.5: Costruzione di una successione u.d. sulla curva di Von Koch
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Sia ora P la misura di Hausdor� normalizzata, cioè P è la misura di
probabilità che associa il valore 1 alla curva di Von Koch K. Procedendo
analogamente a come abbiamo fatto per il triangolo di Sierpi«ski in 3.2.4 e
per l'insieme di Cantor in 3.2.1, possiamo dimostrare anche che la successione
(xk) appena costruita è uniformemente distribuita su K rispetto a P .
In questo paragrafo vogliamo presentare, però, un altro metodo per deter-
minare successioni uniformemente distribuite sulla curva di Von Koch, che
sfrutta le successioni uniformemente distribuite costruite su [0, 1] nel capi-
tolo 1. Innanzitutto de�niamo una particolare distanza tra due punti sulla
curva K:

d(x, y) = P ([x, y]) ∀x, y ∈ K

dove con [x, y] indichiamo l'arco di curva compreso tra i due punti x e y di
K. Consideriamo l'applicazione h : K → [0, 1] tale che:

h(x) = d(0, x) ∀x ∈ K

Osserviamo che h è continua e biunivoca e quindi con inversa continua, cioè
è un omeomor�smo tra K e [0, 1]. Nella sezione 1.2 abbiamo già determinato
diverse successioni uniformemente distribuite su [0, 1], pertanto l'idea è quella
di mostrare che l'omeomor�smo h conserva, in un certo senso, l'uniforme
distribuzione, cioè:

Proposizione 3.2.6. Se (xn) è una successione di punti di [0, 1] uniforme-
mente distribuita, allora la successione delle controimmagini tramite l'omeo-
mor�smo

(
h−1(xn)

)
è uniformemente distribuita rispetto alla misura di Haus-

dor� normalizzata P sulla curva K.

Dimostrazione.
Essendo la famiglia C([0, 1]) delle funzioni continue su [0, 1] determinante (si
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veda 1.1.6) e (xn) uniformemente distribuita su [0, 1] per ipotesi, risulta che:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

g(xk) =

∫ 1

0

g(t) dt, ∀g ∈ C([0, 1]) (3.13)

Prendiamo in considerazione la successione delle controimmagini tramite h

dei punti xk della successione di partenza, allora dalla 3.13 segue che:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f
(
h−1(xn)

)
=

∫ 1

0

f
(
h−1(t)

)
dt, ∀f ∈ C(K) (3.14)

essendo f ◦ h−1 continua e a valori reali su [0, 1].
Vogliamo dimostrare che:

lim
N→∞

1

N

N∑

k=1

f
(
h−1(xn)

)
=

∫

K

f
(
h−1

)
dP, ∀f ∈ C(K) (3.15)

Per arrivare a ciò è necessario veri�care che per ogni f continua sulla curva
di Von Koch vale:

∫ b

a

f
(
h−1(t)

)
dt =

∫ h−1(b)

h−1(a)

f dP, ∀a, b ∈ K (3.16)

Ogni f continua su K può essere approssimata uniformemente da combi-
nazioni lineari di funzioni caratteristiche di pezzi omotetici alla curva K.
Indichiamo con H la famiglia di tutti questi pezzi di curva omotetici all'in-
tera K .
Per ogni ε > 0 esiste δ > 0 tale che se H ∈ H con diametro |H| < δ,
allora |f(x′) − f(x′′)| < ε per ogni x′, x′′ ∈ H. Scelto n ∈ N , indichiamo
con Hn ⊂ H l'insieme dei 4n pezzi omotetici, generati al passo n−simo, di
diametro pari a 3−n < δ. Poniamo per ogni x ∈ Hn e per ogni n ∈ N:

g′(x) = min f(x) : x ∈ Hn = mn

g′′(x) = max f(x) : x ∈ Hn = Mn
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Dunque per ogni x ∈ K abbiamo che:

g′(x) ≤ f(x) ≤ g′′(x) (3.17)

Mn −mn < ε (3.18)

Essendo perciò:
∫

K

χHn dP = P (Hn) =
1

4n

∫

K

g′ dP =
4n∑
i=1

miχHi
dP =

4n∑
i=1

mi

4n

∫

K

g′′ dP =
4n∑
i=1

MiχHi
dP =

4n∑
i=1

Mi

4n

usando anche 3.17 e 3.18 otteniamo:
∫

K

g′ dP ≤
∫

K

f dP ≤
∫

K

g′′ dP

∫

K

(g′′ − g′) dP =
4n∑
i=1

(Mi −mi)
1

4n
< ε

Allora per ogni n ∈ N si ha:
∫ 1

0

χHnh−1(t) dt =
1

4n
=

∫

K

χHn dP

e quindi la 3.16.
Usando questo risultato, dalla 3.14 segue la tesi 3.15.

I risultati raggiunti in questo capitolo ci permettono di supporre che l'algorit-
mo introdotto nel paragrafo 3.2.2 possa generare successioni uniformemente
distribuite rispetto alla misura di Hausdor� normalizzata su una classe più
ampia di frattali.
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