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Funktionalanalysis
7. Übungsblatt

Aufgabe 7.1 Sei für m ∈ N P ( d
dx) :=

∑m
k=0 ak( d

dx)k mit ak ∈ C für k = 1, . . . ,m und am = 1.
Außerdem sei w ∈ C∞(R) die Lösung des Anfangswertproblems

P

(
d

dx

)
w(x) = 0, für alle x ∈ R,

w(k)(0) = δk,m−1 für k = 0, . . . ,m− 1.

Zeigen Sie nun: Definiert man die Heaviside-Funktion H := 1[0,∞), so gilt P
(

d
dx

)
[wH] = δ0.

Aufgabe 7.2 Sei (en)n∈N eine Orthonormalbasis von L2(R) und der Operator T definiert
durch

T : D(T ) ⊂ L2(R) → L2(R), ϕ 7→
∞∑

n=1

ϕ(n)en

mit D(T ) := D(R) (T wohldefiniert?).

(i) Zeigen Sie D(T ∗) = {0}.

(ii) Ist T abschliessbar?

Hinweis: Verwenden Sie für (i) die Aufgabe 6.1. Außerdem können Sie davon ausgehen, dass T dicht definiert

ist, damit die Definition von T ∗ nach Def. 4.11 Sinn ergibt.

Aufgabe 7.3

(i) Sei f ∈ C1(R \ {ξ1, . . . , ξm}) mit ξ1 < ξ2 < . . . < ξm, wobei aber limx→ξj±0 f(x) für
j = 1, . . . ,m existiere. Zeigen Sie, dass

d

dx
[f ] =

[
d

dx
f

]
+

m∑
j=1

sjδξj

mit sj := limx→ξj+0 f(x)− limx→ξj−0 f(x) gilt.

(ii) Finden Sie eine Funktion Hn ∈ L1
loc(Rn) mit ∂(1,...,1)[Hn] = δ0.

(iii) Sei f ∈W 1,p((a, b)) mit a < b, 1 ≤ p <∞ und ψ ∈ D((a, b)). Zeigen Sie ψf ∈W 1,p((a, b))
und d

dx [ψf ] =
[(

d
dxψ

)
f + ψ

(
d
dxf

)]
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