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Vorwort

Torische Varietdten lassen sich hervorragend als Beispielfundus fiir die Illustration von
Phénomenen aller Art in der algebraischen Geometrie verwenden. Ergénzend zu den
sonst iiblichen Beispielklassen niederer Dimensionen wie den algebraischer Kurven oder
den algebraischer Fléchen erhilt man hier illustratives Material in allen Dimensionen.
Dennoch sind die torischen Varietédten von sehr spezieller Natur: Sie sind stets rational
und haben hochstens ,,rationale Singularitdten®.

Die Theorie torischer Varietéten entstand urspriinglich aus dem Wunsch, symmetri-
sche Varietéten zu kompaktifizieren; daher sprach man zunéchst von , torischen Einbet-
tungen“. Diesen Gesichtspunkt werden wir im folgenden Text jedoch wenig verfolgen.
Fiir uns ist vielmehr der enge Zusammenhang mit der elementaren Konvexgeometrie
bzw. der Theorie der Gitterpolytope vorrangig, der ein faszinierendes Zusammenspiel
zwischen zwei a priori vollig verschiedenen Bereichen liefert. Gerade die Ubersetzung
der einen Begriffswelt in die andere wird uns interessieren, die Erstellung eines Worter-
buches, das die Stérken der einen Theorie der jeweils anderen verfiigbar macht.

Der folgende Text entspricht einer im akademischen Jahr 1998/99 im Anschlufl
an eine Veranstaltung iiber algebraische Geometrie [AG]| gehaltenen Vorlesung, setzt
aber nicht mehr als allgemeine Grundkenntnisse dieser Disziplin voraus. Er verarbeitet
Notizen nach Vortrigen, die vor allem auch von Annette A’Campo, Gottfried Barthel,
Karl-Heinz Fieseler, Jiirgen Hausen, Franz Mauch, Michael Niisken, Volker Puppe und
Volker Strassen in den Jahren 1994 — 96 in einem Seminar zum Buch [Fu] an der Univer-
sitit Konstanz gehalten wurden, bringt aber auch noch unpublizierte Ergebnisse. Des
weiteren hat er von den Vortragen im Sommerseminar 1997 an der Universitdt Bern
profitiert. Die Illustrationen wurden von Florian Berchtold, Arno Jordan und Thomas
Willhalm realisiert. Fiir die Ubungen hat mich Florian Berchtold unterstiitzt; einfache
Aufgaben dienen der Kontrolle des Textverstiandnisses. Auch den Horern bin ich fiir
kritische Kommentare zu Dank verpflichtet, insbesondere Matthias Franz.

Im Anhang habe ich eine Gastvorlesung von K.H. Fieseler an der Universitat Kon-
stanz im Juni 1999 ergéinzt und eingearbeitet. In ihm geht es um ein kombinatorisches
Verstdndnis der algebraisch torischen Invarianten. Zunéchst wird die Kohomologie sim-
plizialer Varietdten analysiert; dazu erweist sich die dquivariante Kohomologie als das
addquate Hilfsmittel. Die Resultate gelten nicht nur fiir vollstdndige Féacher, sondern
auch fiir &quivariant formale; zu diesen gehoren insbesondere die volldimensional erzeug-
ten mit konvexem Trager oder konvexem Komplement des Tragers wie etwa die affinen
Ficher. — Beim Ubergang zu nichtsimplizialen Fichern hat man die Kohomologie durch
die Schnitthomologie zu ersetzen. Dann kommt man zu einer axiomatischen Charakteri-
sierung der dquivarianten Schnitthomologie {iber die sogenannten , minimalen Erweite-
rungsgarben. Damit ergeben sich rekursive kombinatorische Berechnungsmoglichkeiten
fiir die ,,virtuelle Schnitthomologie“ dquivariant formaler Facher, die nun nicht einmal
mehr rational zu sein brauchen.



Kapitel I

Grundlegende Definitionen und Beispiele

Wir stellen zunéchst die Begriffsbildungen von der kombinatorischen Seite zur Verfii-
gung, ndmlich Kegel und Fécher. Daraus lassen sich als erstes affin algebraische Va-
rietdten konstruieren, die sich fiir einen Fécher zu einer globalen algebraischen Varietét
verheften lassen. Ein besonders interessanter Spezialfall ist der eines Féchers, der von
einem Polytop erzeugt wird.

1. Konvexe und polyedrische Kegel

In diesem Paragraphen gehen wir auf einige grundlegende Eigenschaften von Kegeln
ein. Wir betrachten zunéichst allgemein konvexe Kegel im IR™ und schranken uns dann
auf polyedrische Kegel ein. Es seien dabei V' ein n-dimensionaler (wenn nicht anders
vermerkt reeller) euklidischer Vektorraum mit Dualraum V* = Hom(V, IR) und Aus-
wertungsabbildung

(—, =) VxV*= 1R, (v,u)— u(v).

Mit dem Symbol (— , —) bezeichnen wir (nach Festlegung einer Basis) auch das ka-
nonische Skalarprodukt auf V; auf diese Weise erhalten wir eine fiir uns gelegentlich
wichtige Identifikation von V* mit V.

A. Kegel

Eine Teilmege A von V heifit bekanntlich konvex, wenn gilt: Fiir alle ¢t € I := [0, 1] und
alle a,b € A gilt ta + (1 —t)b € A. Weiter heifit A kegelformig, wenn A = R>oA gilt.
Schliellich heifle ein nicht leeres A ein Kegel, wenn A kegelférmig und konvex ist. Damit
enthalten Kegel stets den Nullpunkt und folglich den ,,Nullkegel“ o := keg(() := {0}.

Wir verwenden folgende Bezeichnungen: Fiir konvexe A, A’ C V seien
« A+ A" :={a+d;a€ A ad € A’} die ;,Minkowskisumme* und A— A" := A+ (—A);
« lin A der von A in V erzeugte Untervektorraum; fiir Kegel A gilt lin A = A — A;
« dimA:=dimlinA die Dimension des von A in V erzeugten Untervektorraumes.
Dazu treffen wir die Konvention dim () = —1.

1.1 Definition Fiir A C V heifit keg(A) := {D>__ riai; 7 € R>o, a; € A} der von
A erzeugte Kegel; dabei sei keg () := {0}.
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Fiir einen Kegel C gilt ersichtlich C' = keg(C).
1.2 Beispiele 1) Die Teilmengen {0} und V sind Kegel.

2) Ist (e1,...,en) eine Basis von V und m < n, so ist die Menge
{xev;xj 20,1§j§m,xm+1:...:xn20}

ein Kegel.

3) Ist ¢ € Hompi(V,W) und sind C € V, D C W Kegel, so sind auch ¢(C) und
o 1(D) wieder Kegel. u

1.3 Bemerkung Mit C,C’ sind auch CNC’, C + C’, C Kegel. u

Aufgabe 1.1 Man zeige fiir die abgeschlossenen Kegel

C = {z¢€ ]R3;a:1 > 0,23 > 0,3:% <uziz3}
C' = {z e R%z <0,23 > 0,25 < —z123} ,

daB der Kegel C' + C’ nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 1.2 Es sei A eine konvexe kompakte Teilmenge von V. Man zeige:
i) Ist O kein Randpunkt von A, so ist keg(A) abgeschlossen.
ii) Man gebe ein Beispiel an, in dem keg(A) nicht abgeschlossen ist.

1.4 Lemma Die beziiglich Inklusion partiell geordnete Menge R := R(V') der abge-
schlossenen Kegel in V' bildet einen Verband mit

min(C,C") = CNC’" und max(C,C") = C+C" = keg(CUC).

Beweis Da C' N C’ ein abgeschlossener Kegel ist, ergibt sich C' N C” als grofiter in C
wie auch in C” enthaltener Kegel und damit definitionsgemé8 als min(C, C’). Aus

keg(CUC") = C+ '

folgt andererseits, dafl C'+ C” der kleinste sowohl C' als auch C" enthaltende Kegel, also
dessen Abschlufl max(C,C") ist. m

Wir verwenden weiterhin folgende Notationen fiir A, B C V:
¢ <A7B> = {<a7b>;a € Abe B}a

e« AY = {u € V*;(A,u) > 0} ist der zu A duale Kegel, er ist abgeschlossen (vgl.
(1.4.1); fiir u € V* erhélt man damit den Halbraum

u’ = H(u) = H=(u) = {veV;(v,u)>0};

e At ={ue V¥ (A u) =0} = AV N (—A)V ist der zu A orthogonale Vektorraum:;
fiir u € V* wird die Hyperebene u' mit H(u) oder H=°(u) bezeichnet;
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e A°:={x € A;(x,AV\ At) > 0} ist der Kern oder das ,relative Innere“ von einem
Kegel A;

« 0A := A\ A° ist der relative Rand eines Kegels A.

Man sieht unmittelbar:

(1.4.1) AY = {ueVH5ACH (W)} = (H (v).
vEA

Aufgabe 1.3 Im IR? bestimme man A, AZJ‘, A7 und 9A; fir

Ay := R>g x {0}, Az:= R>ox R, A3z:={(z,y) € R% x>y > 0}.

Aufgabe 1.4 Es sei A ein volldimensionaler Kegel in V, i.e., dim A = dim V. Man zeige, daf3

o
topologisches Inneres A und relatives Inneres A° von A iibereinstimmen.

Grundlegend ist folgender (endlichdimensionale) Spezialfall des Satzes von Hahn-
Banach [Bou, Th. I1.3.1]:

1.5 Satz Es seien C' ein abgeschlossener Kegel in V und v € V' \ C. Dann existiert eine
Linearform v € CV mit (v, u) < 0.

Beweis Wir identifizieren V* vermoge des Standarskalarproduktes mit V. Da C' abge-
schlossen ist, kénnen wir ein w € C' wiihlen, fiir das die Funktion || w — v ||? auf C ein
Minimum hat. Nach Konstruktion ist u := w — v # 0. Wenn wir

(1.5.1) (w,w—v) =0
zeigen konnen, dann folgt daraus einerseits mit v # 0
(v,u) = (v,w—v)=—(w—v,w—0)<0.
Andererseits haben wir u € CV zu zeigen. Dazu sei z € C. Die Abbildung
R— IR, t—| (1-thw+tz—ov|?

ist polynomial und daher stetig differenzierbar. Auf I nimmt sie in 0 ein Minimum an;

daher gilt dort

(1.5.2)

0<i | (1—t)w+tz—v || = i(w—v-l—t(z—w) w—v+t(z—w)) = 2(z—w,w—v)
T dt t=0 dt ’ t=0 ’ ’

Da dies fiir alle z € C zutrifft, lassen sich insbesondere z = 0 und z = 2w einsetzen,

woraus zunéchst (1.5.1) folgt. Damit ergibt sich aber aus (1.5.2) unmittelbar (z,u) > 0. =

1.6 Bemerkung Nach Ubergang zu einer Hyperebene (i.e., einem affinen, einskodi-
mensionalen Unterraum) W in V' durch v kann man 1.5 wie folgt formulieren: Ist K € W
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° / HZO

FIGUR 1.1 Zum Satz von Hahn-Banach

abgeschlossen und konvex und p € W \ K, so existiert ein Halbraum H=°, der K, aber
nicht p enthélt.

Ist K sogar kompakt, so 1i8t sich H=? in der Form H=°(u) mit einer Linearform u mit
rationalen Koeffizienten wéhlen. m

Wir werden gelegentlich auch die schéirfere Form des Satzes von Hahn-Banach
benétigen:

1.7 Korollar Es sei K eine nicht leere kompakte konvexe Teilmenge im Komplement
eines affinen Unterraumes Z von V. Dann existiert eine Hyperebene H in V, die Z
enthélt und fiir die K ¢ H>° gilt.

Beweis Ohne Einschriinkung sei Z ein linearer Unterraum. Ist m:V — V = V/Z
die kanonische Projektion, so ist w(K') konvex, abgeschlossen und enthélt den Punkt 0
nicht. Man wiihle gemif 1.6 eine Linearform ¢ auf V, die auf m(K) positiv ist und setze
u = 7*(p). Dann ist u(K) > 0, aber u(Z) = 0, also leistet H(u) das Verlangte. =

1.8 Korollar Ist C ein abgeschlossener Kegel in V', so gilt C = CVV.

Beweis Die Inklusion C' C CVV ist trivial. Ist umgekehrt v ¢ C, so existiert nach 1.5
ein u € CY mit (v,u) < 0. Also liegt v nicht in CVV. =

1.9 Korollar Die Abbildung

R(V) = &(V*), C—CY
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ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus von Verbédnden. Insbesondere gilt:

(1.9.1) Cr+Ca) = CYNCY und (C1NCy)Y = CY 10y .

Beweis Aus (1.4.1) folgt zunichst, dafl der Kegel CV abgeschlossen ist. Die Zuordnung
ist ordnungsumkehrend und nach 1.8 bijektiv. Daher wird C7 N Cy als Minimum von
C; und Cy in &(V) durch Dualisieren auf das Maximum von Cy und Cy in &(V*), also
auf CY + C3 abgebildet. =

1.10 Korollar Jeder Kegel C ist Durchschnitt (abgeschlossener) Halbrdume:

(1.10.1) C = () B ().

ueCVv
Beweis Man wende (1.4.1) mit A = C" an und beachte 1.8.

Aufgabe 1.5 Fiir einen Kegel C und einen linearen Unterraum U von V' zeige man:
i) UV =U;
i) c+V =t =1inC (fiir 1.16).

iii) CV+ =Cn(=0).

B. Polyedrische Kegel

Wir interessieren uns im wesentlichen fiir endlich erzeugte Kegel:

1.11 Definition Fiir {v1,...,v,} CV heifit der Kegel
keg(v1,...,0m) = Rsovi+ ...+ R>ovm = keg(v1) + ...+ keg(vy,)

ein polyedrischer Kegel. Die Menge der polyedrischen Kegel in V' werde mit &, := K,(V)
bezeichnet.

Fiir die dabei auftretenden Minkowskisummen gilt folgende niitzliche Bemerkung;:

1.12 Lemma Die Minkowskisumme von konvexen bzw. kompakten Teilmengen von V'
ist wieder konvex bzw. kompakt.

Beweis Es seien A, B C V konvex und a,a’ € A, b, € B sowie t € I. Dann gilt
tla+b)+(1—t)(a" +V) = ta+(1—-t)a' +tb+(1—t)b' € A+ B.

Da die Addition V x V-5V stetig ist, ergibt sich A + B als Bild des Kompaktums
A x B als kompakt. m

Man beachte, daf§ die Minkowskisumme abgeschlossener Mengen nach Aufgabe 1.1
nicht wieder abgeschlossen sein muf.
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1.13 Bemerkung Jedes C' € &,(V) ist Durchschnitt endlich vieler Halbrdume in V'
und damit insbesondere abgeschlossen.

Beweis Ohne Einschriankung sei C' = keg(vy, ..., v,,) volldimensional, da man jeden
eins-kodimensionalen Untervektorraum als Durchschnitt zweier Halbrdume schreiben
kann und man somit lin C' als Durchschnitt von (2 codimy C') Halbrdumen erhélt. Damit
ist m > n. Nun wéhle man aus der Darstellung (1.10.1) genau diejenigen Halbriume
aus, deren Rand n linear unabhingige Punkte aus {v1, ..., v, } enthalten. Dies sind nur
endlich viele; sie beschreiben den Durchschnitt vollsténdig.

Aufgabe 1.6 Gegeben seien vy,...,vm € Q" C R™ 2 V. Man zeige, dafl sich keg(vy,...,vm)
als Durchschnitt endlich vieler Halbriume H="(u) schreiben l48t, wobei u rationale Koeffizi-
enten hat.

1.14 Lemma Genau dann ist der Kegel C' aus £(V') von der Form C =uy N...Nw),
mit Linearformen u; € V*, wenn CV = keg(uq, ..., u,,) gilt. Insbesondere ist das Dual
eines polyedrischen Kegels wieder polyedrisch.

Beweis ,<*“ Die Darstellung von C'= CV" folgt aus (1.9.1) mit uj" = keg(uy).

= Jedes u € D := keg(uq,...,u,) nimmt als positive Linearkombination der u;

mit diesen auf C' positive Werte an; damit folgt D C CV. Ist andererseits v ¢ D C V*,

so existiert nach 1.5 ein w € DY mit (w,u) < 0. Damit ist zunéchst (w,u;) > 0 fiir

alle 7, also w € C, sodal aus (w,u) < 0 folgt, dafl u nicht in CV liegt. — Nach 1.13

ist schliellich jedes C' € &, sich ein endlicher Durchschnitt von Halbrdumen der Form
1

ui..

Fiir eine explizite Moglichkeit, C'V zu berechnen, sei auf die Fourier-Motzkin-
Elimination [Zie 1.3] verwiesen. Lemma 1.14 eroffnet jedenfalls die Moglichkeit, in klei-
nen Dimensionen Dualkegel sofort aufzuzeichnen (vgl. Figur 1.2):

FIGUR 1.2 Dualkegel
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Die Menge 8, ist nach 1.13 eine Teilmenge 8; sie ist sogar ein Unterverband:

1.15 Lemma Die beziiglich Inklusion partiell geordnete Menge R,(V') der polyedri-
schen Kegel in V' bildet mit den Operationen

(1.15.1) min(C,C’) = CNC' und max(C,C") = C+C’
einen Verband; die Abbildung
£ (V) — R, (V¥), C—CY
ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus von Verbédnden. Insbesondere gilt:

(1.15.2) (CL+Cy)Y = CYNCy und (C1NCy)Y = CY +Cy .

Beweis Nach 1.14 ist das Dual eines polyedrischen Kegels wieder polyedrisch, also die
Abbildung wohldefiniert. Aulerdem sind mit C; und Cs auch C; +Cs und C;NC5 poly-
edrische Kegel, so dafl die Behauptung aus 1.9 folgt: Zunéchst existieren Darstellungen

Cy = keg(vi,...,vm) = keg(vy) + ...+ keg(vy,)
Cy = keg(Vmi1y---,Umts) = keg(vmy1) + ... +keg(vmas) -

Damit ist Cy + Cy = keg(vy) + ... + keg(vpmys) = keg(vi, ..., Umts) polyedrisch und
insbesondere abgeschlossen. Aus (1.9.1) ergibt sich

(O1ﬂ02)v = Oi/—l—cg/, also O1ﬁ02 = (Ci/—i—cg/)v

Damit ist C; N C5 als Dual eines polyedrischen Kegels wiederum polyedrisch. =
Wir wollen nun das (relative) Innere und den Rand eines Kegels o € &, charakte-

risieren; wir beginnen mit dem Inneren:
1.16 Bemerkung Fiir jeden Punkt z in C' € &,(V) sind dquivalent:

1) z € C°

2) OV Nnat =0t

3) linC = C+ Rxo(—z);

4) fiir alle z € C existieren ein A € IR>p und ein y € C mit A\x =y + 2.
Beweis In Schritt 1) = 2) ist die Inklusion CV Nat O C* evident; ist u ¢ C+, aber

in 2+, so ist u # 0 und H<°(u) schneidet jede Umgebung von z in V und damit in C.
Fiir 2) = 3) verwende man Aufgabe 1.5:

C+ Rso(—2) = C+ Re = CVV +ztY 19h= (CVnzt)Y = CY = linC.

3) = 4) ergibt sich aus der Zerlegung von —z € lin C' gemi8 3). Fiir 4) = 1) geniigt es
zu zeigen, dafl fiir jedes z € C und jedes hinreichend kleine € > 0 auch z — ez in C liegt.
Nach Voraussetzung existieren A € IR>p und y € C mit Az = y + 2. Fir A = 0 liegt
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auch —z in C, und damit ist z+ IRz in C enthalten. Fiir A # 0 folgt y/A =z —z/\ € C,
also wahlen wir e = 1/\. m

Fiir die Untersuchung polyedrischer Kegel C' ist der Begriff der Seite grundlegend.
Dabei handelt es sich um den Durchschnitt mit dem Rand eines C enthaltenden Halb-
raumes; zusétzlich ist C eine Seite von sich selbst:

1.17 Definition Eine Teilmenge F' eines Kegels C € K,(V) heifit Seite von C, in
Zeichen F < C, wenn eine Linearform u € CV existiert mit F = C Nu*. Wir sprechen
von einer echten Seite F' 2 C, wenn u # 0 ist. Mit &(C) bezeichnen wir die Menge
aller Seiten von C.

Gewisse Seiten tragen spezielle Namen:

1.18 Definition Die Seite F' < C' heif3t
Kante von C, wenn F' eindimensional ist;
Facette von C, wenn F' einskodimensional in C' ist (in Zeichen F <1 C);
Kamm von C, wenn F' der gréfite in C' enthaltene Untervektorraum ist:
KammC: = CN(-0) = CV+ = ﬂ F.
F<C

Die letzte Zeile verwendet Aufgabe 1.5 und die Tatsache, daf fiir jede echte Seite
F von C' mit F auch —F in Kamm C enthalten ist.

Wieder kann man &(C) beziiglich der Inklusion als einen Verband interpretieren,
der allerdings zwar Teilmenge, aber kein Unterverband von &, (V') und daher schwieriger
zu handhaben ist, da im allgemeinen nicht max(F, F') = F 4+’ F gilt (hat C' € |&,(V)
mehr als drei einskodimensionale Seiten F4, ..., F,, so ist F] + Fy ; C = max(Fy, Fy)):

1.19 Satz Fiir einen polyedrischen Kegel C' = keg(vy,...,v,) in V ist &(C) ein
Verband mit min(F, F') := F N F'. Es gilt:
0) Ist D C C ein abgeschlossener Kegel in V', so ist D genau dann Seite von C, wenn
gilt:

(1.19.1) Aus z,ye€ C und z+ye D folgt x,y€ D.

1) Ist F < C, so existiert ein I C {1,...,m} mit F' = keg(v;;i € I); insbesondere ist
die Anzahl #&(C) der Seiten von C' endlich.

2) Aus D < F < C folgt D < C.

3)0C = |JD =)D = |JF.

DZC DzC F=1C

Beweis Um nachzuweisen, dafl G(C') ein Verband ist, bleibt wesentlich zu zeigen, dafl
der Durchschnitt zweier Seiten F, F' < C wieder eine Seite von C' ist. Denn da C nach
1) nur endlich viele Seiten hat, existiert auch max(F, F’) als die kleinste diese beiden
enthaltende Seite von C. Zu zwei Seiten F, F’ wende man also 1.7 auf Z := lin(F'N F”)
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und die konvexe Hiille K aller v; € C'\ (F'NF’) an. Man erhélt eine Linearform v € V*
mit u(Z) = 0 und u(K) > 0, es gilt also CNut = FNF und C C u".

In 0) ist zunéchst evident, da jede Seite von C die Bedingung (1.19.1) erfiillt:
Schneidet man C' mit der Ebene durch 0,z und vy, so sieht man die zweidimensionale
Aussage unmittelbar, da man ohne Einschréinkung C' = keg((1,0), (a,b)) mit b > 0 und
D = keg((1,0)) wihlen darf. Damit folgt auch 1). — In 2) diirfen wir auf die Seite F
die Uberlegung aus 1) anwenden, also ist auch D ein von gewissen v; erzeugter Kegel.
Mit 1.7 ergibt sich wie zu Anfang des Beweises, dafl D eine Seite von C' ist.

Fiir 3) verwenden wir 1.16:
9C = C\C°={veC;CVNuv-2C }={veC;Fuecv, (Cu) >0,(C,u) # 0}
— U {vel;{v,u) =0} = U C’ﬁuL:UF.

ueCV\C+ ueCV\C+ FzC

Da jede Seite von C wieder ein Kegel ist und C' = C° U 9C gilt, erhélt man induktiv
daraus 0C' = |J,_~D°. Fiir den Nachweis von 3) haben wir noch zu beweisen, daf} jeder
in einer echten Seite von C' liegende Punkt in einer Facette enthalten ist. Wir verifizieren,
dafl in 0C das Komplement der Vereinigung aller mindestens zwei-kodimensionalen
Seiten Dy, ..., D, dicht liegt. Dazu sei ohne Einschrinkung dim C' = n. Wir fixieren
einen Punkt y € C°, dann ist jeder Kegel keg(y, D;) hochstens (n — 1)-dimensional und
in einer geeigneten Hyperebene H; enthalten. Damit liegt C'\ M mit M := U§:1 H;
dicht in C. Weil M alle D; enthélt, schneidet fiir jedes € C'\ M die Gerade durch y
und z den Rand 0C in einem Punkt, der auf einer Facette F' liegt. Insbesondere gibt es
Facetten, und F'\ M liegt dicht in F'. Da 0C' eine endliche Vereinigung von Seiten ist,
gilt auch 0C'\ M = C.

Es bleibt in 0) die Umkehrung zu zeigen. Ausgehend vom zweidimensionalen Fall
verifiziert man leicht, daf§ geméf (1.19.1) D N C° offen in C° und damit ganz C° (dies
impliziert D = C') oder leer ist. In zweiten Fall ist D im Rand OC enthalten. Lige D
dann nicht in einer eins-kodimensionalen Seite von C', so enthielte D doch innere Punkte
von C'. Induktiv erhalten wir eine Seite von C', deren Inneres D schneidet und die damit
mit D iibereinstimmt. =

1.20 Satz Fiir einen polyedrischen Kegel C' gilt
1) Jede maximale Kette in G(C) ist von der Form

KammC =F, <1 Frp_1 <1 ... <1 F1 <1 C.

2) Jede echte Seite von C' ist Durchschnitt aller sie enthaltenden Facetten von C.

Beweis 1) Bei jedem Schritt veréindert sich die Dimension wenigstens um 1. Wir haben
damit wegen der Transitivitéat der Seitenrelation geméfl 1.19 2) nur zu zeigen: Ist D < C
mindestens zwei-kodimensional, so gibt es eine Facette F' von C' mit D < F' < C'. Dazu
fixieren wir ein x € D°. Nach 1.19 3) existieren eine Facette F' von C und eine Seite D
von F mit z € F und z € D°. Insbesondere gilt D°N De # (), woraus D = D<F folgt.



§ 1 Konvexe und polyedrische Kegel, Gitterkegel 13

2) Gemiaf 1) sei eine Kette Dy <; Dr_1 <1 ... <1 D1 <1 C gegeben; durch
Induktion sieht man sofort, dafl es geniigt, D := D5 zu untersuchen. Dazu sei C' ohne
Einschréankung n-dimensional; zu lin D wéhle man eine komplementéire Ebene E in
V mit dim(E N C) = 2. Es seien Fy,..., Fy die D enthaltenden Facetten von C; wir
wollen s = 2 zeigen, woraus dann aus Dimensionsgriinden D = F; N Fy folgt. Da
E N C zweidimensional ist, folgt s > 2. Ware s > 3, so lage der Schnitt F, N E in
konv(F1NE, F3NE) bei geeigneter Numerierung der Kanten F;NE. Alle Bedingungen an
E sind offene Bedingungen (man fixiere etwa einen Normalenvektor zu E und betrachte
den zugehorigen Schnittpunkt sg mit D; fiir alle s € D nahe sg erfiillen die Ebenen E
die gleichen Bedingungen), also folgt ein Widerspruch F» C konv(Fy, F3).

Ein Kegel ist genau dann volldimensional, wenn sein Dual ,,spitz® ist:

1.21 Definition und Korollar Fin Kegel C € £, heifit spitz, wenn er folgende
dquivalente Bedingungen erfiillt:

1) C enthélt keine Gerade;

2) Kamm C = o;

3) o ist Seite von C';

4) es gibt ein u € CV mit ut NC = o;

5) dimCY = n;

6) linC¥ = V*.
Beweis Die Eigenschaften 1) bis 4) sind ersichtlich gleichwertig, ebenso 5) und 6). Es
geniigt also, die Aquivalenz von 2) und 5) aufzuzeigen. In 1.24 2) werden wir fiir D < C

dim D + dim(CY N D1) = dim V beweisen. Mit D := Kamm C ist C¥ N D+ = CV, also
gilt dim Kamm C + dim CV = n. Daraus folgt die Behauptung. =

Es ist bisweilen niitzlich, Aussagen iiber Seiten auf solche iiber die Nullseite redu-
zieren zu koénnen:

Aufgabe 1.7 Es seien C € &,(V) und D < C. Fiir die Projektion m: V' — V := V/lin D zeige
man:

i) C:=7(C) e &p(V);

ii) es gibt eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen &(C) und
Stern(D) = {A € &(C); D < A}
(fir Aufgabe 1.8).
Aufgabe 1.8 Fiir die Seite D des spitzen Kegels C' € K,(V') zeige man:
cVnbphHt =1linD, (¢VnDY)Y = C+1linD

(fiir 1.23).
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Wir kommen noch einmal auf die Darstellung (1.10.1) zuriick, wobei wir in 1.13
gesehen haben, dafl ein endlicher Durchschnitt ausreicht. Durch Einschriankung auf lin C
sieht man, dafl man sich immer auf folgende Situation zuriickziehen kann, die fiir expli-
zite Berechnungen wichtig ist:

1.22 Bemerkung Es sei C ein n-dimensionaler polyedrischer Kegel; jeder seiner Fa-
cetten F' ordne man einen ,,Stiitzvektor® up € CV zu, i.e., man fixiere eine Menge

B = {upcCV;F=CnNug, F <, C}.

Dann gelten
C = ﬂ up und CY = keg({up € B}) .

up €8

Beweis Die Inklusion ,, C “ der ersten Gleichung gilt trivialerweise. Falls die Umkeh-
rung ,, D “ falsch ist, so existiert ein z € ((u}) \ C. Man fixiere ein y € C°; da C° in
V offen ist, gibt es ein t € I°, fiir das w := (1 — t)z + ty in C und damit nach 1.19
3) in einer Facette F' liegt. Also folgt (w,upr) = 0, obwohl (y,ur) > 0 und (z,upr) >0
gilt. Die zweite Gleichung folgt damit aus (1.15.2). m

Aufgabe 1.9 Es sei C' € &,(V) spitz, volldimensional und von r Elementen erzeugt. Man
zeige:

i) Man benétigt hochstens (nil) Vektoren, um CV zu erzeugen.

ii) Im allgemeinen besitzt C"V kein Erzeugendensystem aus r Elementen.

Wie man Seiten D von C' durch eine Linearform ausschneiden kann, 148t sich dual
mit einer richtig gewihlten Linearform (zur Bedeutung von CV N D+ als zu D duale
Seite in &(CV) vgl. 1.24) DY aus C'V generieren:

1.23 Satz Ist D Seite eines Kegels C' € &,(V), so gilt:
I)ueCv und D=CnNut < ue (CVNDLH)° ;
2) Fiir u € (CV N D1)° ist

DY = CY+ Rso(—u) = CY —keg(u).

Beweis Ist zunichst u € (CV N D1)°, so folgt aus 1.16
(1.23.1) (CVNnDHnut = (CVnDH)*
und daher mit Aufgabe 1.8 wegen (C + lin D) = (CV n D)V
(1.23.2) (C+linD)Nnut = linD.
Ersichtlich impliziert dies die Richtung ,<* aus 1):

(1.23.3) D c Cnut c CNnlinD = D.
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Wenden wir (1.9.1) auf (1.23.3) an, so ergibt sich 2):
DY = CV4utY = CV+4linu = CY +keg(—u) .

Lige in 1) u € CV mit D = C Nut in (CY Nut), so wiren die Gleichheitszeichen in
(1.23.1) und (1.23.2) durch 2 zu ersetzen; aus (1.23.2) folgte wegen lin D = D — D also
D-D & (C-D)nu*.

Essei s —t € ut mit s € C und t € D C ut; da vt ein Untervektorraum von V ist,

folgt s = (s —t) +t € ut und damit s € D = C Nut, also kann die Inklusion nicht echt
gewesen sein. m

Wir haben in 1.15 gezeigt, daf die Zuordnung K, (V) — K,(V*), C +— CV einen Iso-
morphismus von Verbdnden definiert. Dieser respektiert aber nicht die Seitenbeziehung,
wie folgendes einfache zweidimensionale Beispiel zeigt (vgl Figur 1.3):

cVnDt

OV

D\/

DJ_
FIGUR 1.3 Dualisieren und Seitenbeziehung

Fiir den Verband &(C') sieht daher die richtige Dualisierung anders aus:

1.24 Orthogonalitétssatz Fiir C € |,(V) gilt:
1) Die Abbildung
s(C)—-6((CY), D—CYNDt

auf die jeweils ,orthogonale Seite“ ist ein (involutorischer) ordnungsumkehrender
Isomorphismus von Verbédnden.
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2) dim D + dim(CY N D+) = dim V.

Beweis 1) Zuniichst ist zu zeigen, da8 CV N D= tatsiichlich eine Seite von CV ist.

Entsprechend dem Kriterium 1.19 0) weisen wir nach:
Aus z,yeC¥ und z+yeCVnDt folgt z,yeCVNDL:

Ist etwa x ¢ D=, so existiert ein t € D mit x(¢) > 0 und daher y(t) = —x(t) < 0, obwohl
tin C und y in CV liegt. — Als néchstes ist die offensichtlich ordnungsumkehrende
Abbildung in 1) injektiv: Es sei CV N D+ = CV N Di; fiir jedes u € (CV N D1)°
gilt DY = CV — keg(u) = Dy nach 1.23 2) und damit D = D; geméf 1.8. Da &(C)
und &(CV) nach 1.19 endlich sind und C' = CVV gilt, haben beide Verbinde gleich
viele Elemente, und die fragliche Abbildung ist bijektiv. Dies impliziert dann, daf§ ein
Isomorphismus (endlicher) Verbénde vorliegt.

2) Die Dimensionsformel folgt mit 1) aus 1.20 1). =

Es ist bisweilen praktisch, Kegel als direkte Summen von Teilkegeln schreiben zu
konnen. Dabei verwenden wir folgende Notation: Sind C = keg(vi,...,vm) € K,(V)
und C" = keg(v],...,v.) € &,(V’), so heifit

Coc ::keg({vi—f—v;;i:l,...,m, i=1,...,1}) € K, (VaV)

die direkte Summe von C und C’.
Stets ist es auf diese Weise moglich, Kegel auf spitze Kegel zu reduzieren:
1.25 Bemerkung Es sei C € K,(V). Jeder Zerlegung V = V' & Kamm C' & IR™ mit

m :=n — dim C entspricht eindeutig eine Zerlegung C' = ¢/ & Kamm C @ o mit einem
spitzen Kegel C' € R,(V'). =

Wir betrachten nun einige elementare Beispiele niederdimensionaler Kegel in V'
und deren Dualkegel in V*; angesichts der Bemerkung 1.25 werden wir nur spitze Kegel
analysieren:

1.26 Beispiele In V = R" mit Basis (eq, ..., e,) bezeichne C;, ;= keg(viy,...,v;, ).

Die duale Basis (e7,...,e}) von V* werde mit (f1,..., f,) abgekiirzt.

rn

n=0 Der einzige Kegel ist der Nullkegel o.

n=1 Bis auf Isomorphie ist C; = keg(e;) der einzige eindimensionale Kegel. Dabei ist
Cy = keg(f1)-
n=2 Typische Kegel sind folgende C;; mit m € N5 und

V1 ‘= €2, Vg :(=1Te1 — €y, V3 :— —€71 .
Fiir sie gilt:

CY = R x R, CY = {(a,B) € R*ma > B}, Cy = R« x IR.
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Aus der Beziehung (1.9.1)
Cy = (Ci+Cy)Y = ¢'nCy
folgt daher
Chy = keg(f1, fr +mfa), Cv3 = keg(—f1, fa), O3 = keg(—fa, —f1 —mfa).

In der Figur 1.4 ist m = 2 gewéhlt, was spéter geometrisch zum quadratischen
Kegel der algebraischen Geometrie fithren wird.

O e e A

cy &t Ci Gy

FIGUR 1.4 CZ-VJ- fiir n =2

n=3 Es seien vy := ey, v 1= €3, v3:= —(e1+e3), va := —(e2+e3). In V* ergibt sich:
CY = Rxsg x IR?, CY = R x Rxp x R, Cy ={(a, 8,7) € R a +v <0},
Cy = {(,8,7) € R* B+~ <0}.

Damit erhalten wir wieder geméfl (1.9.1) folgenden dreidimensionalen Kegel:

3
Clogy = {Zaifi €ER* a1 >0, a2 >0, vy + a3 <0, az +az <0}
i=1

= keg(—f3, f1— f3, fo—f3, f1+ fa— f3),

wobei fiir die zweite Gleichung die Inklusion ,D%“ evident ist; die umgekehrte
ergibt sich wie folgt: Hat & € Cj54, etwa die Koordinaten («, 3, —v) und ist
(wegen der Symmetrie in a3 und as3) ohne Einschrankung # > a und damit
v > [ >a>0,so laBt sich € als (o, + 6, —a — d — €) mit J,e € R>( schreiben
und damit in der Form

¢ = (a,a,—a)+(0,9,—0) + (0,0,—¢) . =

Aufgabe 1.10 In den Bezeichnungen von 1.26 mit n = 3 sei noch vs := e3 — 2(e1 + e2). Man
zeige, dafl die Kegel
Cr2s, C235, C3a5, Cuas1, Cr234

eine Uberdeckung von V bilden, und berechne die Dualkegel C’ivj k-
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FIGUR 1.5 C]\_/234 fur n=3

f2



2. Gitterkegel

In diesem Paragraphen kommen wir schliellich zu den Gitterkegeln im n-dimensionalen
reellen Vektorraum V' und damit zu den uns eigentlich interessierenden Kegeln.

Es sei nun N ein Gitter in V| i.e., eine freie abelsche Untergruppe von (V, +) vom
Rang n mit einer Basis (eq,...,€e,), und

M := Homy(N,Z)

*

sei das duale Gitter mit der dualen Basis (f1,..., fn):= (e],...,e}). Dann gelten

VENR::N@)ZR und v* EMRZ:M(@ZR.

Der erste Isomorphismus legt eine Basis in V' fest, die wir wieder mit (eq,...,e,) be-
zeichnen; entsprechendes gilt fiir V*. Insbesondere ist damit N = Z" C V. Fiir die nun
einzufithrenden Kegel werden wir stets kleine griechische Buchstaben verwenden.

2.1 Definition Fin Kegel o in V' heifit N-rationaler Kegel oder rationaler polyedrischer
Kegel, wenn Elemente vy, ..., v, € N existieren mit o = keg(vy,...,v,).

Bei Bedarf kann man dabei annehmen, dal jedes v; ein ,primitiver Vektor in
N ist, i.e., daB er nicht ganzzahliges Vielfaches eines kiirzeren Vektors in N ist. —
Die Bezeichnung ,rationaler” polyedrischer Kegel 148t sich wie folgt motivieren: Statt
im Vektorraum Np hétten wir die Theorie polyedrischer Kegel auch im rationalen
Vektorraum Ng aufbauen und dann die so entstandenen Kegel in der Koeffizientener-
weiterung Nr = Ng ®q IR betrachten konnen. Die so erhaltenen Kegel sind genau
die N-rationalen Kegel in N . Insbesondere hat fiir einen N-rationalen Kegel o jedes
v € 0 N Ngq eine Darstellung der Form

(2.1.1) vo=> Avi mit A € Qs

=1

Wir werden spéter fast ausschliellich spitze N-rationale Kegel betrachten, fiir die
wir die abkiirzende Bezeichnung ,,N-Kegel“ verwenden. Wir bringen zunéchst einige
besonders wichtige Beispiele solcher N-Kegel:
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2.2 Definition FEin N-Kegel o = keg(vy,...,v,) heifit

1) simplizial, wenn vy, ..., v, linear unabhéngig wéahlbar sind;
2) reguldr, wenn vy, ..., v, zu einem System vy,...,v, primitiver Gittervektoren mit
det(vy, . ..,v,) = £1 ergidnzt werden kann.

2.3 Beispiele 1) Jeder hochstens eindimensionale N-Kegel ist regulér.
2) Zweidimensionale N-Kegel sind simplizial, keg(eq, €3) ist regulér, keg(e;+e2, e1—e2)
dagegen nicht, denn es ist det(e; + eg, €1 — e2) = —2.
3) Jeder Kegel der Form keg(eq,...,e,,) fir ein m mit 0 < m < n ist ein N-Kegel.
4) Der Kegel C1a34 im R? aus 1.26 ist sozusagen der kleinste nicht simpliziale Kegel.
Fiir jeden simplizialen Kegel keg(vy, ..., v,) ist die Menge {vy,...,v,} affin linear
unabhingig, also definitionsgeméf konv(vy, ..., v,) ein ,(r — 1)-Simplex*.

Die reguldren Kegel werden spéter zu reguléren affinen torischen Varietéten fiihren,
vgl. 6.5, wihrend die simplizialen Kegel, die man auch Q-regulidre Kegel nennen kénnte,
in der Sprache der algebraischen Topologie Q-Homologiemannigfaltigkeiten liefern.
Aufgabe 2.1 Man zeige fiir einen n-dimensionalen N-Kegel o = keg(v1, ..., vn) mit primitiven
v; € N die Aquivalenz folgender Aussagen:

i) o ist regulér.

ii) Jeder Gitterpunkt aus N ist iiber Z aus vy, ..., vy linear kombinierbar.
iii) Jeder Punkt aus o N N ist iiber N aus vy, ..., v, linear kombinierbar.
iv) Es gibt eine unimodulare lineare Transformation (also eine zu einer Matrix aus GL(n, Z))

von V, die (v1,...,vn) in die kanonische Basis (eq,...,ey) abbildet.

Entscheidend fiir unsere spateren Anwendungen von N-Kegeln ist, daf} die wesent-
lichen Permanenzeigenschaften von polyedrischen Kegeln erhalten bleiben: Zunéchst ist
nach 1.19 1) jede Seite eines N-Kegels wieder ein N-Kegel, also bilden die Menge der
N-rationalen Kegel in V' sowie die Menge K (V') der N-Kegel in V' Unterverbéande von
R (V).

Des weiteren ist die Zerlegung 1.25 gittervertréglich durchfiihrbar:
2.4 Bemerkung Der Kegel o sei N-rational. Der Zerlegung V = V' @ Kamm o @& IR™

mit m := n — dim o aus 1.25 entsprechen eine Gitterzerlegung N = N’ & N1 & Ny und
eine Zerlegung 0 = ¢/ @ Kammo @ o, in der ¢’ ein N'-Kegel ist.

Beweis Die erforderlichen Zerlegungen von N folgen aus 2.20; damit ergibt sich der
Rest unmittelbar aus Zerlegungen folgenden Typs fiir o:
a) 0 = o1 @ o0, wobei 07 = o0 Nlino in lino volldimensional ist;

b) o1 = ¢/ ® Kamm o7 mit einem spitzen N'-Kegel o’. u
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2.5 Zerlegungsprinzip Es sei o ein N- Kegel in V' von der Form o = o1 & o2 @ o.
Dann existieren Zerlegungen

(V, N, O') = (lil’lO’l X lil’lO’Q X Rn_p,Nl D N2 @D N(),O'l D oo D 0)
(V*,M,0%) 2 ((linor)* x (o) x (RY?)", My & My & Mo, of @0 & (R"7)°)

I

mit N; = N Nlino; fiir i = 1,2, wobei 0 in (lino;)* gebildet wird.
Beweis Nach 2.20 gibt es eine Gitterzerlegung N = N7 & Ny B Ny. Damit ergeben sich
die zugehorigen Zerlegungen unmittelbar. m

Grundlegend fiir unsere Anwendungen von N-Kegeln ist auch, daf} diese Begriffs-
bildung mit der Dualisierung vertraglich ist:

2.6 Satz Fin Kegel o ist genau dann N-rational, wenn o ein M-rationaler Kegel ist.

Beweis Auf Grund des Dualitéitssatzes 1.8 reicht es aus, eine Richtung zu zeigen.
Nach dem Zerlegungsprinzip 2.5 diirfen wir annehmen, dafl ¢ volldimensional ist. Wie
in 1.22 wihlen wir B C ¢V so, dal 0 =,z #" ist. Gemaf Aufgabe 1.6 kommt dabei
ohne Einschrinkung jedes u von einer rationalen Linearform und liegt damit (nach
Multiplikation mit dem Hauptnenner) ohne Einschriankung sogar in M. Aus 1.9 2) folgt

oV = Z uV = keg(u;u € B) . u
uc’B

Jedem N-rationalen Kegel o entspricht eine kommutative Halbgruppe
S, = MnaoV

mit neutralem Element 0. Sie wird die entscheidende Briicke von der Konvexgeometrie
in die Algebra, von der aus wir dann in die algebraische Geometrie iiberwechseln werden.

Kommen wir auf unsere elementaren Beispiele zuriick:
2.7 Beispiel Fiir N :=Z" C R™ geben wir fiir die in 1.26 eingefiihrten Kegel o; := C}

minimale Erzeugendensysteme (u, ..., u,) der Halbgruppen S;,. i, := S,, , iiber N
an; dabei bezeichnen wir die zur Standardbasis duale in V* wieder mit (fi,..., fn):

n=1 S =N(f).
n=2 S1 = N(xf1, f2), S2 = N(£(f1 +mfa),—f2), Sz =N(—f1,£f2), Si2 =
N(fi+7fe.=0,...,m), Si3=N(=f1, f2), S23 =N(—f2, —f1 —mfa) .
n=3 S = N(fi,£fo,£f3), S2 = N(£f1, fa, £ f3),
Sz = N(Efo, £(f1 — f3),—f3), 81 = N(Ef1,=((f2 — f3),—f3)
Si23a = N(—fs3, fi—f3, fo—f3, fi+fa—f3) =

Aufgabe 2.2 In den Bezeichnungen von Aufgabe 1.10 mit n = 3 bestimme man minimale
Erzeugendensysteme Fj ;5 iiber N fiir S; ;5.
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Zum M-Kegel oV gibt es einen Gitterisomorphismus ¢: M — Z™ mit p(oV) C N;
fiir einen konstruktiven Beweis sei auf die Hermitesche Normalform zur Matrix der
primitiven Kantenvektoren von oV verwiesen, vgl. [AdWei, 5.2]. Damit subsumiert sich
die Bestimmung einer Hilbertbasis von S, (s.u.) auf die minimaler Losungen linearer
diophantischer Gleichungen und Ungleichungen, wobei letztere durch Einfithrung neuer
Variablen in Gleichungen iiberfithrbar sind.

Wir erhalten folgende Verschérfung von 1.23:
2.8 Satz Ist T Seite eines N-rationalen Kegels o in V, so ist die Menge M N (c¥ N7+)°
nicht leer. Fiir jedes u € M N (¢V N7+)° gilt:
S = Se +N-(—u).

Beweis Mit oV N 71 ist auch das (relative) Innere (¢V N 71)° nicht leer. Es enthiilt
einen Punkt mit M-rationalen Koordinaten; Multiplikation mit dem Hauptnenner aller
Komponenten liefert ein u € MN(cVN7+)°. — Aus 1.23 folgt nun fiir u € MN(cVN7+)°
die Bezichung 7V = ¢ + IR>((—u) und damit zunéchst die Inklusion

Se = MATY = M0 (0¥ + Rag(—w) 5 M10" + M0 (N (~u) = 5, + N (~u).
Ist umgekehrt w € S, so reicht es, ein p € N mit w 4 pu € S, finden, denn dann folgt:
w=(w+pu)+p(—u) € S;+N-(—u).

Dazu wihlen wir nach 1.23 zunéchst eine Darstellung w = s — Au mit s € 0¥, A € RR>o;
damit folgt s = w+ A u=w+ ([A\] +t)u € ¢¥ mit einem 0 < ¢ < 1; wegen (1 —t)u € o
ist auch s+ (1 — t)u € s¥, also kann man p := [A] + 1 wéhlen. =

Wir betrachten wieder unsere elementaren Beispiele:
2.9 Beispiel Fiir N :=7Z" C R" gilt in den Bezeichnungen von 2.7:

n =1 Se = S1+N-(=f1)
n =2 S1 = Si2+N-(=f1) = Si3+N-(f1)
Sy = Si2+N-(=(fi+mf2)) = Sos+N-(f1 +mfs)
S3 = Si3+N-(=f2) = Sz +N-(f2)
n=3 S1 = Sizsa+N- (=(f2 —2f3))
Sy = Stz +N- (=(f1 —2f3))
Sz = Soga + N+ (—(
Sy = Sizsa+N- (=(f1+2f2—2f3))

Aufgabe 2.3 In den Bezeichnungen von 2.9 bestimme man fiir n = 3 Elemente u;j; mit
Sijk = S1234 + N(—u;j1).

Da8 fiir N-Kegel o der Ubergang o — S, von so grundlegender Bedeutung fiir den
Ubergang in die algebraische Geometrie ist, liegt an dem folgenden Endlichkeitssatz;
fiir die Definition affin algebraischer Varietdten werden wir ndmlich in § 3 die von S,
erzeugte komplexe Algebra verwenden.
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2.10 Lemma von Gordan Ist o ein N-Kegel, so ist die additive Halbgruppe S,
endlich erzeugt.

Beweis Nach 2.6 ist 0¥ von der Form oV = keg(uq, ..., u,) mit primitiven u; € S,.
Bezeichnet

F, = {Ztlul ;b GI}
=1

einen kompakten ,,Fundamentalbereich®, so ist die Menge E, := F, N M ein offensicht-
lich endliches Erzeugendensystem von S,: Jedes u € S, 1af3t sich mit geeigneten a; € N
und ¢; € [0,1] in der Form

r

™ ™
u = Z(ai-l-ti)ui = Zaiui + Ztiui
=1 =1

i=1

schreiben; da die u; in E, liegen, geniigt es, w := Y t;u; € E, zu zeigen. Ersichtlich
liegt w in keg(uq,...,u,); da M eine Gruppe ist, enthélt es w =u — Y, a;u;. =

Man nennt ein Erzeugendensystem minimaler Lénge eines endlich erzeugten Un-
termonoids S von M eine ,Hilbertbasis von S“. Die im Beweis von 2.10 betrachtete
Menge E,, ist allerdings keine Hilbertbasis, da sie nicht minimal ist. Denn alle echten
Summen, in denen alle ¢; den Wert 1 haben, sind ersichtlich redundant.

Aufgabe 2.4 Man zeige, daf} fiir einen N-Kegel o die Hilbertbasis von S, eindeutig bestimmt
ist.

Aufgabe 2.5 Fiir n = 2 und die Basis (f1, f2) von V* zeige man: Ist o" := keg(f1, f1 + 7 f2)
fiir ein 7 € R\ Q, so ist ¢¥ N M nicht endlich erzeugt und damit C[o" N M] nicht noethersch.

Zwei N-rationale Kegel, deren Schnitt eine gemeinsame echte Seite ist, lassen sich
durch eine Hyperebene ,trennen*; die im folgenden Satz unter 2) aufgefiihrte unmittel-
bare Konsequenz liefert spéter, dafl sich beim Verheften affiner torischer Varietdten zu
allgemeinen torischen Pravarietéiten (separierte) Varietdten ergeben:

2.11 Separationssatz Sind o', 0 zwei N-rationale Kegel, deren Schnitt eine gemein-
same echte Seite T ist, so gilt:

1) Es gibt einu € S, N S_y mit 7 =0 Nut =o' Nu't.
2) S, =5,+5.

Beweis 1) Zunichst gilt S,_,» C S, NS_s/. Wenn lin7 = Kamm(o — ') gilt, so wéhle
man zur Seite Kamm(o — ¢’) von 0 — ¢’ gemif} 1.23 1) und 2.8 ein

u € ((0—0d')YNKamm(o — o))" N M
mit
ut N (o0 —0') = Kamm(oc —o') (=ultn(o’—0)).

Dann folgt — und analog erhiilt man 7 = o/ Nu*:

7 = oNlint = cNKamm(oc —0’') = oN(oc—0o)Nut = oNut.
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Es geniigt also zu zeigen, daf3 die Vektorrdume
lint=(c'No)—(c'No) C (c—0")N (¢’ —0)=Kamm(c — o')

gleich sind: Zerlegen wir z € Kamm(o — ¢’) entsprechend als z = s; — s} = s, — s2, so
ist 1+ 89 =87+ 5, € oNo’ =, also sind sq,s] € 7 nach 1.19 0), d.h. z € linT.

2) Fiir ein u wie in 1) gilt nach 2.8
S; = So+N-(—u)C S, +5. .

Die umgekehrte Inklusion ist trivial, da S, und S_, Unterhalbgruppen von S, sind. =

Die folgende Eigenschaft garantiert zunéchst in 3.2 die Normalitdt torischer Va-
rietdten. Einige Autoren (vgl. etwa [He], ...) betrachten auch nicht saturierte Unter-
halbgruppen und damit ,nicht normale torische Varietédten“; wir gehen darauf jedoch
nicht naher ein. Die zweite Eigenschaft gewéhrleistet, dafl die einem N-Kegel zugeord-
nete torische Varietdt die komplexe Dimension dim V hat:

2.12 Definition FEine Unterhalbgruppe S von M heifit
saturiert, wenn aus m € M, p € N und pm € S stets m € S folgt;

erzeugend, wenn M = S — S gilt, also M die von S erzeugte Gruppe ist.

2.13 Bemerkung Eine endlich erzeugte Unterhalbgruppe S von M ist genau dann
saturiert und erzeugend, wenn ein N-Kegel o mit S = S, existiert.

V' nach

Beweis Fiir einen N-Kegel o ist S, ersichtlich saturiert. Auflerdem enthélt o
1.21 6) eine Vektorraumbasis w1, ..., u, von V* die einen Unterkegel v von oV erzeugt.
Jedes m € M ist eine reelle Linearkombination m = >~ A\;ju;, andererseits findet man
ein m' € yN M mit m +m’ € ~. Insgesamt gilt m’,m +m’ € S, und damit auch

m=m+m')—m'eS, —S,. Also folgt M C S, — S, C M.

Umgekehrt sei S eine erzeugende saturierte Unterhalbgruppe von M mit erzeugen-
den Elementen my, . .., m,. Es bezeichne o den dualen Kegel von oV := keg(my, ..., m,)
inV*AusM =S-S5 CoV -0 =V* folgt nach 1.21, dafl o spitz ist. Ersichtlich liegt
mit my,...,m, auch S in S, = 0¥ N M. Umgekehrt hat jedes m € S, gemif (2.1.1)
eine Darstellung m = > A\;m; mit \; € Q>¢. Fiir geniigend grofies ¢ € N5 sind alle
g\; € N, also ist gm = > _(g\;)m; in S und damit auch m, weil S saturiert ist. =

Aufgabe 2.6 Die saturierte Unterhalbgruppe S von M werde von si,...,s, erzeugt. Man
zeige, dafl S genau dann erzeugend ist, wenn M =S — N - 2;:1 s; gilt.

Nun soll die genaue Beziehung zwischen den N-Kegeln und den endlich erzeugten
saturierten Unterhalbgruppen von M gekliart werden. Dazu verwenden wir eine katego-
rielle Sprechweise.
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Wir wollen zunéchst Morphismen von N-Kegeln einfithren. Dazu eine Vorbemer-
kung: Jeder Gitterhomomorphismus ¢: N — N’ induziert kanonisch einen Vektorraum-
homomorphismus ¢ R := ¢ ® idRr : Ng — N, den wir meist ebenfalls mit dem Buch-
staben ¢ bezeichnen. Weiter sei

lo|:={veo} C V

der ,,Trager von ¢“; wenn das aus dem Zusammenhang unmifiverstindlich erscheint,
schreiben wir auch einfach o statt |o|.

2.14 Definition Ist o ein N-Kegel und o’ ein N'-Kegel, so ist ein Kegelmorphismus
¢ eine Abbildung ¢: (N,o) — (N',o’) mit folgenden Eigenschaften:

1) ¢ definiert einen Gitterhomomorphismus N — N';
2) e(lo]) < lo].

Damit ist ¢ auf o Einschrinkung einer linearen Abbildung von Gruppen. Ferner
ist ¢ genau dann ein Isomorphismus von Kegeln, wenn ¢ einen Gitterisomorphismus
induziert und ¢(|o|) = |o’| gilt. Wir erinnern daran, dafl ein Gitterisomorphismus eine
unimodulare Abbildung, also durch eine Matrix aus GL(n,Z) gegeben ist; diese hat
damit die Determinante +1.

2.15 Beispiel Sind 0,0’ € Ay (V) mit ¢’ C o und bezeichnet j: 0’ — o die Inklusions-
abbildung, so ist
¢ = (idn, 9): (N, 0') — (N, 0)

ein Kegelmorphismus. Wir heben zwei Spezialfille hervor:
1) ,,Seitenmorphismus®: Man betrachte den Fall ¢/ < o.

2) Durch v € 0°NN wird eine ,,Unterteilung von o* induziert: Jedem 7 <; ¢ entspricht
der (dim o)-dimensionale Kegel 7, := keg(v, 7). Es gilt

ol = | Inl-

T<10

Mit den zugehorigen Inklusionen ), ergeben sich Kegelmorphismen
¢ := (idn,9r,): (N, Ty) — (N, 0) .

Man sieht unmittelbar:

2.16 Bemerkung Jeder Kegelmorphismus ¢: (N, o) — (N',0’) induziert auf funkto-
rielle Weise einen Morphismus

o (M, (]R”/)*) — (M, (IR")*) mit m' +—m op
und damit Morphismen

o (M, 0") — (M,0") sowie S(p):=¢* Sy — S, .m
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Als néchstes betrachten wir saturierte endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgrup-
pen S von M. Ein Morphismus von Unterhalbgruppen v: (M, S) — (M, S’) ist ein Grup-
penhomomorphismus ¢: M — M’ mit ¢(S) C S’; wir schreiben auch kurz ¢: S — S’.

Damit haben wir die Klasse der spitzen Gitterkegel einerseits, die der endlich er-

zeugten saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen andererseits zu einer Kategorie ge-
macht.

2.17 Bemerkung Der Funktor
(N,o) = (N*,S5), o— "

zwischen der Kategorie der (spitzen) Gitterkegel und der Kategorie der endlich erzeugten
saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis Nach dem Lemma von Gordan ist S, endlich erzeugt, nach 2.13 sind damit die
endlich erzeugten saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen genau die Bildelemente
unter der Zuordnung. Diese ist offensichtlich funktoriell; eine Umkehrung wird durch

(M,S) — (M*,keg(S)v), Y "
gegeben, denn es gilt wegen der Saturiertheit von S zunéchst
(keg(S))vv NM*™ =keg(S)NM =S5

Ist ¢: (M,S) — (M’',S") ein Morphismus, so bestimme man geméif 2.13 spitze Gitter-
kegel o und ¢/ mit S = S, und S’ = S,/. Sind m, ..., m, Erzeugende von S, so ist
oV = keg(mu,...,m;) sowie ¢ (keg(my,...,m,)) = ¢<keg(¢(m1), . ,@D(m,&)) c o’V
und damit ¥** = 1. =

¢ 2 Anhang: Der Elementarteilersatz

Ist Vy Untervektorraum des Vektorraumes V', so existiert stets ein direktes Komplement
Vi cV,ie, V = Vy@® Vy. Dies gilt fiir abelsche Gruppen nicht allgemein, wie das
Beispiel Z - 2 C Z zeigt. Dennoch gilt fiir spezielle Gitter ein Zerlegungssatz, was wir
nun beweisen wollen. Dafiir zeigen wir zunéchst ein wichtiges Resultat iiber endlich
erzeugte freie abelsche Gruppen (der Beweis ist allgemeiner fiir Hauptidealbereiche R
statt Z richtig, was wir in 19.24 in einer dquivalenten Version benutzen):

2.18 Elementarteilersatz FEs sei U eine Untergruppe einer endlich erzeugten freien
abelschen Gruppe F' vom Rang mn. Dann existieren eine Basis (z1,...,x,) von F, ein
p € N und positive Zahlen €1, . ..,e, € N, so daf$ gilt:

1) Die Elemente €121, . ..,ep2, bilden eine Basis von U.

2) Firj=1,...,p—1 wird ;41 von ¢; geteilt.
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Vorbereitend zeigen wir folgendes

2.19 Lemma In der Situation von 2.18 gelte U C aF fiir kein anderes Ideal a — 7Z als
fiir a = Z. Dann enthélt U ein Element, das Teil einer Basis von F' ist.

Beweis Es sei (f1,..., fn) eine Basis von F'; die Menge
i = {reiz; Elu:ZrifiEU, i mit r=r;}
i=1

ist ersichtlich ein Ideal in Z. Die Voraussetzung an U besagt, dal 1 der grofite ge-
meinsame Teiler aller Elemente aus i ist. Man kann sogar schon mit endlich vielen
Uiy ..., Uy € U erreichen, da§ der kurz mit ggT(uy,...,u,,) bezeichnete ,grofite ge-
meinsame Teiler dieser u; den Wert 1 hat.

Zunichst zeigen wir, dafl man stets eine Basis von F' finden kann, in der m < 2
wéhlbar ist. Andernfalls ist nach dem Prinzip vom kleinsten Verbrecher das kleinste m,
das fiir geeignetes U und geeignete Basis von F' auftritt, mindestens 3. Man wéhle dazu
teilerfremde wuq,...,u,, € U. Fir g := ggT(ug,...,uy) und j = 2,...,m liegen alle
vj = u;/g in F. Weil m minimal ist, enthélt die Untergruppe Z - (va,...,vy) von F
ein v, das zu einer Basis von F' ergédnzt werden kann. Aber U enthélt u; und gv mit
geT(u1, gv) =1, so dal m = 2 doch realisierbar ist!

Der Fall m =1 ist einfach: Es gibt zu u; € U eine exakte Sequenz
0= Zw — F — F/(Z-u) — 0.

Die Gruppe F := F/(Z - uy) ist ,torsionsfrei“, i.e., aus mf = 0 mit m € Z folgt m = 0
oder f = 0. Damit ist F' frei ([ScheSt, Satz 61.9]), also ist F = Z - u; & F und u; somit
Teil einer Basis von F'.

Der Fall m = 2 ist listig: Zu ,teilerfremden® uy, us € U seiu; = a(ayf1+...+anfn)
mit ggT(aq,...,a,) = 1. Dann ist y; = uj/a als unteilbares Element gem&f dem Fall
m = 1 zu einer Basis von I ergénzbar; ist a eine Einheit, so ist u; Teil einer Basis. Nun
sei a eine Nichteinheit. Durch Induktion iiber die Anzahl k > 1 der Primfaktoren von
a zeigen wir die Behauptung. Dazu seien (y1,...,yn) eine geeignete Basis von F' und

Ug =: Z?:l bjyjl
ok = 1% Ist ggT(a,b;) =1, so wihle man r, s € Z mit ra + sb; = 1. Dann ist auch
(y1 +s 2?22 bjy; Y2, -.,Yn) eine Basis von f, und es gilt

n n
Y1+ stjyj = ray; + sbiy1 + stjyj = ru; +sus € U.
j=2 j=2
Ist dagegen a ein Teiler von by, so folgt mit ¢ := by /a einerseits

ay1—|—2bjyj = ((1—t)a—l—ta)y1—l—2bjyj = I-tHur+u € U.

=2 =2



28 Kapitel I Grundlegende Definitionen und Beispiele

Andererseits folgt ggT(a,be, ..., b,) = ggT(a,by,...,b,) = ggT(u1,us) = 1, also erhal-

ten wir mit dem System (ay; + 2?22 b;y;,Y2,...,Yn) eine Basis von F.

ok = k+ 1% Es sei a = ga’ mit einer Primzahl q. Geméfi dem Fall & = 1 existiert
eine Basis (21,...,2,) von F, fiir die 21 € Z - (qy1,u2) und damit v} = a’z;y € U
gilt. Fiir v} und die Darstellung us = Z?Zl ¢jz; in der Basis (21,...,2,) kann man

die Induktionsvoraussetzung anwenden, da a’ weniger Primfaktoren als a hat, wenn
ggT(u),us) = 1sichergestellt ist. Nun ist letzteres einerseits ein Teiler von ggT(u}) = d/,
andererseits jedoch von ggT(us). Aus ggT(a,by,...,b,) = 1 folgt jedoch erst recht
geT(a,uz) =1.m

Beweis von Satz 2.18 Ohne Einschrankung sei U # 0. Wir fithren Induktion iiber
n. Der Fall n = 1 ist trivial. Fiir allgemeines n und eine Basis von F' sei nun a(U) der
grofite gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von Elementen aus U; da eine Untergruppe
U’ von F mit U = a(U)U’ existiert, sei ohne Einschrankung a(U) = 1. Dann existiert
nach 2.19 eine Basis (y1,...,¥y,) von F mit y; € U. Zu F' :=7Z - (ya, ..., yn) existieren
nach Induktionsvoraussetzung eine Basis (22, ..., 2,) und Elemente €g,...,&, € Z*, so
daB ejyqle; fir j=2,...,p—1und UNF' =7 (6222, ..., Ep%p) gelten. Damit ist

U =7 (y1,6222,...,p2p)

und als Basis von F' kann man

(22, Zps Y1y Zptls - - - 5 Zn)

wéhlen. Schliefllich ist noch €, = 1 zu setzen (fiir allgemeines a(U) ergeben sich damit
als ,Elementarteiler” die Zahlen a(U)eq,...,a(U)). =

2.20 Korollar Ist N ein Gitter im Vektorraum V und Vj ein p-dimensionaler Unter-
vektorraum von V', so existiert eine Zerlegung

(V,N) = (Vo xR"P VoNN & Ny)

mit einem Gitter No in R™" P,

Beweis Wihlen wir x;,y; und &; wie in 2.18 zu U := Vo N N C N =: F, so liegt mit
jedem y; = e;x; auch y; /e; = x; in N N Vy; also ist Vy N N ein direkter Faktor von N. m
Aufgabe 2.7 Fiir die Kante p eines Kegels o € &y (V) zeige man, daf} in einer geeigneten
Basis (eq, ..., en) die Darstellung p = keg(ey) gilt.

Fiir eine explizite Berechnung der z; und €; in 2.18 sei auf die Bestimmung der
Smith-Normalform in [AdWei, 5.3] verwiesen.



3. Affine torische Varietaten

In diesem Paragraphen sei ein Gitter NV im Vektorraum V = Ny = IR" fixiert. Wir
wollen jedem (spitzen) N-Kegel im n-dimensionalen Vektorraum V' eine komplexe n-
dimensionale affin algebraische Varietédt X, zuordnen. Dazu erinnern wir an einige Be-
griffe aus der algebraischen Geometrie [Ha, Sh, AG]:

Es sei A eine kommutative reduzierte C-Algebra mit einem Erzeugendensystem
ai, ..., a,. Dazu existiert ein eindeutig bestimmter Algebrahomomorphismus

(3.0.1) e:C[T| :=C[Ty,....T,) » A, T,—a;;

alsoist A = C[T1,...,T,]/ ker ¢. Unter dem Spektrum Sp(A) von A verstehen wir immer
das Maximalspektrum:

(3.0.2) Sp(4A) = {m;m maximales Ideal in A} = Homas(4,C) .

Insbesondere ist Sp(A) eine affin algebraische Varietdt. Wir werden sie mit der Zariski-
Topologie und auch mit der feineren C-Topologie betrachten. Die Surjektion ¢ induziert
eine Einbettung

(3.0.3) Sp(A) — Sp(C[Ty,...,T,])=C",

die damit die komplexe Topologie auf Sp(A) beschreibt und ,, Koordinaten“ (yi,...,y,)
einfiihrt, die Sp(A) in C" darstellen.

Ist nun S eine kommutative (additiv geschriebene) Halbgruppe mit 0, so wird der
C-Vektorraum

(3.0.4) cls] =  c-x"

u€S
mit formalen Elementen x* durch die Setzung x* - X“/ = X“JF“/ eine C-Algebra. Jedem
Homomorphismus von Halbgruppen ¢:S — S’ entspricht ein ,,monomialer Algebraho-
momorphismus*
(3.0.5) 0, :=C[I] : C[S] — C[S'], x*+— x"™ .

3.1 Beispiel Zwar wird das duale Gitter M = Homy (N, Z) als Gruppe von den kanoni-
schen Basisvektoren f1,..., f, € V* erzeugt, fiir eine Erzeugung von M als Halbgruppe
mufl man dies System jedoch zu (£ fi,...,+f,) erginzen. Man setzt

Tp=xTt, T =70, T =T T fiir u=(uy,...,up) €M
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und nennt

CM] = @PC-x* = Cn, Ty, . T, T, '] == C[T*]
ueM

die ,,Laurentalgebra“ oder ,,Algebra der Laurentpolynome®. Sie ist nullteilerfrei und
damit insbesondere reduziert. Die Elemente heiflen Laurentpolynome.

Wenn man die Algebra C nur als multiplikative Halbgruppe betrachtet, so erhélt
man eine Bijektion

(3.1.0) Homgpg, (S, C) = Homa(C[S],C), z— (d:x" — z(u)) .
Ist S sogar eine Gruppe, so gilt ersichtlich

(3.1.1) Homyyg, (S,C) = Homg,(S,C") .

Zu einer Unterhalbgruppe S von M gehort eine Inklusison
(3.1.2) C[S] c C[M];

insbesondere sind die Elemente von C[S] als Laurentpolynome darstellbar. Damit ist
C[9] fiir endlich erzeugtes S eine nullteilerfreie affine Algebra.

Aufgabe 3.1 Fiir Unterhalbgruppen S, S’ von M und C(S) := Q(C[S]) zeige man die Aqui-
valenz folgender Eigenschaften:

i) S—S=5 -5

ii) C[S — 9] =C[s - 9'];
iii) C(S) = C(9");
(fiir 3.3).

Aufgabe 3.2 Es seien S’ C S endlich erzeugte Unterhalbgruppen von M. Man zeige: Der
induzierte Morphismus v: Sp(C[S]) — Sp(C[S’]) ist genau dann birational, wenn fiir die zu-
gehorigen Gruppen gilt

(3.2.1) -5 =85-5.

3.2 Bemerkung Es sei S eine endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgruppe von M.
Dann ist S genau dann saturiert, wenn C[S] ein normaler Ring ist.

Beweis ,=“ Nach 2.13 existiert ein N-Kegel o mit S = S,. Zunéchst sei o ein Strahl

p, ohne Einschrankung sei p = keg(e;) fiir den Basisvektor e; € V. Offensichtlich gilt
fiir die duale Basis (f1,..., f,) von V*

S, = N-fi & Pz fi
1=2
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und damit
C[S,] = CTy,T», Ty ",...,T,,,T,; '] C C[M].

Mit C[T] ist auch dessen Lokalisierung

Clh, T, Ty ', ..., Tn, T, = C[T)ryr, = (- (C[T)1) 15 - -

),

normal: Ist ndmlich allgemeiner R ein normaler Ring und p ein Primideal, so ist auch
R, normal: Ist S := R\ p, und ist ¢ € Q(R) ganz iiber Ry, so existiert eine Gleichung
q"+ Y (ri/s))d" 7 =0
j=1
iiber R,. Nun liegt s := s1-...-S,, in S. Multiplikation mit s gibt mit ¢; := s/r;/s; € R
eine Ganzheitsgleichung

()" + 3 ey(sq)" 7 = 0

fir ¢s iiber R. Da R normal ist, liegt ¢s in R und somit ¢ = ¢s/s in R,,.

Fiir allgemeines o mit Strahlen p1,...,p, gilt 0 = ) p;, also 0¥ = ((p) und
So = (1S,,. Daher ist

cis,) = (els,] c e

j=1
als Durchschnitt normaler Unterringe von C[M] wieder normal.

,<=“Fir p € Nyg und m € M mit pm € S ist m € S zu zeigen. Mit der Unbe-
stimmten T ist 7?7 — x?™ € (C[S])[T] eine Ganzheitsgleichung fiir y™ € C[M] C C(M);
wegen der Normalitat von C[S] liegt x™ in C[S], also m in S. =

Der Bequemlichkeit halber wollen wir folgende Sprechweise verwenden: Als

— ,Kategorie der Gitterunterhalbgruppen“ bezeichnen wir die Klasse aller endlich
erzeugten saturierten erzeugenden Untermonoide von Gittern mit den am Ende
von § 1 eingefithrten Morphismen,

— ,Kategorie der Laurent-Teilalgebren“ bezeichnen wir die Kategorie aller affinen
Algebren der Form C[S,|; die Morphismen v: C[S,] — C[S,/] seien ,,monomial®,
i.e., fiir jedes m € S, gibt es ein m’ € S, mit PY(x™) = xX™ .

3.3 Satz Der Funktor auf der Kategorie der Unterhalbgruppen mit Werten in der
Kategorie der Laurent-Teilalgebren, gegeben durch

F:S+— C[S], ¢ Cly]

ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Beweis Nach 2.13 kommt jede der betrachteten Gitterhalbgruppen S von einem N-
Kegel o; also ist F'(S) eine Laurent-Teilalgebra, und jeder Morphismus C[p] ist nach
(3.0.5) monomial. Ersichtlich ist F' funktoriell.
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Kommen wir zum Umkehrfunktor: Jede Laurentalgebra C[S] der Bildkategorie tritt
als Bild des Monoids S aller Exponenten m mit x" € C[S] auf. Die Halbgruppe S ist
genau dann endlich erzeugt, wenn die Algebra C[S] endlich erzeugt ist: Es sei M := S—S.
Ist (ohne Einschréinkung) x°',..., x*" ein Erzeugendensystem von C[S] und x* € C[S],
so hat x*® in der graduierten Unteralgebra C[S] von C[M] eine Darstellung x* = [[ x*%,
also gilt s = )" a;s;. Weiter ist S nach 3.2 saturiert.

Es sei nun ¢: C[S] — C[S1] ein monomialer Algebrahomomorphismus; wir haben
ihm einen ¢: S — S’ zuzuordnen. Wir setzen wieder M = S — S und M; = S; — 5.
Nach Aufgabe 3.1 ist C[S] eine Unteralgebra von C[M] und C[S;] von C[M;]. Zu 9
existiert eine eindeutige Fortsetzung als monomialer Algebrahomomorphismus

(3.3.1) »:C[M] — C[M].

Denn es sei C[M] = Clwy,w;?, ..., Wy, w;'] und C[M;] = Clz1, 275, ..., 2, 2, 4], Fiir

die kanonische Basis (f1,..., fin) von M existiert wegen M = S — S ein u € S, das
u+ f; € S fir j = 1,...,m erfiillt. Das Element w*™/i aus C[S] hat in C[M] die
Zerlegung w'tfi = wtwfi = w"w;. Wenn die gesuchte Fortsetzung existiert, so muf} sie

(3.3.2) Y(wy) = Y N pw"), j=1,...,m

erfiillen. Da andererseits durch die Vorschrift (3.3.2) ein monomialer Algebrahomomor-
phismus des Typs (3.3.1) definiert wird, haben wir die Fortsetzung konstruiert.

Der fortgesetzte Algebrahomomorphismus 1) bestimmt nun eindeutig einen Grup-
penhomomorphismus ¢: M — M;. Aus ¢(C[S]) C C[Si] folgt, weil ¢ monomial ist,
ersichtlich ¢(S) C S1, so dal wir insgesamt den gesuchten Halbgruppenhomomorphis-
mus erhalten.

Wir zeigen nun, daf§ S durch C[S] bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist: Jeder
(monomiale) Algebraisomorphismus : C[S|] — C[S;] liefert einen Monoidisomorphis-
mus : .S — S’. Denn geméf (3.3.1) verschaffen wir uns zu ¢ die Fortsetzung

Y: Clwy, wi .. wm, wyt] — Clzy, 270 20, 20 Y, w; — zM
mit p; = (5, .-, 15,) € Z" := N C Ng. Entsprechend hat die Umkehrung die Form
Y Clz, 27 — Clw,w™], 2z w"

mit v; € Z™. Damit gilt fir j =1,...,m:

n

wy = 61y = [[urte) = [Lum.
u=1

=1

Daraus ergibt sich fiir j, k = 1,..., m die Beziehung ;v = d;5. Entsprechend folgt aus
zi = Y (w"") die Beziehung v;;u,r = d;,. Insbesondere sind die Matrizen (u;;) € Z™*"
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und (v;;) € Z"*™ zueinander invers, also gilt m = n, und die Matrix (u;;) ist unimodu-
lar, definiert also einen Gitterisomorphismus. Da ein Gleiches fiir die Umkehrung gilt,
ist das induzierte ¢ ein Isomorphismus.

Weil die beiden Funktoren einander umkehren, folgt die Behauptung. =

Fiir einen N-Kegel o ist die Halbgruppe S, nach dem Lemma von Gordan 2.10
endlich erzeugt. Wir setzen:

3.4 Definition Mit A, := C[S,] bezeichnen wir die zu o assoziierte Algebra und mit
X, := Sp(C[S,]) die zugehdrige affine ,torische® Varietét.

Fir x* € C[S,] = O(X,) und = € X, = Hompg, (s, C) ist

(3.4.0) x“(z) = z(u).

3.5 Bemerkung Die affine torische Varietéit X, ist normal und damit insbesondere
irreduzibel.

Beweis Nach 3.2 ist die Algebra regulidrer Funktionen O(X,) = C[S,] normal, was
wegen X, affin dquivalent zur Behauptung ist ([AG, Satz 11.2]). =

Wir kommen auf die Situation von (3.0.1) zuriick: Es seien (eq,...,e,) eine Basis
von N, (f1,...fn) die duale Basis von M und T} := x/* € C[M]. Fiir ein Erzeugenden-
system (uy,...,u,) von S, erhilt man einen Algebrahomomorphismus
(3.4.1) e:C[T| =C[Ty,....T,] — As, T;— X"

damit sind die durch T; gegebenen Funktionen die Koordinaten von X, in C".

Wir sehen uns wieder unsere elementaren Beispiele an:
3.6 Beispiele 1) S, = M liefert A, = C[M] = C[Ty, T ", ..., Ty, T; '] und damit
X, = Sp(C[M]) = (C*)* =:Tn,
den algebraischen Torus zu N. Also gilt nach (3.0.2) und (3.0.5)
(3.0.2

Ty = ) Homye(C[M], C) Homyyg, (M, C)
= Homg, (M, C*) = Homz (M, C*) = Homz(M,Z) @z C* = N @z C* .

(3.0.5)
(3.6.1) -
Dabei wurde der Isomorphismus

Homgz(M,Z) ®z C* — Homgz(M,C"), (p,t)—t-¢

verwendet. Wir schreiben fiir einen algebraischen Torus auch einfach T bzw. T™, wenn
wir die Dimension festhalten wollen. — Fiir N-Kegel o wissen wir bereits, dafl sich die
Elemente der Algebra A, als Laurentpolynome aus C[M] schreiben lassen.
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2) Ist o = keg(ey, ..., en), so gilt 0¥ = keg(f1,..., fn) und damit
A, = CT,...,T,] sowie X, =C". =

Die in 2.5 betrachtete Zerlegung ist auch mit der Bildung affiner torischer Varietéten
vertréglich:

3.7 Bemerkung Ist o ein N-Kegel in V und ¢’ ein N’-Kegel in V', so ist o & ¢’ ein
(N & N')-Kegel in V' x V' und es gilt

(371) XU@U/ = XU X Xg/.

Beweis Die erste Behauptung ist unmittelbar zu verifizieren. Andererseits gilt ersicht-
lich Spqo =2 Sy @ Sy, und damit folgt

XU@U/ = HOIIngr(SU@g/,C) = Homng(Sg () Sg/,C)
= Hompg, (Sy, C) x Hompg, (So,C) = Xo X Xpr.  m

3.6 Beispiele 3) Ist p := dimlin o, so induziert die Zerlegung 0 = o’®o0 C IR? x R"™?
aus 2.4 nach (3.7.1) eine Zerlegung

(3.6.2) X, = X, x (CH)P
nach 3.7 und 3.6 1). Wahlen wir speziell in 3.7

o =keg(ey,...,ep) C IRP = RP x {0} — IR x R"" 7,
so ist nach 3.6 2)

(3.6.3) X, = CPx (C)"P. =

3.8 Beispiel Wir kommen auf die in 2.7 untersuchten elementaren Beispiele zuriick;

dabei bezeichne o;, _; := keg(vi,,...,v; ) und entsprechend
Ail---ir = C[Sml‘.‘ir] - C[Tlil7 . '7T1i|:1] :

n = 1 Fiir vq := ey ist A; = C[T1].

n = 2 Fiir v; :=eg, v2 :=me; — €2, v3 := —e; ist

Ay = CITEL T, Ay =C[Ty Y (T, Az = ClTI7 Y, T,
A12 = C[TlTQJ,] = 0, e ,m], A13 = C[Tl_l,Tg], A23 = C[TflTQ_m,TQ_I].

n = 3 Fiir vy :=e€1, vy :=eq, v3:= —(e1 +€3), vq := —(eg + €3) ist

Apgzs = O[Ty Ty L T Ty Ty
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Aufgabe 3.3 In den Bezeichnungen von Beispiel 3.8 mit n = 3 und v5 := e3 — 2(e; + e2)
bestimme man die auftretenden Aj; .

Aufgabe 3.4 Man zeige, daf§ fiir einen reguliren Kegel o die Varietdt Xs regulér (i.e., singu-
laritdtenfrei) ist (fiir 6.5).

Die Umkehrung der Aufgabe 3.4 wird in 6.5 gezeigt. Insbesondere ist jede regulire
affine Varietiit X, von der Form C4m? x g*eodime,

Die Algebren A, und damit die affinen Varietdten X, haben eine sehr speziel-
le einfache Darstellung, in der wir folgende Bezeichnung verwenden: Fiir r-Vektoren
a:=(ay,...,a.) € N und p:= (ug,...,u,) € (9)" sei

(o, py = Zaiui e S.
i=1

3.9 Lemma FEs sei S eine Unterhalbgruppe mit 0 von M. Ist u = (uq,...,u,) ein
Erzeugendensystem von S und b das von den Binomen T® — TP fiir o, 3 € N” mit
(o — B, uy = 0 in C[T] erzeugte Ideal, so induziert der Homomorphismus (3.4.1) einen
Algebraisomorphismus

Cls] = C[n,...,T)]/b.

Beweis Offensichtlich ist ¢: C[T] — CI[S], T; — x™ surjektiv; es bleibt b = ker ¢ zu
zeigen. Aus T® — TP € b folgt (T — TP) = xtor) — B =0, also gilt b C ker .
Umgekehrt sei Y 7 AT aus kerp. Damit ergibt sich in naheliegender Weise die
Darstellung

p

0 = (> NT*) = > Ax @™ =3 (Y A)x".

i =1 i =1 u€S (ay,pu)y=u

Da (x")ues eine Vektorraumbasis von C[S] bildet, kénnen wir annehmen, daf alle «;
das gleiche Element u = (ay, p) liefern. Also folgt Y. A; = 0 und daher A\ = — >0, A,

Damit ist
p P

SONTY = Y N(T* -T™) € b.u

i=1 1=2

Aufgabe 3.5 Essei S :=Z-mj+Z-mgo C Z mit teilerfremden m; € N5 . Man bestimme das
Ideal b in 3.9.

3.10 Bemerkung In Beispielen erweisen sich folgende Prinzipien oft als niitzlich:

1) Ist S, von einem Teil einer Monoidbasis der Form (£f1,...,%f,) von M erzeugt,

so ist die zugehorige affine Varietédt nach 3.7 und 3.6 3) isomorph zu einem Produkt
der Form C? x (C*)"~P.
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2) Man schreibe A, geméf 3.9 in der Form C[T]/b. Existieren Binonome B;,j € J in
b, so daB8 Sp(C[T]/(Bj,j € J)) eine normale algebraische Varietéit der Dimension
dim X, ist, so induziert die zu (Bj,j € J) C b gehorige Inklusion

Xo < Sp(C[T/(Bj,j € J))

einen Isomorphismus algebraischer Varietéiten, vgl. Aufgabe 3.12.

Das konnen wir in folgendem Beispiel verwenden:

3.11 Beispiele In den Bezeichnungen von 3.8 gilt fir X,, , = SP(Aail...ik):
n=1 X, =C.
n=2 Nach 3.10 1) ist X,, 2 C* x C und X,, = C x C*,

X, =Sp(As,) = Sp(C[Ty Y, (T1T3") 1)) 22 Sp(C[V1, Ya, Y3)/(YaY3—1)]) = CxC*,

Xoyy 2C? X,y = Sp(Agy,) = Sp(CIT T ™, To 1) = Sp(C[Y:, Ya]) = €2,

013 023

wihrend man fiir A;5 mit m = 2 in den Bezeichnungen von 3.10 2) By = Y22 -Y1Ys
wiahlen kann; also ist

Xop, = {(z,y,2) € Oy = 22}

ein quadratischer Kegel im € mit einer Singularitét in 0, vgl. Figur 3.1.

FI1GUR 3.1 Affiner quadratischer Kegel
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Auf den Fall m > 3 werden wir in 9.2 zuriickkommen.

n=3 Wiederum verwenden wir 3.10 2), diesmal mit B; = Y1Y; — Y2Y3; damit erhalten
wir den Segrekegel

X ~ V(CH Y Y, —Y3Y,) — €.

01234

Aufgabe 3.6 Man bestimme zu den A;;, von Aufgabe 3.3 fiir n = 3 die Varietéten X .

3.12 Bemerkung Ein Kegelmorphismus ¢: (N, o) — (N’, 0’) induziert nach 2.16 und
(3.0.5) einen monomialen Algebrahomomorphismus

Cle*]: C[S] — C[S'], x* — x¥ W
und damit auf funktorielle Weise einen Morphismus von Varietéten

0. = Sp(p) : Xy = Hompg, (S, C) — Hompg, (S,,C) = Xy, x+— 00"

3.13 Beispiele 1) Sind 0 = 0 und ¢’ = 0/, so ist der Morphismus

SO*:’]TN:XO' —)XU/:TN,

ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt (z 4+ y) o ¢* = x o * + y o ¢* in

Homyyg, (M’, C).

2) Fir 7 < 0 € Ay (V) ist der zugehorige ,,Seitenmorphismus“ durch
(3.13.1) Jor: X7 = Homypg, (S-,C) — Hompg (S+,C) =X,y ¢ +— ¢ls,
gegeben. Es gilt also insbesondere:

Joy = Jor©Jry flir v < 7 < 0.

Wir wollen den Seitenmorphismus weiter untersuchen; dazu erinnern wir an folgen-
den Begriff: Fiir eine affin-algebraische Varietdt X und eine reguldre Funktion f auf X
bezeichnet X; := X \ N(X; f) die zugehorige (offene) Hauptmenge.

3.14 Lemma Ist 7 Seite eines N-Kegels o, so ist X, vermoge des zugehorigen Seiten-
morphismus eine Hauptmenge in X, .

Beweis Wihlen wir gemiifl 2.8 ein u € (¢ N71)°, so ist S, = S, + N (—u). Dann
haben die Basiselemente des Vektorraumes A, in C[M] die Gestalt

XU = XY/ (X")?P mit weS,, peN.
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Also ist A, die Lokalisierung (A, )y«, und damit folgt X, = (X,),« ¢ X,, vgl. [AG,
3.23].

Konkret 148t sich die Inklusion wie folgt realisieren: Zu u wéhle man ein Erzeugen-
densystem (uq,...,ux) von S, mit ux = u. Dann ist (uq, ..., ug, Ugr1) Mit ugy == —u
ein Erzeugendensystem von S;. In S, gilt aufler der Relation ug + ug11 = 0 keine
neue Relation: In einer Relation Zf;l nju; = Zf;l mju; mit nj,m; € N sei ohne
Einschrankung ng41 > mg41; Subtraktion von my41ug41 auf beiden Seiten liefert ohne
Einschrankung my1 = 0; Addition von ngyqug liefert wegen uy + ug1 = 0 eine dqui-
valente Relation nur in uq,...,ux. Also kommt in der Algebra A, in der Bezeichnung
y; = T" zu den Relationen in A, als einzige neue die Relation yxyr+1 = 1 hinzu. Daher

bildet die Projektion

pr: Ck+1 — Ck, (y1, . --,yk—|—1) = (yl, . '7yk)

die affine Varietit X, isomorph auf {y € X,;yr # 0} ab. Dafl die Abbildung die
gewiinschte Form hat, ergibt sich etwa aus folgendem kommutativen Diagramm:

Hompg, (S-,C) = Homaj(C[S;],C) — Homp(C[Ty,...,Tk41],C) = ckHt

s l l [

Homyyg, (S5, €) =2 Homaye(C[S,],C) —  Homay (C[T1,..., T}, C) o

1%

mit F: ¢ — ¢|S,. =
Wir erhalten also folgende Darstellung fiir u € (¥ N 71)° und y =

(3.14.0) Xr = (Xo)y, -

3.15 Korollar Die affine torische Varietidt X, enthélt den Torus T = X, als Zariski-
offene dichte Teilmenge; insbesondere ist sie rational und n-dimensional.

Beweis Fiir die affine Varietét X, wenden wir die Uberlegungen des letzten Beweises
auf 7 = 0 < o an. Es sei dazu mit u, € (6¥ N 71)° = (¢V)° ein Erzeugendensystem
(u1,...,ur) von S, gegeben. Dann hat die zugehorige Abbildung nach (3.4.1) die Gestalt

T=X, = X, CF, t=(t1,...,t) — (%, ... t")
und induziert einen Isomorphismus
T — X, N (CHE, t— (1, ... 1) .
Da X, irreduzibel ist, liegt die offene Teilmenge X, dicht in X,, und es gilt

dmX, = dimX, = n.n=

Wir werden in Punkt 7) des kleinen Worterbuches von § 7 sehen, dafl umgekehrt
X,c X, impliziert, dafl 7 Seite von o ist.
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Aufgabe 3.7 Man gebe fiir die folgende Beschreibung von Morphismen algebraischer Gruppen
kanonische Isomorphismen an:

i) Mor(C*,C*) > 7Z;
ii) Mor((C*)™,(C*)") =2 Hom(Z™,Z") (fiir 6.7).
Wir wollen 3.14 am Beispiel 3.11 fiir n = 2 und m = 2 illustrieren.
3.16 Beispiel Fiir N = Z? C R? mit
vl = ey, Uy =2e1 —eg, U3 = —e1, 0; =keg(v;), 05 = keg(v;,v;)
gilt im Beispiel 3.11 unter Verwendung von 2.9:

Xoy = (Xop)yn = {(z,y,2) € Cy?=z2,2 40} = C* xC
Xoy = (Xop)yriters = {(z,9,2) € Cy? =22,2#40} = CxC*
XUB = (X013>xf2 =~ CxC" = (X023>x—f2 .

Aufgabe 3.8 Man untersuche entsprechend zu 3.16 Beispiel 3.11 fiir n = 3.

3.17 Bemerkung Der von einem Kegelmorphismus ¢: (N,0) — (N',0’) geméf 3.12
induzierte Morphismus ¢,: X, — X, ist nach Konstruktion ,torisch®, i.e., fiir die Inklu-
sionen X, — C" und X, — C" gemé&B (3.0.5) existiert ein kommutatives Diagramm

X, — C"
e
Xy — CT/ >

wobei ®: C” — C€” durch Monome gegeben ist.

Grundlegend fiir die Theorie torischer Varietéten ist folgende Toruswirkung:

3.18 Bemerkung Ist o ein N-Kegel, so wird durch den Algebra-Homomorphismus
C[S,] — CM]®cC[S;] = C[M x S5], x"x"@x"
eine Toruswirkung
Ty x Xo — Xo; (L) —t-x
mit
Homypg, (M, C*) x Hompg, (S5, C) — Homyig, (S,, C)
(t,z)— (¢t -z =tz:u— t(u)z(u))

definiert. Beide Abbildungen sind mit Seiteninklusionen vertréglich. Insbesondere setzt
die Torusoperation die Multiplikation von Ty = X, ¢ X, auf X, fort. In der Dar-
stellung gem&B (3.0.1) hat sie mit den Erzeugenden uq,...,u, von S, aus (3.5.1) die
Form

(3.18.1) Ty x Xo — Xo, (t,x) — (" 2y, t%x,) .
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Beweis Zu y“®@x" € C[M x S,] gehort nach (3.4.0) ersichtlich auf Ty x X, die reguléire
Funktion (t,z) — t(u)z(u). Also ist nur die Vertraglichkeit mit 7 < o zu verifizieren.
Fiir o = o ist die Wirkung gerade die Multiplikation von Ty . Fiir die offene dichte
Teilmenge X, von X, schrinkt sich die Wirkung Ty x X, — X, zu Ty x X, — X,
ein, also ist die stetige Wirkung von Ty auf X, als Fortsetzung eindeutig bestimmt.
Insbesondere ergibt sich nach 3.14, dafl die Wirkung auf der Hauptmenge X, von X,
durch Einschrénkung gegeben ist. m

Es seien X eine G-Varietdt, X’ eine G’-Varietit und ¢: G — G’ ein Morphismus
algebraischer Gruppen. Wir nennen einen Morphismus der algebraischen Varietéiten
f: X — X' (¢-) dquivariant, wenn f mit der Wirkung der Gruppen vertauschbar ist:

flg(@)) = @(g)(f(z)) firale z€X,9eG.

3.19 Bemerkung 1) Ist 7 Seite eines N-Kegels o, so ist der Seitenmorphismus
Jor: X+ — X, beziiglich der Wirkung aus 3.18 dquivariant.

2) Ist ¢: (N,0) — (N',0’) ein Kegelmorphismus, so ist der induzierte Morphismus
Yy Xy — Xy beziiglich po: Ty = X, — Xy = Ty dquivariant.

3) Sind ¢ in V und ¢’ in V/ N- bzw. N’-Kegel, so ist C[S, & S,/] = C[S,] ®¢ C[Sy]
und (vgl. 3.7)

TNEBN’ & TN XTN/ und Xo-@g/ = XUXXUI-

LaBt man Tngn komponentenweise auf X, g,/ operieren, so wird die Produktzer-
legung dquivariant, da letzteres auf den durch die entsprechenden Tori gegebenen
offenen Teilmengen gilt.

4) Ist dimo = d, so gehort zur Zerlegung o = o’ @ o’ C RY x IR eine kanonische
(dquivariante) Produktzerlegung

(3.19.1) X, = X xT ¢,

Beweis fiir 2): Aus ¢(0) = 0" € N’ folgt, da ¢ eine regulidre Abbildung ¢g: X, — X,
induziert, die nach (3.13.1) bei Identifikation mit T bzw. Tx/ ein Gruppenhomomor-
phismus ist. Die Kommutativitit des Diagramms

Th xXo — X,

J/SDOXSD* J/SD*

TN/ X XU/ — Xg/
folgt nun daraus, daf sie fiir folgendes dicht liegende Teildiagramm gilt:

Ty x X, — X,

J/‘POXSDO l@o

TN/ XXDI — Xol .om
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3.20 Satz Die Kategorie der Laurent-Teilalgebren und die Kategorie der affinen tori-
schen Varietidten sind vermdge

C[S;] — X5, ¥ Sp(¥)
antidquivalent.

Beweis Nach dem Antidquivalenzsatz [AG, 3.9] gilt eine solche Beziehung zwischen
der groBleren Kategorie der affinen Algebren und jener der affinen Varietdten. Wir haben
daher nur zu verifizieren, dafl sich in den jeweiligen (nicht vollen) Unterkategorien die
Morphismen entsprechen. Nach 3.17 gehort zu einem monomialen Algebrahomomor-
phismus % ein torischer Morphismus. Umgekehrt induziert ein torischer Morphismus
¢: X; — X, einen monomialen Algebrahomomorphismus C(¢) = ¢*: C[X,/| — C[X,/],
wie folgende Beschreibung von ¢* zeigt: Es existiert nach Voraussetzung ein Morphismus

&:C"—C", x> (arzht, ... apah")
mit a; € C und p; € Z", der ein kommutatives Diagramm
X, ¢ V(Cb6) — C"
K | o
X, = V() — ¢
induziert. Der zu ® gehorige Homomorphismus von Polynomalgebren
o*:Clyr,...,yr] = Clz1,...,24], frofod

ist monomial, denn es gilt ®*(y;) = a;z*7. Aus ®(V(C"; b)) C V(C"'; ¥) folgt weiterhin
®*(b’) C b; damit gilt fiir den induzierten Homomorphismus

0" Agr = Cly] /b — Clz]/b = A, . n

Fassen wir aus 3.3 und 3.20 zusammen:

3.21 Korollar Fiir einen N-Kegel o in Ny und einen N'-Kegel o’ in N, sind édquivalent:
1) o und o’ sind isomorphe Kegel.
2) A, und A, sind (vermége monomialer Algebrahomomorphismen) isomorph.

3) X, und X, sind (vermdége torischer Morphismen) isomorph. =

Dazu sei noch folgendes vermerkt: Geméfl [Gu] sind affine torische Varietéiten genau
dann beziiglich torischer Morphismen isomorph, wenn sie als abstrakte algebraische
Varietédten isomorph sind. Interessanterweise gilt dieses Ergebnis ganz allgemein fiir die
im folgenden eingefiihrten torischen Varietéten (vgl. [Bt]).

Wir schlieflen mit Beispielen nicht saturierter Algebren C[S], die folglich nicht zu
(insbesondere normalen) torischen affinen Varietédten gehoren:
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3.22 Beispiel Essei S :=7Z-mj +7Z-mo C Z mit teilerfremden m; € N-(. Dann gilt

Cl5] = C[T™,T™] = C[Y1,Ya]/(¥™ = ¥3™),
nach Aufgabe 3.5. Die zugehorige affin algebraische Varietét ist eine verallgemeinerte
»Neilsche Parabel“, also eine (nicht normale) rationale Kurve mit Spitze.

Aufgabe 3.9 Es sei S eine endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgruppe von M und S die
,saturierte Hiille* {m € M;3p € N mit pm € S}. Man zeige, dafl die zugehorige Varietét Xg
die Normalisierung von Xg ist.

Aufgabe 3.10 Firn =1und S :=7Z-3+Z-5+7Z-7 C Z gebe man C[S] an, beschreibe die zu-
gehérige affine Kurve im €3 und zeige, daf sie kein idealtheoretisch vollstindiger Durchschnitt
ist. Man bestimme ihre Normalisierung.

Aufgabe 3.11 Es sei ¢ : C* — (C*)" ein Morphismus abelscher Gruppen. Man zeige, daf} ¢

mi

von der Gestalt ¢(z) = (21"*,..., 2z, ™) fiir gewisse m; € Z (1 < i < n) ist.
Aufgabe 3.12 Essei f: X — Y ein injektiver Morphismus irreduzibler algebraischer C-Varieté-
ten, dabei sei Y normal. Man zeige:

i) Ist f dominant, so ist f birational.!)

ii) Ist f bijektiv, so ist f ein Isomorphismus von Varietéiten.
Man zeige durch Beispiele, daf3 f in folgenden Féllen kein Isomorphismus sein muf:

iii) f ist bijektiv, aber Y ist nicht normal.

iv) f ist bijektiv, X und Y sind glatt, aber X ist reduzibel.

Aufgabe 3.13 Man bestimme die Einheiten in ]R[Tli, ..., T (fiir Aufgabe 3.11).

Aufgabe 3.14 Ist f:T" — T" ein Morphismus algebraischer Varietiten, so ist f auch ein
Gruppenhomomorphismus (Hinweis: Aufgabe 3.13).

Kleines Woérterbuch § 3

Theorie in (V, N) torische Theorie
dim V Dimension der torischen Varietét
N-Kegel o affine torische Varietit X,
Seite T < o Hauptmenge X,6 X
0-Kegel o Torus T
Gitterpunkt m € M Monom T™ € C[T, T~ ']
Summe m +m’ € M Produkt T T™ € C[T, T~
Monoid Sy =¥ N M C[Ss], Sp(C[Ss])
saturiertes Untermonoid normale torische Varietét
regulédrer Kegel regulére Varietét
Gitter N algebraischer Torus T p
Morphismus von Untermonoiden torischer Morphismus

1) Man verwende folgenden Satz, vgl. [Ho, I11.2.4]: Es seien A eine endlich erzeugte nulltei-
lerfreie C-Algebra und B eine C-Unteralgebra. Existiert zu a € A ein ¢ € Homp,(A, C) mit
der Eigenschaft , Fiir alle ¢ € Homaje(A, C) mit ¢|p = ¥|p gilt p(a) = ¥(a)“, soist a € Q(B).



4. Facher und torische Varietaten

In diesem Paragraphen werden spitze Kegel im n-dimensionalen Vektorraum V zu
Féchern zusammengefiigt, was moglich ist, da deren Dual nach 1.21 von maximaler
Dimension ist.. Wenn es sich dabei um N-Kegel handelt erhalten wir N-Fécher, mit de-
nen affine torische Varietéten zu torischen Varietédten verheftet werden. Erst im Anhang
beschéftigen wir uns ernsthaft mit Féachern, die nicht von einem Gitter kommen.

4.1 Definition Unter einem Féacher A im V verstehen wir eine nichtleere endliche
Menge von spitzen Kegeln in V', so daf3 gilt:

1) Jede Seite eines Kegels o aus A gehort zu A;
2) der Durchschnitt je zweier Kegel aus A ist eine gemeinsame Seite beider Kegel.
Sind alle auftretenden Kegel N-Kegel, so heifit A ein N-Fécher.
Ist A ein Facher und sind o1, ...,0, € A, so bezeichnen wir mit &(oq,...,0,) den

zugehorigen Seitenfiacher, d.h. den kleinsten Teilficher von A, der o4q,...,0, enthilt.
Jeder Ficher ist Seitenfiicher seiner (beziiglich Inklusion) maximalen Kegel. Weiter sei

AJ die Menge der j-dimensionalen Kegel aus A,

ASJ der Teilficher der hochstens j-dimensionalen Kegel aus A,
AZJ die Menge der mindestens j-dimensionalen Kegel aus A,
A™** die Menge der maximalen Kegel aus A.

Fiir einen N-Ficher A existiert zu jedem Kantenvektor p; € Al ein eindeutig bestimm-
ter Vektor minimaler Linge v; € N mit p; = R>o v;; wir nennen v; einen primitiven
Féchervektor und schreiben hiufig auch v; statt p;.

Ist A C A ebenfalls ein Facher und damit ein Teilficher von A, so schreiben wir
A< A

4.2 Beispiele 0) Fiir n = 0 gibt es nur den Facher A = {o}.
1) Fiir n =1 gibt es (bis auf naheliegende Isomorphie) genau die drei Z-Facher

A ={o}, S(e1) und &(ey,—e1).

2) Ist o ein N-Kegel, so nennen wir den Seitenféicher & (o) auch einen ,affinen Facher®,
weil solche Facher genau die affinen Varietéten liefern (vgl. Aufgabe 7.2).
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3) In Beispiel 1.26 wurden explizit ein Z2-Ficher und ein Z3-Ficher konstruiert. Man
kann etwa den dreidimensionalen Facher graphisch leicht durch sein ,,Schlegeldia-
gramm® beziiglich einer ausgewéhlten Seite charakterisieren, worunter folgendes zu
verstehen ist: Man stelle sich das ,,Polytop“ P := konv(vy,...,v,) als Glaskorper
vor. Nidhert man sich ihm als Betrachter hinreichend weit einer Facette F', so sieht
man alle anderen Flachen von P in dieser Seite realisiert. Damit erhilt man ein
(n—1)-dimensionales Bild, das P charakterisiert. Als Beispiel fiir zwei verschiedene
Seitendurchsichten einer dreidimensionalen Pyramide mit quadratischer Basis vgl.
Figur 4.1

von konv(vy, vg, v3, v4) aus von konv (v, va,v5) aus

FIGUR 4.1 Schlegeldiagramme zur dreidimensionale Pyramide

Eine entscheidende Eigenschaft von Schlegeldiagrammen 148t sich wie folgt formu-
lieren (fiir Einzelheiten vgl. [Zie, Prop. 5.6]): Das Schlegeldiagramm eines Polytops P
zur Facette I ist eine zum ,, Komplex“ aller von F' verschiedenen echten Seiten von P
kombinatorisch dquivalente polytopische Unterteilung von F'.

4) Fiir jeden N-Facher A bilden die Teilmengen
Aveg = {0 € Ajoist regular} und A, := {0 € A;o ist simplizial}

sowie fiir 0 # o € A der Randféicher

einen Teilfacher von A. =

Jedem N-Fécher A ist auf kanonische Weise eine algebraische Préavarietdt X zu-
geordnet: Fiir o € A sei X, die zugehorige affine torische Varietdt. Zu o N o’ gehdren
nach 3.14 offene Einbettungen

Xo © Xonor @€ Xy

Aus der Funktorialitéit der Zuordnung o — X, vgl. 3.17, folgt, daf} sich die X, fiiroc € A
zu einer Pravarietidt Xa verheften. Wir verwenden dazu folgendes ([AG, Aufgabe 11.3],
[Ht, 11.2.12])
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4.3 Verheftungslemma FEs seien eine endliche Familie {X;;i € I} von Prévarietéten
gegeben, dazu fiir alle i,j € I offene Untervarietiten U;;6 X; sowie Isomorphismen

;i Uij = Uji, so daB fiir alle 4, j, k gilt:
1) Uiy = Xi, @i =1idx;;
2) »;i(Ui; N Uix) = Uji 0 Uj;
3) Yji = Qjk © Pri-

Dann existiert (bis auf Isomorphie eindeutig) eine Préivarietdt X mit offenen Einbet-
tungen ¢;: X; — X, so daf} gilt:

X = [JeX) und  @i(Xi)nej(X5) = ¢ilUsy) = ¢;(Uyp), Vij el

Weiter ist folgende universelle Eigenschaft erfiillt: Ist (1; : X; — Y );cs eine Familie von
Morphismen von Prévarietdten mit

v = Yjop;  auf Uy fiir alle .7,
so existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus 1¢: X — Y mit v o p; = 4; fiir alle j.

4.4 Bemerkung Sind A; N;-Ficher in IR™ fiir i = 1,...,r, so ist @;_,;A; ein
@,_, Ni;-Ficher in @;_, R™, vgl. 3.7.

Aufgabe 4.1 Fiir 01,09 € A gilt
Xoinoy = Xoy N Xoy
(fiir 4.5).
Als Verallgemeinerung von 3.19 erhalten wir:
4.5 Lemma Fiir N;-Fécher A; mit i = 1,2 gilt:
Xaen, = Xa, X Xa,.
Fiir die zugehorigen Algebren reguldrer Funktionen ist damit

O(Xa,00,) & O(Xa,) ®c O(Xa,).

Beweis Die Pravarietdt Xa,¢a, wird von affinen Mengen X, ¢, iiberdeckt; fiir die
Durchschnitte gilt nach 3.19 und Aufgabe 4.1:

chEBUszUiGBUé = X(Ul@ag)ﬂ(ai@aé) = X(Ulﬂai)@(agﬂaé)
= Xglmgi X ngmgé = (Xgl ﬁXai) X (XUZ ﬂXgé) .

Also ist die Beschreibung der Verheftung geméfl 4.3 ldngs offener affiner Teilmengen
von Xa,gA, Wie die von Xa, X Xa,. Wir sehen in 4.6, dafl diese Prévarietidten sogar
Varietéten sind, also folgt die Darstellung der Algebren regulidrer Funktionen aus der



46 Kapitel I Grundlegende Definitionen und Beispiele

allgemein giiltigen Produktregel fiir algebraische Varietdten ([AG, Satz 3.10], [Sha, § 2.2
Ex. 4]) |

4.6 Satz Die Prévarietét X a ist eine (zusammenhéngende) normale rationale n-dimen-
sionale algebraische Varietéit, genannt ,torische Varietdt zum Fédcher A*.

Beweis Wir haben vor allem zu zeigen, dafl XA separiert ist, also das Bild der Diago-
nalabbildung d: XA — XA X XA mit dem geméafl 4.5 gebildeten Produkt abgeschlossen
bzw.

XA X XA\d(XA> == U (Xo' X Xo" \d(Xaﬂa’>)

o,0'€EA
offen ist. Dies verifizieren wir in 4.7.

Der Torus T ist nach 3.15 in jeder affinen Karte X, als offene dichte Teilmenge
enthalten; also liegt T auch in XA offen und dicht. Daher ist mit X, auch XA n-
dimensional, rational und zusammenhingend [AG 4.10]. Die Normalitét ist somit nur
noch lokal zu verifizieren, was in 3.5 geschehen ist. m

Wir haben folgendes Ergebnis verwendet:

4.7 Lemma Sind o und o' N-Kegel, deren Durchschnitt eine gemeinsame Seite ist,
dann ist die Diagonalabbildung d: X ;n,» — X, X X, eine (abgeschlossene) Einbettung.

Beweis Zunéichst ist X,n, affin. Daher ist der injektive Morphismus d eine Einbettung,
wenn der zugehorige Komorphismus affiner Algebren

d*: C[S; ® Sov] = C[S,] ®c C[Ss] = C[Soro], X* ® XU/ = XU+U/
surjektiv ist (vgl. [AG, 3.36]). Dazu geniigt es, die Surjektivitit von
Soe @Sy — Sorgr, udU — u+u

zu zeigen, was aus dem Separationssatz 2.11 folgt: Sy;nsr = Sy + So/. m

4.8 Beispiele 0) Ist o ein N-Kegel, so ist X, = Xg(4), vel. 3.14.
1) Fiir N = Z C R! gibt es nach 4.2 drei affine Algebren

Ageg(er) = C[N] — Ao = C[h, Ty '] < Areg(—er) = Clry'].
Dazu gehoren die torischen Varietédten
C = Spec(Akeg(es)) Pl Spec(A4,) = C* i Spec(Akeg(—e)) = C

mit der Verheftung ¢_ o z;l(z) = 271, Somit existiert nur noch eine weitere eindi-
mensionale torische Varietét, ndmlich

XG(el,—el) g Pl'



§ 4 Ficher und torische Varietéiten 47

2)

P2

/ \\

///////// \\

%%/ %// -

//%’ //// /// \\\\\\\\%\ \ \\\ L \\
p3 = = p1

FIGUR 4.2 Ficher zu IP; x C
Es seien N = Z? C IR?,
v] = €1, Vg = €9, V3 = —ey, 01 = keg(v1,v2), o2 = keg(va, v3)
und A = &(01,02). Dann ist

X,, = C? mit der Algebra C[T}, T3]
X,, = C? mit der Algebra C[T, ', T3]

und daher XA = IP; x C. Natiirlich kann dies auch mit 4.5 bewiesen werden.

Es sei (vg,...,v,) ein Erzeugendensystem von N C V' = Ng mit > v; = 0; insbe-
sondere ist kein v; Null, und fiir jedes i ist (vg,...,0;, ..., v,) eine Basis des Gitters

N. Als explizite Beispiele seien erwihnt:

«) Ist eine Gitterbasis (v1,...,v,) von N gegeben, so ergédnze man sie durch
Vo = — Y Vi
B) Man setze N = Z"*1/7(1,...,1) CV := Ngr und v; := ¢; +Z(1,...,1) € N.
Fir o; := keg(vo, ..., 0i,...,0,) und A := S(oy,...,0,) gilt dann Xx X P,,.

Zum Beweis konstruieren wir nach der in 4.3 angegebenen Methode einen Isomor-

phismus ¢: XA — P, an: Fiir jedes i = 0,...,n sei das System (vf;,...,v},) die
duale Basis von (v, ..., 0;, ..., v,) sowie v}; := 0. Ersichtlich ist dann der Morphis-
mus

pi: Xo; = Pp (#: 85, =€) — [x(v&),,x(vfm)],

wegen z(v};) = 1 ein Isomorphismus von X,, auf die Standardkarte
U, = {[Zo, .. .,Zn] € Pn;zi = 1}

des IP,. Um zu zeigen, dafl (¢;)i=o,...» einen Isomorphismus zwischen X und P,
definiert, bleibt fiir ¢ # j wegen X,, N X,, = X5y, zu zeigen:

()07:|X0'7:ﬂo‘j = (Pj‘Xo‘iﬁo'j N
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FIGUR 4.3 Fécher zu 1P

Es seien zur Vereinfachung der Notation beispielsweise ¢ = 0 und j = n und damit
oo N oy, = keg(vi,...,v,—1). Dann gilt v}, — vy = v§, fir 1 <k <n—1, denn es
ist v, (ve) = O fiir 1 <€ < m —1, also ergibt sich mit v}, = 0= v}, aus

(x(vg)kn)a <o 7m(v;km)) = x(USn) : (x<v(>)k())a ce 7'73(@;:0))

fir z € X,,no, die Behauptung.

4) Nach 4.5 sind Produkte torischer Varietiten wieder eine torische Varietét, insbe-
sondere gilt das fiir Varietéiten der Form (€*)* x C* x (IP,)™.

Aufgabe 4.2 Es seien N = 72 C IRQ, U] = e,V = eg,V3 = —e1,v4 = —ea, ferner
o1 = keg(v1,v2), o2 = keg(va,v3), o3 = keg(vs,vq), o4 = keg(vg,vy) .
Man bestimme X A fiir folgende Fécher A:
S(o1), G(o2,03), &(o1,04), &(01,02,03,04).
4.9 Beispiel Wir kommen auf das Beispiel 3.16 zuriick: Es seien N := Z c IR? und

Oi5 = keg(vi,vj) mit
V1 = €2, Uy = 261 — €2, V3 = —€1.

Wir erhalten einen Fiicher A = &(012, 093, 031) in R2. Nach 2.9 gilt

Si3+N-(=f2) = 83 = Sa3+N-(f2).
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In 3.16 haben wir X3 als Hauptmenge wie folgt realisiert:
In X152 C? durch die Koordinate x/2;
in X,3 = C? durch die Koordinate y~72.

Daher ist X5 U Xo3 die in einem Punkt aufgeblasene Ebene C? und enthilt damit
eine projektive Gerade. Diese kommt zum affinen quadratischen Kegel X2 noch hinzu.
Entsprechend erhalten wir aus den Beziehungen (vgl. 2.9)

512+N'(—f1) = Sl - 513+N'(f1)
Si2+N-(=(fi+2f2) = S2 = So3+N-(f1+2f2),

so dafl auch hier bei der Verheftung eine projektive Gerade auftritt. Insgesamt erhalten
wir den projektiven quadratischen Kegel, vgl. Figur 4.4.

FIGUR 4.4 Projektiver quadratischer Kegel

Aufgabe 4.3 Man untersuche analog zu 4.9 das Beispiel 1.26 fiir n = 3.

Aufgabe 4.4 In den Bezeichnungen von 4.9 zeige man fiir alle ¢ # j:
i) Xj = Xij \C,
i) Xa\IPp =X;;. =

Aus Kegelmorphismen kénnen wir nun Féachermorphismen konstruieren:

4.10 Definition Fiiri = 1,2 seien A; N;-Fécher und ¢: Ny — Ny ein Gitterhomomor-
phismus. Fiir jedes 01 € Ay existiere ein o9 € Ag, fiir das ¢ einen Kegelmorphismus
(N1,01) — (N2, 09) induziert. Dann schreiben wir ¢: (N1, A1) — (N2, Ag) und nennen
dies einen Féchermorphismus.
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Offensichtlich bildet die Klasse der Gitterficher (N, A) mit diesen Morphismen eine
Kategorie, die wir als Kategorie der Gitterfacher FAN bezeichnen wollen.

4.11 Beispiel Es seien o = keg(vy,...,v,) € Aund v € 6° NN, etwa v = Y., v;.
Der Facher A’ entstehe aus A, indem man o durch die Menge der Simplizes keg(v, 7)
fir 7 <1 o ersetzt. Dann induzieren idy und die Mengengleichheit |A’| = |A| einen
»Unterteilung® genannten Fichermorphismus (N, A’) — (N, A).

4.12 Satz Jeder Féchermorphismus ¢: (N1, A1) — (N2, As) induziert eindeutig einen
Morphismus torischer Varietéten

X((,O):XAl — XA2.

Beweis a) Es sei zunichst A; ein affiner Facher &(o1). Wir zeigen, dafl zu o5 € A,
mit ¢(o1) C o9 ein Morphismus ¢,: X,, — X,,6Xa, gehort, der von der Wahl von
oo unabhéngig ist, so dafl p.: X,, — Xa, wohldefiniert ist. Gilt ndmlich auch noch
p(o1) C 12 € Ag, so sei ohne Einschrankung 75 < o9 mit der Inklusionsabbildung
j. Wegen der Funktorialitit von X (¢) fir Kegel (vgl. 2.17 und 3.20) 148t sich der
Morphismus ¢,: X,, — X;,6Xa, mit dem Seitenmorphismus j,,-, eindeutig in der
Form '
X, 55 X, 2% X,, ¢ Xa,

faktorisieren.

b) Fiir 1,71 € Ay mit p(o1) Up(m) C o9 € Ay ist fiir 4.3 die Vertriglichkeit
der beiden moglichen Definitionen von ¢, auf X, N X; = X, nr zu zeigen. Dazu
sei ohne Einschréankung m < o1, also X;, Hauptmenge von X, , und wieder folgt aus
der Funktorialitit fir Kegel, vgl. 3.17, die gesuchte Ubereinstimmung. Die universelle
Eigenschaft der Verklebung aus 4.3 garantiert damit die (eindeutige) Existenz eines
globalen Morphismus X (¢). =

4.13 Beispiel Ist 5: A < A die Inklusion eines Unterfiachers, so ist der zugehorige
Morphismus X (7): XA — XA eine offene Einbettung.

Beweis Auf jedem X, fiir 0 € A ist das evident; da die Verheftungsvorschriften auf
beiden Seiten gleich sind, gilt dies auch global. =

Fiir einen Féchermorphismus ¢ ist zu o7 € A; das kleinste 0o € Ay mit der
Eigenschaft ,,p(01) C 02“ eindeutig bestimmt. Eine hiufig niitzliche Charakterisierung
dieses o9 gibt die folgende

Aufgabe 4.5 Ist ¢: (N1, A1) — (N2, Ag) ein Fichermorphismus, so existiert zu jedem o1 € Ay
genau ein o9 € Ag mit

@(o7) C o3.

Schlieflich wollen wir als Verallgemeinerung von 3.18 die Wirkung von T n auf Xa
einfiihren, welche den Namen ,torische Varietat* rechtfertigt:
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4.14 Bemerkung Ist A ein N-Fécher, so gehort zum Fachermorphismus
pa: (N ® N,o @A) — (N, A), ny ®ngr— ny +no
ein kanonischer Morphismus algebraischer Varietéten
X(pa): Ty x XA — XA,

der die Gruppenwirkung Ty x X, — X, fortsetzt.

Beweis Aufgrund der Funktorialitdt der Konstruktion kommutiert fiir jedes o € A
das Diagramm

Ty x X, ) x
n

Ty x Xa 98 x, |

also setzt X(ua) — aus Stetigkeitsgriinden eindeutig — den Morphismus X (u,) fort.
Dabei ist fiir 0 = o0 nach 3.18 die Abbildung X () die Multiplikation von Ty . =

4.15 Korollar Ist A ein N-Fécher, so ist Xa eine algebraische T y-Varietét, die eine
offen dichte T n-Bahn enthélt. Ist p: (N1, A1) — (Na, Ag) ein Fachermorphismus, so ist
X(¢): Xa, — Xa, dquivariant beziiglich der Toruswirkungen von Ty und T .

Beweis Aus der vorangehenden Bemerkung ergibt sich die Torusoperation; nach 3.18
existiert eine Zariski-offene dichte Bahn der Operation. Die Vertauschbarkeit mit den
Torusoperationen folgt mit 3.19 2) daraus, daf§ die Verheftungen mit den Torusopera-
tionen vertriglich sind. m

Damit ist jede torische Varietét eine T-Varietét, die nach 3.18 eine dichte Bahn By
enthélt. Durch Wahl eines ,,Basispunktes® xy € Bo@ XA legt man umkehrbar eindeutig
eine offene Einbettung

Ty & Ty-z9 &£ By Xa

fest, fiir welche die Wirkung von Ty auf XA die so erhaltene Multiplikation auf B
fortsetzt.

Wir werden in 8.3 sehen, daffl man vollstdndige torische Varietéiten gerade durch
Fécher folgenden Typs erhélt:

4.16 Definition FEin Fidcher A heifit vollstidndig, falls

V=1A=Jo

cEA
gilt. Fiir eine Teilmenge A von A wird |A| auch als , Trédger von A“ bezeichnet.

Aufgabe 4.6 Fiir einen nicht vollstdndigen Facher A zeige man:
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i) Ist n < 4, so kann man A zu einem Ficher A ergénzen, fiir den |A| konvex ist und
Al = Al gilt?.

ii) Ist |A| n-dimensional und konvex, so kann man A zu einem vollstdndigen Fécher A
erginzen, der genau einen zuséatzlichen Strahl p € Al besitzt.

Jeder Fiacher A hat als endliche Menge mit der partiellen Ordnung < intuitiv so
etwas wie eine kombinatorische Struktur. Wir wollen diesen Begriff prézisieren, da es
eine interessante Fragestellung ist, welche Daten von XA nur von der kombinatorischen
Struktur von A abhéngen; wir sprechen dann von , kombinatorischen Invarianten“ von
Xa. Dazu bedienen wir uns einer Topologie auf A:

Aufgabe 4.7 Fiir einen Féacher A zeige man:

i) Es gibt eine (Féchertopologie genannte) Topologie auf A, in der die nichtleeren offenen
Mengen genau durch die Teilfdicher A von A gegeben sind.

ii) Die Topologie ist fiir A # {o} nicht hausdorffsch. Zu je zwei verschiedenen Punkten
existiert jedoch fiir wenigstens einen der beiden eine Umgebung, welche den anderen nicht
enthilt. Man gebe eine Basis der Topologie an und charakterisiere die minimalen (nicht
leeren) offenen bzw. abgeschlossenen Teilmengen sowie den Abschlufl von Punkten.

Wir sprechen vom ,,Facherraum* A, wenn wir A mit der Fichertopologie betrach-
ten.

4.17 Definition Zwei Fédcher A1, Ao in V heiflen kombinatorisch &dquivalent, wenn
ihre Féacherrdume homdéomorph sind.

Fiir n < 2 ist jeder vollstdndige Facher A kombinatorisch durch die Zahlen f;(A)
der j-dimensionalen Seiten mit j = 1,2 charakterisiert. Dies gilt nicht allgemein:

Aufgabe 4.8 Man gebe zwei vollstéindige, kombinatorisch nicht dquivalente Facher A; mit
gleichen Seitenzahlen f;(A;) an.

Sind A und A’ kombinatorisch dquivalent, so brauchen die zugehoérigen Varietéiten
nicht homéomorph zu sein:

4.18 Beispiel Esseien N = Z2 ¢ IR? =V, ferner A der Fiicher zu IP, aus 4.8 3ar) und
A’ der Féacher zum projektiven quadratischen Kegel geméafl 4.9. Dann ist XA singula-
ritdtenfrei, wahrend der quadratische Kegel eine Singularitit in 0 hat; diese Singularitéit
ist nicht einmal ein Homologiemannigfaltigkeitspunkt. m

Wir kommen nun zum zentralen Satz, der die Struktur der Beziehung zwischen der
elementaren Konvexgeometrie und der Theorie torischer Varietdten zusammenfafit. Fiir
eine systematische Darstellung verwenden wir die Kategorien FAN und die Kategorie
TOV der torischen Varietdten: Die Objekte der Kategorie TOV sind Paare (T, X'), wobei
T ein Torus und X eine normale T-Varietét ist, die T als offene dichte T-Untervarietét
enthilt, (i.e., fir alle ¢,z € T gilt tx =t - x). Die Morphismen in TOV

f(T,X) — (T, X")

2) Fiir n = 4 wird in Aufgabe 5.17 ein Gegenbeispiel behandelt.
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sind durch Varietitenmorphismen f: X — X’ gegeben, die auf T einen Gruppenmor-
phismus f: T — T’ induzieren (damit gilt fiir alle ¢ € T und z € X die Gleichung
flt-z)=f(t) f(x)).

Nach 4.15, 3.5 und 4.12 enthélt die Kategorie TOV alle iiber Fécher konstruierten

torischen Varietdten und ihre Morphismen; das folgende Ergebnis besagt insbesondere,
dafl TOV keine weiteren enthélt:

4.19 Theorem Der Funktor

X:FAN — TOV, (N,A) — X(N,A):=(T,Xa), ¢ X(p):= .

ist eine Aquivalenz von Kategorien.

Da wir fiir den Beweis noch etliche Vorbereitungen benétigen, werden wir ihn auf
§ 6 verschieben.

Aufgabe 4.9 Fiir 0,7 € A zeige man:

XTng <:>TéO'.

Kleines Woérterbuch § 4

Theorie in (V, N) torische Theorie
N-Féacher A torische Varietit XA
direkte Summe von Féchern direktes Produkt torischer Varietédten
Durchschnitt von Facherkegeln Durchschnitt zugehoriger Teilvarietdten

Morphismus von Fachern torischer Morphismus



Kapitel 11
Polytopische Fiacher, Bahnenzerlegung

In diesem Kapitel gehen wir einerseits auf eine besonders interessante Beispielklasse von
torischen Varietéten ein, die sich in 16.19 als die der projektiven torischen Varietéten
herausstellen wird, andererseits bringen wir die fiir das Versténdnis der Struktur grund-
legende Bahnenzerlegung torischer Varietéten.

5. Polytope und torische Varietdten

In Analogie zu den polyedrischen Kegeln betrachten wir nun Polytope im n-dimensiona-
len Vektorraum V. Sie sollen uns zunéchst dazu dienen, Féacher, und damit torische
Varietéten, zu beschreiben. Die Riickwirkung der Algebraischen Geometrie auf die Un-
tersuchung von Polytopen ist erheblich tieferliegend.

Einerseits erzeugt jedes Polytop K in V, das 0 als inneren Punkt enthilt, auf
einfache geometrische Weise einen Facher AX | vgl. 5.20. Wichtiger ist fiir uns aber der
Fall eines Polytops in V*, dem wir iiber das duale Polytop KV in V einen mit Ag
bezeichneten Ficher AX” zuordnen werden (allgemeiner wird das der Fécher iiber die
dufleren Normalkegel des Polytops K sein, was unabhéngig von der Lage des Punktes
0 moglich ist).

5.1 Definition Ist A eine endliche Teilmenge von V', so heif}t ihre konvexe Hiille

K := konv(A) := {Zriai;m € R>o,a; € A,ZH = 1}

ein Polytop in V. Mit
B = P(V) := {K;K PolytopinV} bzw. Lo = {KeP;0¢€ Io{}
bezeichnen wir die Menge aller Polytope (bzw. Polytope mit 0 als innerem Punkt) in V.

Damit sind Polytope insbesondere kompakt und zusammenhéngend. Sie kénnen
leer sein, wihrend Kegel definitionsgemé&fl immer wenigstens den Punkt 0 enthalten.

Fiir eine Linearform v € V* und ein a € R betrachten wir die Hyperebene bzw.
den Halbraum

H=u) = {veVi{u,v)=a} und H=%u) := {veV;{u,v)>a}.
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Dies verallgemeinert u* = H=%(u) und " = HZ%(u) aus § 1. Man bezeichnet () und
K als uneigentliche Seiten von K und nennt S C K eine eigentliche Seite des Polytops
K, in Zeichen S Z K, wenn S # K nicht leer und von der Form K N H=%(u) mit
K C HZ%(u) ist; ersichtlich 148t sich a stets zu 0 oder 1 normieren®). Man nennt dabei
H=¢ eine ,,Stiitzhyperebene“ von K. Es seien K=" = G(K) die Menge aller Seiten von
K und K7 die Menge der j-dimensionalen Seiten. Dann ist

K" ! = 67 4K) = {F =< K}

die Menge aller Facetten, i.e., aller 1-kodimensionalen Seiten und K° die Menge aller
Ecken von K.

Eine naheliegende, aber niitzliche Charakterisierung von Polytopen gibt der
5.2 Satz von Krein-Milman Jedes Polytop ist die konvexe Hiille seiner Eckpunkte.

Beweis Da K € PB(V) konvex ist, gilt ersichtlich konv(KY) C K. Ist umgekehrt
K =konv(vy,...,v,) und v; ¢ konv(ve,...,v.) =: L € PB(V), so ist nachzuweisen,
dal v; eine Ecke von K ist. Es existiert ein eindeutig bestimmter Punkt ¢ in L, der
minimalen Abstand zu vy hat; ohne Einschrénkung sei ¢ = 0. Dann ist die Menge
H := {v € V;{(v,v1) = 0} ohne Einschrinkung eine Stiitzhyperebene zu L C H=°.
Weiter ist H' := H + v; eine Stiitzhyperebene zu K, die aufler v; kein v; enthélt. Also
ist {v1} = H' N K eine Ecke von K. =

5.3 Beispielefiir n = 3 Nulldimensionale Polytope sind Punkte, eindimensionale Po-
lytope sind (abgeschlossene) Strecken, zweidimensionale Polytope sind konvexe k-Ecke
in einer Ebene, zu den dreidimensionalen Polytopen gehoren unter anderem die plato-
nischen Korper, also Tetraeder, Wiirfel, Oktaeder, Dodekaeder, Tkosaeder.

Nennt man ein Polytop K |, simplizial“*), wenn jede echte Seite von K ein Simplex
ist, so haben alle hochstens zweidimensionalen Polytope diese Eigenschaft; von den
platonischen Korpern erfiillen dies Tetraeder, Oktaeder und Tkosaeder.

5.4 Bemerkung Jede Seite eines Polytops ist wieder ein Polytop.

Beweis Es sei FF'= H=%N K eine nichtleere Seite des Polytops K = konv(vy,...,v,)

aus P(V) mit minimal dazu gew#hltem r. Ohne Einschréinkung seien a = 0, vy, ..., vy
aus H=9 und Vsgly e, Up € H>°. Dann liegt eine Konvexkombination v := Y hv; € K
genau dann in H=°, wenn A\g; 1 = ... =\, = 0 gilt. Also ist F' = konv(vy,...,vs).

Aufgabe 5.1 Man zeige fiir ein n-dimensionales Polytop K € P(V):
i) K besitzt innere Punkte.
ii) 0K = UFéK F (fiir 5.12).

3) Wegen HS%(u) = HZ~*(—u) kann man die Halbriume H=%(u) natiirlich auch durch
<a
solche vom Typ H="(u) ersetzen.
4) Man beachte den Unterschied zur Definition simplizialer Kegel!
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Eine zentrale Frage in der Theorie der Polytope lautet, welche Beziehungen zwi-
schen den Eigenschaften eines Polytops und der Anzahl f;(K) seiner j-dimensionalen
Seiten besteht. Man beachte, daf§ f;(K) fiir alle j € Z definiert ist; insbesondere gilt
f-1(K) = 1. Wie kann man mit Hilfe des f-Vektors f(K) := (f-1(K),..., fa—1(K))
simpliziale Polytope erkennen?

Aufgabe 5.2 Man zeige fiir ein dreidimensionales Polytop K im IR:
i) fo>4 und fo— f1 + fo =2 (Eulersche Polyederformel).
ii) Ist K zusétzlich simplizial, so weise man 2f; = 3 f2 nach.

iii) Es gibt aufler Tetraeder, Oktaeder, Hexaeder (Wiirfel), Ikosaeder und (Pentagon-)Dodeka-
eder keine weiteren platonischen Korper (d.h. 0K besteht aus regelméffigen kongruenten
j-Ecken).

Wir geben einige wichtige Konstruktionen fiir Polytope an; dabei sei aff A der von
einer Teilmenge A in V erzeugte affine Unterraum und dim A die Dimension von aff A.
Analog zu ¢° ist auch fiir Polytope K ersichtlich ein relatives Inneres K° definierbar.

5.5 Beispiele Es seien K € (V) von der Dimension n — 1 und v € V.
1) Fiir v ¢ aff K heifit das Polytop

L = konv(K U{v})

die ,,Pyramide iiber K mit Spitze v“. Ist K seinerseits eine Pyramide in aff K, so
ist L eine 2-fache Pyramide, etc.

2) Ist I C V eine Strecke mit K° N I° = {v}, so heiit das Polytop
L := konv(K UI)

eine ,,Bipyramide iiber K “. Rekursiv definiert man eine ,, k-fache Bipyramide* iiber
einem (n — k)-Polytop. Eine 2-fache Bipyramide im R? ist ein (nicht entartetes)
Viereck, eine 3-fache Bipyramide im R? ist kombinatorisch ein Oktaeder.

3) Ist K’ ein Translat von K in V, das aff K nicht schneidet, so heifit das Polytop
L := konv(K UK")

ein ,,Prisma*“. Auf rekursive Weise definiert man ein k-faches Prisma. Ein n-Prisma
in V ist kombinatorisch ein n-Wiirfel. m

Aufgabe 5.3 Es sei K ein hochstens (n — 1)-dimensionales Polytop in V.

i) Fiir eine Pyramide L iiber K und 0 < j5 < n — 1 zeige man die Seitenbeziehung
fi(L) = fi;(K)+ fj-1(K) .

ii) Fiir eine k-fache Pyramide L iiber K’ zeige man

min(k,j+1) L
£ = Y (i)fj—i(K/)'

1=0
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FIGUR 5.1 Bipyramide

iii) Fiir ein Prisma @ iiber K zeige man fir 1 < j<n—1

fo(Q) = 2fo(K) und f;(Q) = 2f;(K)+ fj—1(K) .

Aufgabe 5.4 Fiir eine n-fache Bipyramide L in V zeige man fiir 0 < j <n — 1:

fi(L) = 211 <j11)-

Ist n = dimV < 3 und K € PB(V) so, daB je zwei Ecken von K durch eine
Kante verbunden sind, so ist K ein Simplex. Fiir n > 4 ist das falsch, wie die folgende
Konstruktion der C(¢,n) zeigt:

5.6 Definition Die durch
wR =V, te (t,t%,.. . t")

gegebene Kurve heifit Moment-Kurve, in der reellen algebraischen Geometrie auch die
reelle rationale Normalkurve. Fiir ein { > n wahle man { verschiedene Parameter
t1,...,t¢y € R. Dann heifit das Polytop

Cll,n) = konv(u(h), cee M(té))

ein zyklisches Polytop.

Die Elemente aus D(¢,n) := {u(t1), ..., p(te} nennen wir ,,definierende Punkte von
C(l,n)«.
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\

FIGUR 5.2 Zyklisches Polytop

Ersichtlich ist C(¢,1) ein 1-Simplex; wir werden sehen, daf§ dies fiir n > 2 und
¢ > n + 2 nicht zutrifft. Zunéchst gilt jedoch:

5.7 Satz Zyklische Polytope sind simplizial.

Beweis Wenn je n + 1 definierende Punkte vy,...,v,41 von C(¢,n) affin linear un-
abhéngig sind, dann kann jede echte Seite F' von C'(¢,n) hochstens n definierende Punkte
enthalten, und da diese affin linear unabhéngig sind, ist F' ein Simplex.

Zum Nachweis der affinen Unabhéngigkeit von vy,...,v,41 verwenden wir die
Vandermonde-Determinante D(v1, ..., v,41); es reicht, D(vy,...,v,41) # 0 zu zeigen.
Nun gilt aber mit v; = pu(t;) :

1t 2 . th
1t 2 ...ty
D(Ul,...,vn+1) = = H (tj—ti) 7é 0. m
) ) 1<i<j<n+1
Lt t?z—i—l e t2+1

Das Polytop C(/, 1) ist eine Strecke, also sind fiir jedes ¢ genau zwei der definieren-
den Punkte Eckpunkte. Dagegen ist fiir n > 2 jeder definierende Punkt auch Eckpunkt:

5.8 Satz Je k Punkte v, ..., v, mitv; = p(t;) von C(¢,n) fiir 1 <k < [n/2] definieren
eine (k — 1)-dimensionale Seite von C'(¢,n); also gilt

fir(Cltn)) = <£)

Beweis Es geniigt, eine Stiitzhyperebene H von C(¢,n) zu finden, die von den Ecken
von C(¢,n) genau vy, ..., v enthilt. Denn die von diesen erzeugte Seite von C'(¢,n) ist
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nach dem Beweis von 5.7 ein (k—1)-Simplex. Ohne Einschrankung seien die Parameter ¢;
der v; durch ¢; < ... < t; geordnet. Schreibt man das Polynom P = Hle(t—ti)Q € R[t]

in der Form
2%k
P = E CthJ,
J=0

so definieren ag und a := (aq, ..., a2,0,...,0) € R" 2V eine Hyperebene
H = {x e R"; (z,a) = —ap} .

Dann gilt
k

(p(ti),a) = Zajtz = H(ti—tj)Q—ao.

=1

Damit folgt
‘ =—qq firi<k
(ulti), a) { > —ag firi >k,

also hat H die gesuchten Eigenschaften. m

Nach den niederdimensionalen Seiten charakterisieren wir nun die Facetten. Fiir die
folgende ,,Geradheitsbedingung von Gale“ ordnen wir D(¢, n) geméfl der Anordnung der
zugehorigen Parameter ¢; in IR:

5.9 Satz FEine (geordnete) Menge E := {u(t;,), ..., u(t;, )} von Ecken von C(¢,n) mit
t;, < ... < t;, erzeugt genau dann eine Facette von C(¢,n), wenn zwischen je zwei
Punkten aus D(¢,n) \ E eine gerade Anzahl von Punkten aus E liegt.
Beweis Wir gehen dhnlich wie im letzten Beweis vor: Zum Polynom

P =

k

(t—ti,) =Y cit! € R[]
1 7=0

definiert ¢ := (¢q,...,¢,) € R" =V die Hyperebene
H = {x e R" (z,¢) = —cp} .

Aus
(ulti), ) = Y et = P(t:) —co
j=1

folgt H N D(¢,n) = E. Daher ist die Menge konv((t;,), ..., u(t;,)) genau dann eine
Facette von C'(¢,n), wenn alle anderen Ecken auf einer Seite von H in V liegen. Dies
bedeutet aber, dafl das Polynom P auf der Momentkurve geradzahlig oft das Vorzeichen
wechselt, wenn die Kurve von einer Ecke aus D(¢,n) \ E zur néchsten lduft. Zu jedem
Vorzeichenwechsel gehort genau eine Nullstelle von P und damit ein Punkt aus F. =
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5.10 Beispiel Fiir C'(5,3) definieren in der Anordnung geméif} 5.9 genau die folgenden
Verteilungen eine Facette (dabei sind die definierenden Punkte aus E durch o, die aus
D(5,3) \ E durch « gekennzeichnet):

. . O @)
O . . [©)
(0] (@] . . o
(0] [©] O .

. O (@] . (0]
@) . O @) .

Damit kénnen wir, jedenfalls kombinatorisch, die Kurzbezeichnung C(¢,n) fiir zy-
klische Polytope rechtfertigen:

5.11 Korollar Zwei zyklische Polytope in einem n-dimensionalen Vektorraum sind
genau dann kombinatorisch dquivalent, wenn sie die gleiche Anzahl an Ecken haben.

Beweis Ordnen wir die Ecken der Polytope geméfl 5.9, so ergibt sich eine Bijektion
zwischen den Ecken. Diese setzt sich nach 5.9 zu einer Bijektion der Facetten fort, welche
nach 5.7 Simplizes sind. Jede Bijektion zwischen den Ecken zweier Simplizes definiert
aber einen Isomorphismus der zugehorigen Seitenverbénde. =

Aufgabe 5.5 Man gebe in C(9,6) mit Ecken v; fiir j = 1,...,9 alle Facetten F' an, welche
die Ecke vg enthalten. Jedem F' ordne man als Kennzahl einen Dualbruch der Form 0, ... zu,
wobei eine 1 an der j-ten Stelle bedeutet, dafl v; in F' liegt. Man ordne die Dualbriiche nach
ihrer GroBe (fiir 20.3).

Eine niitzliche Beschreibung von Polytopen geschieht mit Hilfe endlich vieler abge-
schlossener Halbridume: Bezeichnet man einen Durchschnitt von endlich vielen solcher
Halbrdume in V' als Polyeder, so gilt:

5.12 Satz Die Polytope sind genau die beschriankten Polyeder.

Beweis Ohne Einschrinkung sei das Polytop K € (V') n-dimensional. Sind Fi, ..., Fj
seine eigentlichen Seiten und wihlt man eine Darstellung F; = H=% N K, so gilt ohne
Einschrankung

K c (H>* = K'.
i=1
Andererseits gilt 0K = |JH=% N K nach Aufgabe 5.1. Ist v € K’ \ K, so withle man
ein w € IO{ . Die Strecke [v,w] schneidet K und damit eine der Hyperebenen H=%;

wegen w € H>% N K liegt v im Widerspruch zur Definition von K’ in H<%. Also ist
das Polytop K = (;_, H=% ein (beschréinktes) Polyeder.

Fiir die umgekehrte Richtung sei L :=(;_, H=% beschrinkt und ohne Einschrin-
kung n-dimensional. Fiir einen induktiven Beweis, dafl L ein Polytop ist, seien alle
echten Seiten F; := L N H=% Polytope. Wir diirfen 0 € F; annehmen. Ersichtlich gilt
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konv({J;_, F;) C L. Ist z € Z, so schneidet die Gerade R>( -  den Rand von L und
damit eine weitere Seite F; mit j > 2, da L beschrénkt ist. Also liegt = in konv(F7, F}).

Das bedeutet jedoch LcC konv(|J;_, F;); fiir den Rand 0L = |J;_, F;) gilt dies sowieso,
also folgt L =konv({J;_, F;).

Es seien wiederum N ein Gitter in V und A C V endlich. Dann heifit das Polytop
K = konv(A) ein

1) N-Polytop, wenn A in N enthalten ist,
2) N-rationales Polytop, wenn A in N ®7z Q enthalten ist.

Wir wollen nun Eigenschaften von Polytopen aus solchen von Kegeln herleiten.
Dazu empfiehlt es sich, eine zusétzliche Dimension einzufithren: Es sei F' := V ®Re und
damit F* = V* & Re*, wobei e*: F' — Re die Projektion sei. Wir bezeichnen V x 0 C F
meist einfach mit V' etc. Ein (nicht notwendig abgeschlossener Kegel) o in F' heifle
e*-spitz , falls

oC(e)Y und on(e)*t = {0}

gilt; damit ist o insbesondere spitz. Jedem Polyeder in V' 148t sich wie folgt ein solcher
Kegel in F' zuordnen:

n:=n, : {K CV; K Polyeder} — {o; o e"-spitzer Kegel in F'}, K + keg(K +e€) .

Insbesondere ist () = {0} und (V) = (V x Rs¢) U{0}.

/

keg(K+e€)

F1GUR 5.3 Kegel zum Polytop K + e
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5.13 Lemma Fiir n gilt:
1) n ist inklusionstreu;
2) n ist bijektiv mit Umkehrabbildung o+ (o N(V +¢)) —e=V N (0 —e);
3) Fiir allew € V* und a € R> gilt

n(H>*(v)) = H*(u—ae”) Nn(V) und n(H="(u)) = H="(u—ae*) Ny(V) ;

4) n ist ein Isomorphismus von Verbédnden;

5) Ein Polyeder K ist genau dann kompakt (und damit ein Polytop), wenn n(K)
abgeschlossen ist.

Beweis Alle Eigenschaften sind leicht zu verifizieren; wir gehen exemplarisch auf 4)
ein: Die Ordnung wird durch die Inklusion gegeben. Es bleibt etwa zu zeigen, dafl n
durchschnittsvertréglich ist, also n(K1 N K3) = n(K1)Nn(K2) gilt. Ohne Einschrinkung
sei Ko = HZ%(u). Aus 1) und 3) folgt

n(KiNKy) C nK)Nn(Ky) = n(Ky)NH=(u—ae*).

Fiir x € n(K;) N H=%(u — ae*) gilt andererseits ohne Einschriinkung z = (2/,1) mit
2’ € Ky und u(z') > a; das bedeutet z € n(K; N H=%(u)). =

Aufgabe 5.6 Man verifiziere die restlichen Eigenschaften von Lemma 5.13.

5.14 Satz Die induzierte Abbildung
n:P(V) — {o; o e*-spitzer polyedrischer Kegel in F}, K +— keg(K + ¢)

ist ein Isomorphismus von Verbdnden mit
1) S ist Seite des Polytops K <= n(S) ist Seite des Kegels n(K);
2) dimn(K) =dim K + 1.

Beweis Jedes K € (V) hat nach 5.12 eine Darstellung K = (| H=% (u;) mit ug = 0.
Also liefern 5.13 3) und 4):

n(K) = (\n(H>"(w)) = (VH>(w; — a;e”)

so daB} die induzierte Abbildung wirklich existiert. Daraus folgt gleichzeitig auch, dafl n
Seiten auf Seiten abbildet. Zum restlichen Nachweis von 1) weisen wir fiir K € (V) auf
folgendes hin: Ist L eine eigentliche Seite von n(K), so ist L von der Form n(K)NH=°(w),
da n(K) ein Kegel ist; dabei hat w € F* die Form w = u — ae® mit v € V*. Wiederum
aus 5.13 3) und 4) folgt damit

L = n(K)NH(u—ae*) = n(KNH=(u)), also Y L) = KNH™(u).

Eigenschaft 2) ist unmittelbar zu sehen, wobei wir an dim() = —1 erinnern. =
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Damit kénnen wir Eigenschaften des Verbandes &(K) aus denen von &(n(K))
ableiten:

5.15 Korollar Es sei K ein Polytop. Dann gilt:
1) S(K) ist mit der Seitenbeziehung als Ordnung ein Verband.
2) Ist S € &(K) und T € &(S), so ist T € S(K).

3) Ist S echte Seite von K, so gilt S = m T
S<Teen—1(K)

4) Der Rand von K ist die Vereinigung aller Facetten von K.

Beweis Wir benutzen 5.14 1). Damit folgen 1) und 2) aus 1.19; wir weisen auf
min(Sy, S2) = S1 NSy und die Tatsache hin, dal max(Sy, Sz) die kleinste S; und Sy
enthaltende Seite von K ist. Schliellich ergeben sich 3) aus 1.20 2) und 4) aus 1.19 3). =

5.16 Definition Fiir ein Polytop K € Po(V) heifen KV := {u € V*; u|x > —1} das
duale Polytop und K" := —K" das polare Polytop.

Der Leser wird sich nicht dadurch verwirren lassen, da§ das Symbol (%)Y unter-
schiedliche Bedeutung hat, je nachdem ob ein Kegel oder ein Polytop betrachtet wird.
Es sei ferner darauf hingewiesen, daf}, abweichend von unserer Bezeichnung, in [Fu, §1.5]
KV als polares Polytop bezeichnet wird. Das Wort ,,Polytop“ rechtfertigen wir in 5.19.

5.17 Beispiele 1) Fiir N = Z3 C R? sei K := konv(%e;; i = 1,2, 3). Dann ist

KY = {ue V* fu; = u(+e;) > —1}
= kOIlV({(Sl,SQ,Eg); g €{+1,—1}}) = —KY = K",

s
<

B %_,

FIGUR 5.4 Duales Polytop des Einheitswiirfels

2) Das duale Polytop KV eines N-rationalen Polytops K ist M-rational. Denn die
Konstruktion dualer bzw. polarer Polytope 14t sich fiir rationale Polytope statt
in IR" gleichwertig auch in Q" durchfiihren; mit einer Koeffizientenerweiterung
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kommt man dann zu den reellen Polytopen. Wenn man die Einzelheiten nicht
ausfithren will, kann man angesichts von 2.6 auch mit 5.18 argumentieren.

3) Das Dual eines N-Polytopes ist nicht notwendig ein M-Polytop: Fir N =7Z C R
und a < 0 < b gilt
K =la,b] <= K" =[1/a,1/}]
und damit ist K kein M-Polytop.

4) Fiir ein Gitterpolytop K, das 0 als Randpunkt enthilt, ist das analog zur obigen
Definition konstruierte KV nicht mehr beschrinkt und damit nur ein Polyeder.
Wir begniigen uns dazu mit einem Beispiel: Fiir N = Z C R und K = [0,1] ist
KY = [—1, OO[ u

Ein Gitterpolytop, dessen polares Polytop wieder ein Gitterpolytop ist, heiflt ,re-
flexiv®. Fiir eine Klassifikation niederdimensionaler Beispiele sei auf [Wa] verwiesen.

5.18 Lemma Fiir K € Bo(V) gilt in F*

Ny (KY) = n, (K)".

Beweis Da n(K") und n(K)" Kegel sind, geniigt es fiir den Nachweis wechselseitiger
Inklusionen, Kegelerzeugende zu betrachten.

,C“ Fiir n(KY) = keg(KY + €*) betrachten wir Elemente w + e* mit w aus
KY = {w e V*w|g > —1}. Fir A(v+e) € n(K) mit A € IR+ gilt

(w+e ) Av+e) = dww)+A > A(1+w() > 0,

also folgt w + e* € n(K)V.
,D“ Fiir ¢ € n(K)Y = {p € F*;¢|,(x) > 0} gibt es eine Darstellung ¢ = w + ae*
mit w € V* und a € IR. Aus
(w+ae*)(k+e) > 0 firalle ke K

ergibt sich w(k) + a > 0 und wegen 0 € K zusétzlich a > 0. Ist a = 0, so ist w|x > 0
und damit w —e* € KV, also w = (w—e*)+e* € n(KY). Ist a # 0, so kann man a = 1
wihlen, so dal w|x > —1 und damit w + e* € n(K") folgt. m

5.19 Satz Fiir K € Py (V) gilt
1) KY € Po (V™).
2) KW =K.
3) Die Abbildung

S(K)— &(KY), S— S*:={ue K"; u(S)=-1}
ist ein inklusionsumkehrender Verbandsisomorphismus mit

dimS +dimS* = dimV —1.
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4) [i(KY) = fa—j—1(K) fir -1 < j <n.

Beweis 1) Zunichst ist zu zeigen, dal K ein Polytop in V* ist. Dies ergibt sich
aus der in 5.18 gezeigten Beziehung n(K") = n(K)" wie folgt: Nach 5.14 ist n(K) ein
polyedrischer Kegel und damit nach 1.14 auch n(K)¥ = n(K"). Nach dem gleichen Satz
ist damit KV ein Polytop. Damit liegt 0 im Inneren von KV, denn als Polytop ist KV
Durchschnitt endlich vieler H=1(w;), die alle 0 als inneren Punkt haben..

2) Lemma 5.18 liefert mit 1) und 5.14 2) ein kommutatives Diagramm (vgl. 1.21)

PBo(V) v, {spitze volldimensionale Kegel in F'}
L)Y L)Y

Ny

PBo(V*) —— {spitze volldimensionale Kegel in F*} .

Da 7 injektiv ist und o¥V = o gilt, folgt 2) unmittelbar.
3) Ersichtlich existiert zum ordnungsumkehrenden involutorischen Verbandsisomor-
phismus (vgl. 1.24)
S(n(K)) — &(n(K)"), 7 n(K)’n1"

eine kommutative Ergidnzung ¥ im folgenden Diagramm mit Isomorphismen von Ver-

banden (vgl. 5.14):
(0%

S(K) -5  &(nK))
19 !

My

S(KY) -5 &(nK)Y)
Es sei S eine Seite von K, dann gilt nach 1.24 2) fiir die Zuordnung
928 = n(8) = n(K)" Nn(S)* = 9(S)

ersichtlich dimd(S) = ((n 4+ 1) — (dimS + 1)) — 1 = n — dimS — 1. Es bleibt also
Y(S) = S* zu zeigen; dazu verweisen wir auf Aufgabe 5.7.

Der Beweis von 4) ergibt sich unmittelbar aus 3). =

Aufgabe 5.7 Fiir S < K € PBo(V) zeige man
()™ (1 (K) Ny () 1) = {u€ K¥5u(S) = ~1)
(fiir 5.19).
Aufgabe 5.8 Ist K = konv(v1,...,vr), so zeige man K" = ﬂHz_l(vj).
j=1
Wir wollen nun Polytopen K € By (V') auf naive Weise einen Ficher zuordnen:
5.20 Definition Fiir ein N-rationales Polytop K € 3¢(V) bezeichne AX den N-Fécher

AKX = {keg(9);S 2 K}.
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Ersichtlich ist A® ein N-Fécher, da K und alle p-K fiir p € N+ den gleichen Ficher
erzeugen. Ebenso offensichtlich ist A% ein vollstédndiger Ficher, da der Nullpunkt im
Inneren von K liegt. Aus AX lassen sich durch Unterteilung des Randes 0K weitere
Fécher konstruieren: Es sei T ein Komplex aus Polytopen (i.e., T sei eine endliche Menge
von Polytopen mit: FF < S € ¥ = F € Tund 51,5 € T = S NSy < 51,95), deren
Vereinigung 0K ist. Dann ist der Féacher

AT = [keg(S); S €T}

eine Verfeinerung des Fichers AK. Auf diese Weise lassen sich aus AX neue Ficher
mit gleichem Tréger erzeugen, ein Prozess, der fiir die Auflésung von Singularitdten von
grundlegender Bedeutung sein wird. Wenn ein Polytop L mit A% = Al existiert, so
liegen die Polytopseiten von L in entsprechenden Kegeln von A%, dabei sind natiirlich
keine zwei aneinanderstoflende Polytopseiten von L kollinear, d.h. den gleichen affinen
Unterraum erzeugend, da L ein Polytop ist.

Als Beispiel betrachten wir in Figur 5.5 das Polytop K € % (R?), das als projektive
Varietdt den P3 definiert (vgl. 5.22), sowie zwei Unterteilungen.

= Ve

FIGUR 5.5 Unterteilungen eines Polytops

Das mittlere Bild liefert wieder einen Ficher, der von einem Polytop L herriihrt.
Bezeichnet namlich s die Spitze von K und verkiirzt man die Strecke [0, s] ein we-
nig unter Beibehaltung der anderen 6 ,,Eckpunkte®, so erhélt man ein Polytop L mit
AF = A% Zum rechten Bild existiert kein Polytop L mit A*2 = AL, vgl. Beispiel 5.24
im Anhang zu § 5.

Wir kommen nun zu der fiir uns wichtigsten Fécherkonstruktion, die wir fiir ein (be-

liebiges) Polytop K in V* durchfiihren, wobei wir folgende Begriffsbildung verwenden:
Ist S < K, so heifit der Kegel

(keg(K - S))" = {veV; (v,K—S)>0}

der AuBenwinkel von K an S (bisweilen wird unter dem Auflienwinkel aus geometrischen
Griinden auch — (keg(K — S))V verstanden). In Figur 5.6 haben wir aus Griinden der
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— (keg(K — 51))"

LS1a — (keg(K - Sl?))v

— (keg(K — S3))"

FIGUR 5.6 Verschobene Auflenwinkel eines Polytops

Ubersichtlichkeit die jeweils um ein xg € S verschobenen Winkel zg — (keg(K — S))v
dargestellt.

Aufgabe 5.9 Fiir Polytope K = konv(p;;1 < ¢ < r) und L = konv(g;;1 < j < s) zeige man
K+ L = konv(p; +¢j;1 < i <71 < j < s). Damit sind keg(K + ) (keg(K + L))V
polyedrische Kegel. Man beschreibe K + L fiir s = 1 und 2.

5.21 Satz und Definition Ist K ein Polytop in V* mit nicht leerem Inneren, so heif3it
der vollstdndige Fécher

Ag = {(keg(K —9))"; 0# 5 < K}
ein polytopischer Facher. Er hat die Eigenschaften:
1) Ist 0 € IO(, soist A = AK”;
2) Ist K ein M-rationales Polytop, so ist A ein N-Fécher.

Beweis Da Ak nach Aufgabe 5.10 unter Translationen von K invariant ist, diirfen wir

0e I% annehmen. Ist K zusétzlich M-rational, so 148t sich bei der Translation ein u aus
K N (M ®z Q) wihlen, da K innere Punkte hat. Folglich ist KV nach 5.19 N-rational.
Es bleibt also nur 1) zu zeigen, weil daraus ebenfalls folgt, dafl Ax ein vollstandiger
Fécher ist.

Fiir 1) ist nach 5.19 nur (keg (K—-S) ) = keg(S™) fiir jede nichtleere Seite S von K
nachzuweisen. Fiir jedes v € S* gilt (v, K) > —1 und (v, S) = —1, also (v, K — §) >
und damit liegt v im Kegel (keg(K — S))V. Ist umgekehrt 0 # v € (keg(K — S))V, SO
ist zundchst v auf S konstant, denn aus S — S = —(5 —5) C K — S folgt

—(v,§-8) = (v,S=S5) > 0,

so da§ v auf S — S verschwindet, also v|s konstant ist. Weiter ist v(S) # 0, denn
sonst folgte v € KY = 0. Wire v(S) > 0, so stinde v(—S) < 0 im Widerspruch zu
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—S C keg(K — S). Da wir eine Inklusion von Kegeln untersuchen, diirfen wir daher
v(S) = —1 annehmen. Somit gilt (v, K) > (v,S) = —1 und damit v € S*. =

Aufgabe 5.10 Fiir t € Ry und u € V* zeige man A = Ay 11k

5.22 Beispiele Esseien N =7Z" C R*"=V.
1) Ist K = konv({te] £ --- £ e’ }) der Hyperwiirfel in V*, dann ist

KY = konv({*e;; i=1,...,n})

der duale Hyperwiirfel in V', also Ak ein Produktfacher von n Exemplaren des
eindimensionalen vollstdndigen Féchers. Damit ist Ag ein mehrfach projektiver
Fécher, und die zugehorige torische Varietét ist Xx = (P1)™.

2) Essei V = (éRei)/ RZel Dann ist V* : RZel @ Re;)*. Setzen

=0
wir KV := konv(ey, . . ) so gilt Y1 j&; = 0. Fiir K KV C V* folgt
A = {keg(es i€ D) 1C{0,....n}).

Zu diesem ,projektiven Facher* gehort als Varietit Xy = P,, vgl. 4.8 3).

5.23 Korollar Ist K ein Polytop in V* mit nicht leerem Inneren, so existiert eine
Bijektion
1-1

K < A%, uw~o,:={veV;{v,u) = min(v,w)} .
weK

Beweis In der Darstellung von 5.21 werden die n-dimensionalen Seiten gerade durch
die Mengen (keg(K — u))v mit den Ecken u € K beschrieben. Nun ist fiir festes u € K

(keg(K—u))v = {veV;{v,K—u) >0}
= {veV;{v,w) > (v,u),Vw € K}
= {veV; (v,u)zinei%(v,wﬂ.-

Nennen wir ein n-dimensionales Polytop K in V einfach, wenn K" simplizial ist,

so gilt:

Aufgabe 5.11 Ein n-dimensionales Polytop K in V ist genau dann einfach, wenn jede seiner
Ecken auf genau n Kanten liegt (fiir Aufgabe 13.2).
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FIGUR 5.8 Gitterpolytop zu Prismenunterteilung?

¢ 5 Anhang: Beispiele nicht polytopischer Facher

Wir wollen zeigen, daf der im dritten Bild von Figur 5.5 aufgetretene Ficher A¥ nicht
von einem Polytop herriihrt. Dazu geniigt ersichtlich das folgende

5.24 Beispiel Fiir i = 1,2,3 seien v; = (v;1,v;2) € R? so gewiihlt, dal 0 im Inneren
von K := konv(vy, v, v3) liegt. Man setze v := (v;,+1) € R®. Dann kommt der zur
Unterteilung von K in Figur 5.7 gehorige Féacher nicht von einem Polytop.

Beweis Andernfalls miifliten ,uii € R existieren mit AT = A’ fiir ein Polytop
L :=konv(w?, i = 1,2,3) mit w := pFo, vgl. Figur 5.8. Man setze A\ := 1/uf,

7
sowie zu den vier ,vorderen* Punkten im IR>:

A Ay 1
+ 1 +,+ 2 -
_ AL . AS . 1
- M _f2 - 0).
Damit gilt
F_ Nt
M+

Nach 5.25 gilt w™ # w™, denn sonst wiren zwei Seiten von L kollinear. Da der Punkt
wy auf der Kante [w],w; | liegt und w; ebenfalls zu L gehort, ist A + A5 > A7 +AF.
Analog ergeben sich

A A7 > A AT und AT AT > A A
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Die Summe dieser drei Ungleichungen ergébe daher Z)\f > Z)\Zi, und damit einen
Widerspruch. Also existieren solche ,uli nicht. m

Wir haben benutzt:

5.25 Lemma In den Bezeichnungen von 5.24 seien fiir i = 1,2 die Vektoren v; linear
unabhéngig; man wéhle )\;t € R.g. Dann liegen die vier Punkte wz?t = vijc/)\fE genau
dann in einer affinen Ebene des R3, wenn A\ — A\] = \J — A\, gilt.

Beweis In den Bezeichnungen des Beweises von 5.24 notieren wir zunéchst, daf w™ in
der Verbindungsstrecke [w;, w5 ] und w™ in der Strecke [w] , w3 ] liegt. Die Bedingung
A = A] = A — \J ist dquivalent zu wt = w™.

<= Aus wt = w™ folgt, daB sich die beiden Verbindungsstrecken schneiden, so
dafl die vier Punkte wii in einer gemeinsamen Ebene liegen, vgl. Figur 15.6.

»,=“ Da w' und w~ sowohl in der fraglichen affinen Ebene E als auch in der
Geraden G := R - (v1 + v2,0) liegen, bleibt zu zeigen, dafl sich £ und G nur in einem
Punkt schneiden. Dazu reicht es nachzuweisen, dafl 0 nicht in der affinen Ebene E liegt.
Andernfalls giibe es eine nichttriviale Linearkombination

0 = t1of +tovy +tsvs = ((t1 +t2)vy + tava, by — to + t3) .

Wegen der linearen Unabhéngigkeit von v; und vy ergidben sich jedoch t3 = 0 sowie
t1=—ta=—t;1 =0.n

Als néchstes bringen wir ein Beispiel fiir einen polytopischen Fécher Ak und einen
kombinatorisch dquivalenten Facher A, der nicht polytopisch ist. Dies bedeutet, daf die
projektive torische Varietidt Xa, kombinatorisch dquivalent zu einer zwar vollstdndigen,
aber nicht projektiven Varietat X ist (vgl. 16.19).

5.26 Beispiel Wir betrachten die Ecken des Standardwiirfels K in V = R3? und
ersetzen die Ecke (1,1,1) durch (1,2, 3), vgl. Figur 5.9: Es seien ¢; € {+,—} und

v — (17273) fﬁr€1:62:5’3:+,
e | (e1l,e21,e31)  sonst.

Der zugehorige vollstéindige Fiacher A ist kombinatorisch dquivalent zum durch den
Standardwiirfel K erzeugten Ficher, also zu Agv. Anders als dieser Facher kommt A
jedoch nicht von einem Polytop L und ist auch nicht Verfeinerung eines Polytopfichers.

Beweis Der Fiacher A hat als drei-dimensionale Kegel (wobei * die Werte + und —
durchlaufe)

links:  keg(v_,«) rechts:  keg(vix)
vorn:  keg(vi_) hinten:  keg(vi4«)
unten: keg(vux_) oben:  keg(visy) .

Wenn A durch (echte oder unechte) Verfeinerung aus einem Polytop L entsteht, dann
haben alle Ecken von L die Form we,cyeq 1= fleyeqesVe 005 Mit geeigneten fic, 0,0, € Rso.
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FIGUR 5.9 Deformierter Wiirfel

Zunichst kann keine echte Verfeinerung eines Polytops L vorliegen, weil AY sonst
nicht vollstandig ist: LaBt man etwa die Ecke zu w44 fort, so liegen die Punkte w4 .,
Wytx Und Wiy in einer Ebene H. Da die fehlende Ecke w___ in der durch die w,_,
bestimmte Ebene liegt, folgt auch w___ € H. Folglich hat L acht Ecken. Da sich
auflerdem in einem dreidimensionalen Polytop in jeder Ecke mindestens drei Kanten
schneiden, hat L notwendigerweise die gleiche Kantenzahl wie der Standardwiirfel.

Kommt andererseits A von einem Polytop L = konv(wi.), so konnen wir zeigen,
daf sich die jeweils von der rechten, der hinteren und der oberen Seite von L erzeugten
affinen Riume in R3 aufler im Punkt w,,, in einem Punkt p(1,1,1) mit u € Ry
schneiden, also eine Gerade gemeinsam haben, obwohl ihr Schnitt einpunktig sein mu$.

Zunéchst gilt ndmlich

1 1 1 1 1 1
(1, 1, 1) = 5(1,2, 3) + Z(l, 1, —1) + Z(l, —1, —1) = §'U+_|_+ + Z'U+.|__ —+ Z'l)_’___ .
Also liegt p(1,1,1) fiir ein geeignetes p € R in der rechten Seite konv(w; ) von L.
Ersetzen wir in der rechten Seite w,, durch u(1,1,1), so erhalten wir vier Punkte in

einer Ebene, und damit gilt nach 5.25 mit A := 1/l €te.:

At Ao = Ao+ Ay
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also (unter erneuter Verwendung von 5.25 fiir unten und vorne)
A4 A = Ao A = AD) + A+ A — A D)

und damit
)\ — /\_|___ + )\_J,__ + )\___|_ - 2)\___ .

Dieser Ausdruck fiir A ist symmetrisch in den \,,.; hidtten wir mit einer der anderen
beiden Seiten begonnen, die w4 als Eckpunkt haben, so hétte sich der gleiche Wert
fiir A und damit fiir p ergeben. Also liegt p(1, 1, 1) im Durchschnitt aller drei zugehorigen
affinen Ebenen. m

Man kann allerdings aus jedem vollstédndigen Fécher, insbesondere also aus obigem
A, durch Unterteilung einen polytopischen Fécher machen, vgl. [Ew, V.4.5].

Aufgabe 5.12 zu Weihnachten Es begab sich nun zur Weihnachtszeit, dafl Petrus sich fragte,
welche Form er dem Weihnachtsstern denn diesmal geben solle. Nach zahlreichen Versuchen
und Diskussionen mit der Engelschar entschlof3 er sich, mit einem regelméafligen n-Eck am
Firmament die Strahlen so zu konstruieren, dafl jede Ecke genau einen leuchtenden Strahl
entlie. Um aber die Vollsténdigkeit des Herrn augenfillig werden zu lassen, nahm er die von
den Strahlen erzeugten Kegel in ihrer Fiille hinzu. Eigentlich hatte er fiir n die Zahl der Apostel
wahlen wollen; auf Grund der aktuellen politischen Diskussionen entschlofl er sich aber, die
Anzahl der Stamme Israels zu wahlen. Der neueste Sparerlass zwang ihn jedoch dann, die Zahl
seufzend zu halbieren. Das Ergebnis erziirnte heftigst den Rat der torischen Varietéten, dessen
Lobby in den letzten Jahren enorm an Einflufl gewonnen hatte. So driickte Petrus letztendlich
doch ein regelméfliges Achteck durch, wie man es dann in diesem Jahr bei aufmerksamem Blick
am Firmament bewundern konnte. Wir fragen uns:

i) Was hat die torischen Varietéten so erziirnt?

ii) Welche torische Varietét gehort denn nun zu derartigen Weihnachtssternen?

Aufgabe 5.13 Man beweise oder widerlege folgende Aussagen fiir Facher Ay und As:

i) Sind A; und Ag kombinatorisch dquivalent, so sind sie auch als Féacher isomorph (gleiche
Fragestellung fiir vollstéandige Ficher).

ii) Sind A; und Ag als Facher isomorph, so sind sie auch kombinatorisch dquivalent.
iii) Sind A; und Ag kombinatorisch dquivalent und ist A; polytopisch, dann auch As.

iv) Sind A; und Ay kombinatorisch dquivalent und ist A; vollstéindig, dann auch As.

Aufgabe 5.14 Zu einem Ficher A mit A™®* = A" heifit eine Funktion h:|A| — IR eine
» Tragerfunktion®, wenn sie auf jedem Kegel o € A™** mit einer Linearform us € M iiberein-
stimmt. Man zeige: Ist A vollsténdig, so ist

K = {ue MR; u>h}
ein Polytop in M (fiir Aufgabe 5.15).
Aufgabe 5.15 Eine Trigerfunktion h = (us)ycAmax heifle ,streng konkav“, wenn fiir alle

o € A™M* gilt:
Fiir alle v ¢ o ist h(v) < us(v) .
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Man zeige:
i) Ist K ein nicht leeres Polytop in M, dann ist
hg:Nr — IR, v+— min u(v
K:NR min u(v)
eine streng konkave Tragerfunktion auf Ag.

ii) Ist A vollstindig und h = (us)seca eine streng konkave Triagerfunktion auf A, dann ist
A = Ak, und A damit ein polytopischer Fécher (Hinweis: Man zeige, dafl u, eine Ecke
von Kj, ist).

iii) Fir K und hg wie oben ist Kj, = K.
Aufgabe 5.16 Man untersuche auf direktem Wege (d.h. ohne Verwendung von Aufgabe 5.15)
die folgenden Ficher auf die Existenz einer streng konvexen Tragerfunktion:

i) den vollsténdigen Facher im IR3, dessen Strahlen keg(+e;),i = 1,2,3 sind;

ii) den vollsténdigen Ficher, der zur Prismenunterteilung in Figur 5.7 gehort.
Aufgabe 5.17 Man zeige fiir die Schonhardtfigur F' im IR3, die aus der Prismenzerlegung in
Figur 5.7 durch eine leichte Verdrehung des oberen Dreiecks entsteht:

i) F' 148t sich nicht ohne Einfiigung weiterer Eckpunkte triangulieren.

ii) Der von n(dF) im IR* erzeugte Fiicher A hat als konvexe Hiille einen Fiicher A mit mehr
Kanten als A.



6. Ein-Parameter-Untergruppen und Charaktere

Ziel dieses Paragraphen ist es, die geometrische Bedeutung der Gitter N und M fiir die
Torusoperation zu verstehen.

Wir beginnen damit, in jeder affinen torischen Varietdt X, einen mit x, bezeich-
neten ausgezeichneten Punkt einzufiihren. Ist o volldimensional, so wird es sich dabei
um den einzigen Fixpunkt von X, handeln. Andernfalls ergibt sich in der kanonischen
Produktzerlegung X, = X, x Tedmo aus (3.19.1) der Punkt (2., 1,...,1), vgl
Aufgabe 6.1.

6.1 Definition Zu jedem o € A gehért ein ,Fulpunkt® xz, € X, von X,; als Element
von Spec(C[S,]) ist er definiert durch

2o(u) = 1 firuceotnNM
7 ' 0 fiirue (oV\obt)N M.

Der Fulpunkt x, ist tatsichlich ein Monoidhomomorphismus: Fiir alle u,u’ € S,
gilt namlich

to(utu)=1 <= utv €0t = wuu cot = z,(u)=1=z,(u).
6.2 Beispiel Fiir m <n und o :=keg(ey,...,e,)d 0 C R™ ist
2o = (0,...,0,1,...,1) € C™ x (C*)"™ =X, .
Fiir n = m = 2 ist die Zuordnung in Figur 6.1 abgebildet.

T2
IR2

I o

Lo ng

FIGUR 6.1 FuBpunkte zu C?
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Aufgabe 6.1 Es seien 0 € A und ¢’ € A’. Man zeige fiir die FuSpunkte:
1) Togor = (To,xor).
ii) Ist o volldimensional, so ist x, gerade der einzige Fixpunkt von X, .

6.3 Bemerkung Fiir zwei Kegel 0,0’ € A gilt

Ty €EXy = o0=<0.

Insbesondere ist jeder Kegel o durch den Fulpunkt x, charakterisierbar.

Beweis , <" Ist 0 < 0/, s0ist S,y C S, und damit z,|s_, € Hompg, (Sor, C) = X,

,=“ Ist 0 A 0’, so ist zu zeigen, daf} sich x, nicht zu einem Monoidhomomorphis-
mus auf S,, machen 1aft. Zunéchst ist 7 := o N ¢’ echte Seite von o; man wihle ein
ue€ Mn(eVN7h)° gemiB 2.8, dann gilt

S, = S, +7Z-u.

Also folgt x(u) # 0 fiur jedes =z € X,, das gleichzeitig in der Teilmenge X, liegt.
Andererseits ist o nach 1.24 eine echte Seite von 0¥ N7+, liegt also in dessen Rand und
enthilt daher nicht das Element u. Damit folgt x,(u) = 0. — Ist schlielich x, = x4,
so folgt 0 < 0/ < o und damit c = o’. =

6.4 Definition Fin Fédcher A heifit reguldrer Fécher, falls alle Kegel o in A regulir
sind.

Fiir eine algebraische Varietit verwenden wir die Begriffe ,,regular”, , glatt“, . sin-
gularititenfrei“, ,nicht singuléar®, ,,ist Mannigfaltigkeit“ synonym.

6.5 Satz Fine torische Varietdt X a ist genau dann reguldr, wenn der zugehorige Féacher
A regulér ist.

Beweis Offensichtlich geniigt es, den Seitenfdcher eines jeden Kegels aus A zu betrach-
ten. Dariiber hinaus sei dieser Kegel als 0 @0 ¢ IR? x IR"™% mit dim o = d dargestellt.
Dann ist X,q0 = X, X T, so daf wir d = n annehmen diirfen.

Die Richtung ,, <= “ wurde in Aufgabe 3.4 gezeigt.
, = “ Da X, insbesondere im Fufpunkt x, glatt ist, gilt mit dem lokalen maximalen
Ideal x m, _ fiir die Einbettungsdimension von X, in ,:
dim(x,m,, /x,m2) = n.
Der Kern m,_ der Auswertungsabbildung
Exyt C[Sa] —-C, fr— f(xa)

hat die Gestalt m,, = C[S}] mit SF := S, \ {0} = S, \ o, weil o volldimensional ist.
Bilden wir S + 57 in M, so folgt m2 = C[S} + S7]. Da der kanonische Homomorphis-
mus mg, /m2 — xm, /x,m2 ein Vektorraumisomorphismus ist ([AG, 8.6]), ergibt sich
insgesamt

n o= dim(mg, /m3) = #(5\ (S +5)) .
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Nun wird das Monoid S, von S;\ (S +5) erzeugt. Denn andernfalls betrachte man eine
Linearform ¢ € V*, die auf dem punktierten spitzen Kegel oV \ 0 positiv ist, und wéhle
unter allen u € S;, die nicht von S \ (S} 4+ S) erzeugt werden, eines mit minimalem
Wert ¢(u). Dann ist u € S + S, also existiert dort eine Zerlegung u = uy + ug, wobei
etwa uy nicht erzeugt wird. Nun widerspricht ¢(u1) < ¢(u) der Minimalitét von £(u).

Daher existieren n Vektoren, die S, iiber N, damit M = S, — S, iiber Z erzeugen
und damit eine Z-Basis von M sind. Insbesondere ist oV regulir und damit auch o. =

6.6 Definition FEine Ein-Parameter-Untergruppe (1-PUG) von T ist ein Morphismus
X: C* — T algebraischer Gruppen, ein Charakter von T ist ein Morphismus x: T — C*
algebraischer Gruppen.

Die Mengen
Np = {\C" —=T; X 1-PUG}

und
My = X(T) := {x:T — C*; x Charakter}

werden vermoge punktweiser Multiplikation zu abelschen Gruppen.

Die Bezeichnungen werden durch folgende Beobachtung motiviert, die es uns gleich-
zeitig ermoglicht, die Gruppen Nt bzw. Mg als Ausgangsgitter fiir die Konstruktion
torischer Varietédten zu wéhlen:

6.7 Bemerkung Fiir den n-Torus T existieren kanonische Isomorphismen:

1) Z" — Nr, ’UH(}\UZZH(ZUI,...,ZU")),
2) Z" — My, ur— (X" (t1,.. . tn) — 71 tem)

Weiterhin induziert die duale Paarung
(, 22" x7Z" =7, (v,u) — (v,u):= Zujvj
j=1

kanonisch eine duale Paarung zwischen Mt und Nr:
(6.7.1) (, )N xMyr—Z, (\x)—a,
wobei a durch die Beziehung (x o \)(z) = 2%, z € C* festgelegt ist. Dabei gilt:

(6.7.2) (x“ o A)(2) = 20,

Beweis Ersichtlich sind die Abbildungen in 1) und 2) injektive Gruppenhomomorphis-
men, deren Surjektivitit zu verifizieren bleibt.

1) Fiir n = 1 kénnen wir auf Aufgabe 3.7 i) verweisen. Fiir allgemeines n ist A von
der Form A = (Aq,...,\,) fiir geeignete \; € Mor(C*, C*); jedes A; ist eindeutig von
der Form z +— 2% mit geeignetem v; € Z. Daraus folgt die Behauptung.
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2) Mit den speziellen 1-PUGs

ergibt sich fiir y € Mr:
X(tsota) = x([J- - Lt1,.01) = [ xoX, @),
j=1 j=1

woraus die Surjektivitdt mit 3.7 1) folgt.
Damit erfiillt die (ersichtlich nicht entartete) Paarung (6.7.1) die Beziehung

(6.7.3) (X" Ay = (v,u),

denn es gilt fiir jedes z € C*:

(672) (Xu o )\v)(z) = XU(ZW’ - ',Z’Un> — H L - Z(v,u) m
j=1

Jedem Morphismus algebraischer Gruppen ¢: T" — T™ 148t sich umkehrbar ein-
deutig ein Gruppenhomomorphismus ®:Z" — Z™ zuordnen: Zunichst hat ¢ nach
6.7 mit eindeutig bestimmten u; € Z" eine Darstellung ¢ = (x"*,...,x""). Fafit
man die u; als Zeilen auf, so ist ® in den kanonischen Gitterbasen durch die Matrix
(Ut ..o Up)t € ZM*™ gegeben.

6.8 Korollar Die Zuordnung T — Nt , ¢ — ® ist eine Aquivalenz von Kategorien. m

Dem Gitter N in R™ hatten wir in (3.6.1) den n-Torus Tx = N ®z C* zugeordnet.
Nunmehr haben wir gesehen, daf§ wir umgekehrt N als Gruppe der 1-PUGs von Ty
interpretieren kénnen. Aufgrund der Dualitit My = Homy(Nt,Z) gemif 6.7 erhalten
wir eine entsprechende Interpretation fiir die Beziehung zwischen Mt und T: 6.8 gibt
analog eine Antidquivalenz zwischen T und M7, und M 148t sich als Charaktergruppe

von Tps« interpretieren. In diesem Zusammenhang halten wir die Zuordnungsvorschrift
fest: Fir u € M = Hom(T, C*) haben wir die Identifikation

(6.8.1) M — X(Tp+), ur (x*: Ty — €, t— x"(t) =t(u) =u(?)) .

Ein Fachermorphismus ¢: (N, A) — (N’,A’) induziert fiir die zugehorigen Tori
einen Morphismus ¢,: T — T’ algebraischer Gruppen, vgl. 4.12; ferner gehort zu ¢ ein
Gitterhomomorphismus ¢*: M’ — M. Damit folgt

6.9 Satz Es sei p: (N,A) — (N',A’) ein Fachermorphismus
1) Fiir alle w' € M’ kommutiert das Diagramm
T S
XN X
C*
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2) Fiir alle v € N kommutiert das Diagramm

¢ AT

)‘np(v) \« \/ P
P]I"/
Beweis 1) Es sei t € T. Dann folgt aus den Eigenschaften dualer Abbildungen:

/7

(" 0p)®) = X (pa(®) "EY (pu(®) (W) = (o ()

2) Da die Charaktere aus My die Punkte von T’ trennen, geniigt es, fiir alle v’ € M’
die Beziehung y* @i\, = x* Ay(v) zu zeigen. Fiir z € C* folgt mit (6.7.2)

6.8.1 * (!
P ).

Xu/SO*)\v(Z) _ (Xu'(p*x/\v(z))l:)xgo*(u/) ()\U(Z>) — Z<v,g0*(u')> — Z<<P(U),u/> — (XU//\ap(v))(Z>- -

Dies liefert uns einen Fortsetzungssatz fiir 1-PUGs und Charaktere:

6.10 Satz FEs sei 0 ein N-Kegel.
1) Fiir jedes v € N sind dquivalent:
a) v E€ o,
b) A, besitzt eine Fortsetzung zu einem Morphismus A C — X, ;
c) A\, ldfit sich in der metrischen Topologie stetig zu \,: C — X, fortsetzen.
2) Fiir jedes uw € M sind dquivalent:
d) ueoY;
e) x" besitzt eine Fortsetzung zu einer reguldren Funktion x*: X, — C;
f) x™ laBt sich in der metrischen Topologie stetig zu x*: X, — C fortsetzen.
Beweis d) = e) ergibt sich aus der Gleichung O(X,) = C[S,], wihrend e) = f) daraus
folgt, daf} jede reguldre Funktion in der metrischen Topologie stetig ist.

1) Jedes u € S, definiert also eine reguldre Funktion x* € C[S,]| = O(X,). Ist
(uy, ..., u,) ein Erzeugendensystem von S, , so gehort dazu nach (2.0.3) eine Einbettung
X, — C". Damit existiert fiir v € N genau dann eine Fortsetzung \,: C — X, wenn es
eine Fortsetzung \,: C — C” gibt. Dies ist dquivalent dazu, da8 alle x* o \,, fiir u € S,
regulér fortsetzbar sind. Nun gilt auf C* nach (6.7.2)

v,u)

X“oA(2) = 2

Damit ist x* o\, genau dann (regulér bzw. stetig) in 0 € C fortsetzbar, wenn (v, u) > 0
gilt. Dies wiederum trifft nach dem Satz von Hahn-Banach 1.5 genau dann fiir alle
u € S, zu, wenn v in o liegt.

f) = d) Ist u ¢ 0, so existiert ein v € 0 N N mit (v,u) < 0. Auf C* gilt wieder
die Bezichung (6.7.2), so dafl lir% 24 nicht existiert. Andererseits 18t sich A, nach 1)

auf C fortsetzen, so dafl lir% (x" o A\y)(2) doch existiert! Also folgt u € ¢¥. m
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6.11 Korollar Fiir einen N-Kegel o0 und ein v € N gelten
1) veo® — lir%)\v(z) = T,
z—
2) Ist p: (N,0) — (N',0’) ein Kegelmorphismus mit ¢(c°) C 0'°, 0 ist @ (T5) = Tyr-

Beweis 1) Nach 6.10 existiert der betrachtete Grenzwert genau dann, wenn v in o
liegt, was wir nunmehr voraussetzen. Nach 1.16 liegt v genau dann in ¢°, wenn

ot = oVnut = {ued’;(v,u) =0}

gilt. Dies wiederum ist dquivalent zur Giiltigkeit der Gleichung z,(u) = lir%z<”’“> fiir
VA d

alle u € ¢¥: Wir haben namlich fiir u € ¢V N M

1
Xu<xa') (G-i-l) 5130—<U/) _ {1, ueco

0 sonst,
sowie o
(X" © A0)(0) (622 lim 2V = {L (v,u) =0
z—0 0 sonst.

Da die Charaktere aus Mt die Punkte von T trennen, ist schlieSlich \,(0) = x, fqui-
valent dazu, daf die Beziehung x* (X, (0)) = x“(z,) fiir alle u € oV gilt.

2) Man wihle ein v € ¢° und setze w := p(v) € ¢’°. Dann folgt aus 1):

pul0) = (lim Ao (2)) = lim . 0,(2) =l Aoy (2) = i A (2) = o

Aufgabe 6.2 Fiir eine torische Varietdt XA zeige man, daf sich eine 1-PUG A, genau dann
zu einem Morphismus A\y: [P} — XA fortsetzen 148t, wenn sowohl v als auch —v in |A] liegen.

Fiihren wir der Bequemlichkeit halber die Bezeichnung ATV fiir folgende Kategorie
ein:
— Objekte sind die affinen (zusammenhéngenden) normalen algebraischen Varietéiten
U, auf denen ein gleichdimensionaler algebraischer Torus T mit einer dichten offenen
Bahn operiert,

— Morphismen ¢: U — U’ sind dquivariante Morphismen, die auf den offenen dichten
Bahnen Morphismen ¢|r: T — T’ algebraischer Gruppen induzieren.

6.12 Satz Die Kategorie der affinen torischen Varietédten und die Kategorie ATV sind
dquivalent.

Beweis Nach 3.5 ist jedes X, eine normale affine Varietét; sie enthélt nach 3.18 eine
dichte T-Bahn. Morphismen ¢: X, — X,/ sind gemé&fl 3.19 dquivariant und setzen den
Gruppenhomomorphismus ¢: X, — X,/ fort.

Fiir die andere Richtung definieren wir einen Umkehrfunktor auf ATV mit Werten
in der Kategorie der Monoide, was nach 3.20 und 3.3 ausreicht. Betrachten wir dazu
zunéchst fiir ein Objekt U aus ATV und den zugehorigen Torus T = Ty die Menge

X(U) = {feClU]; flr e X(T)} .
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Die Einschrinkungsabbildung X(U) — X(T) ist ersichtlich injektiv; damit 148t sich
X(U) als Teilmenge von X(T) interpretieren. Insbesondere hat jedes f € X(U) die
Gestalt x™ € X(T). Weiter ist X(U) eine Unterhalbgruppe von X(T): Mit f,g € X(U)
sind auch f,g € C[U] und f|r-g|r € X(T). Setzt man beziiglich der Identifikation 6.7 2)

S:=SU) := {mez™x" cX({U)},

so ist S eine Unterhalbgruppe von M := Z" = X(T).
a) Wir zeigen nun C[U] = C[S]. Nach Konstruktion gilt zunéchst

G- = s c cul.

ses

Es bleibt zu verifizieren, daf§ diese Inklusion nicht echt ist. Jedes f € C[U] hat wegen
C[U] C C[T] = C[X(T)] eine eindeutige Darstellung

(6.12.1) f =) amx™ mit a, €C.

Nehmen wir an, die Inklusion sei doch echt, und wihlen ein f € C[U]\ C[S] mit einer
minimalen Summandenzahl. Diese ist mindestens zwei: Wére f von der Form a,,x™,
so lige x™ in X(U) und f damit doch in C[S]. Wir erhalten offensichtlich einen Wi-
derspruch gegen die Minimalitidt, wenn in f ein Koeffizient a,,, # 0 mit x"° € C[U]
auftritt, d.h., mit a,,,x™° € C[S]. Wir finden so ein mg wie folgt:

Die kommutative Gruppe T operiert auf C[T] und eingeschriankt analog auf C[U]
durch
T x C[T] — C[T], (t,9) — (tg:w— g(tw)) .

Dabei ist C[U] ein invarianter Teilraum von C[T]. Insbesondere gilt fiir jedes ¢t € T und
f mit der Darstellung geméfl (6.12.1) zunéchst auf T und damit auch auf U:

) =3 aux™(tw) =3 an™ (X" (w) |

ie.,
tf = Z(amxm(t))xm e C[U].
Es sei nun P das sogenannte Newton-Polytop

(6.12.2) P := konv({m;a,, #0}) C M®z R

von f. Man wihle eine Ecke mo € P und eine Stiitzhyperebene v+ in M ®; IR mit
v € N, P C v und PNvt = {mp}. Gemi 6.7 entspricht v einer 1-PUG \,. Wir
erhalten damit fiir z € C* und ¢ := \,(z) aus (6.12.2):

N A Y (S P WE)) F el ) (L) P vl
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und folglich mit den positiven natiirlichen Zahlen n,, := (v, m —myg) fiir m € P\ {mg}

”m°>)\ )f = Zamzvm ”m°>)x = QX" + Z (amz"m)xm e ClU].

mz#mo

In C[T] ist der Grenziibergang fiir z — 0 durchfithrbar und liefert a,,,x"° € C[T]; da
aber T- f in einem endlichdimensionalen (und damit abgeschlossenen) Untervektorraum
von C[U] liegt (vgl [AG, Aufgabe 11.7]), folgt a,,,x™° € C[U].

b) Es existiert fir N := M* ein N-Kegel 0 mit U = X,,. Denn S = S(U) ist endlich
erzeugt, weil C[S] = C[U] eine endlich erzeugte Algebra ist (vgl. den Beweis von 3.3).
Weiter ist S nach 3.2 saturiert, da U normal ist. Weil U rational ist, liefert Aufgabe 3.2
S—S=M-—M= M, also ist S erzeugend, so da} S nach 2.13 von der gewiinschten
Form S = S, ist. Insbesondere ,,ist* damit jedes U aus ATV eine torische Varietét.

Kommen wir nun zu den Morphismen ¢: U — U’ in der Kategorie ATV: Dazu ist

" = X(p):X(U') = X(U), frfoyp

ein Halbgruppenhomomorphismus, der von einem Homomorphismus X(T') — X(T)
herriihrt, weil ¢ nach Voraussetzung einen Gruppenhomomorphimus ¢: T — T’ indu-
ziert; beide bestimmen sich wechselseitig. Die zugehorige Abbildung ¢*: M’ — M erfiillt
©(S") C S: Fiir s’ € S ist einerseits y* € X(T’) und x¥¢ &) € X(T). Anders interpre-
tiert gilt aber nach a) auch x* € C[U’] und damit

X2 E ew e U,

also ist ¢*(s’) € S. Insgesamt induziert ¢ einen Morphismus in der Kategorie der
Halbgruppen
0" = S(p): S(U") — S(U) .

Da S erzeugend ist, bestimmen sich schliefllich ¢ und S(p) wechselseitig; insbesondere
tritt jedes ¢ als Bild eines 1 mit ¢* = auf. »

Zum Beweis von Theorem 4.19

Fiir den Nachweis, dafl die Kategorien FAN und TOV &quivalent ist, mufl im wesent-
lichen gezeigt werden, dafl alle Objekte aus TOV (bis auf Isomorphie) tatséichlich von
einem Fécher herkommen und dafl alle Morphismen in TOV torisch sind. Wir beginnen
mit den Objekten X aus TOV: Man setze V := RY™X und N := Ny geméB 6.7. Der
Existenzbeweis fiir A beruht entscheidend auf dem (vgl. [Su, Lemma 8, Cor. 2])

6.13 Satz von Sumihiro Jede normale T-Varietéit besitzt eine offene Uberdeckung
aus affinen T-invarianten Teilmengen. m
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Aufgabe 6.3 Man zeige am Beispiel IP; /(0 ~ o0), daBl die Voraussetzung ,normal® in 6.13
wesentlich ist.

Beweis des Theorems Jede offene affine T-invariante Teilmenge U von X aus TOV
ist nach 6.12 von der Form X, der Durchschnitt solcher X, und X,/ als offener affiner
invarianter Teil von der Form X, = X/, wobei wir im Kleinen Worterbuch § 7 zeigen,
daB 7 bzw. 7’ Seite von o bzw. ¢’ ist. Nach 6.10 1) 148t sich N No in N und damit o in
V' wie folgt lokalisieren: Ein Punkt v € N gehort genau dann zu o, wenn eine regulére
Fortsetzung \,: C — X, existiert. Damit charakterisieren die Morphismen

XUICHXT:XUQXU/:XT/

einerseits die Punkte von 7 < o, andererseits aber auch die Punkte von 7/ < ¢/, so daf3
7 = 7/ gilt und o und ¢’ sich in dieser gemeinsamen Seite schneiden. Also fiigen sich
die einzelnen Kegel zu einem Ficher A mit X = X (N, A) zusammen.

Hinsichtlich der Morphismen ist zu zeigen: Ist f: X(N,A) — X(N’, A’) ein Mor-
phismus in TOV, so existiert genau ein Fachermorphismus ¢: (N, A) — (N, A’) mit
f=X(p) = pu

Dies ist zunéchst einmal klar, was den Gitterhomomorphismus angeht: Nach 6.8
gehort zum Homomorphismus f|r: T — T’ genau ein Homomorphismus ¢: N — N’ mit
wx = f|r. Zu zeigen ist nur, dal ¢ auch ein Fachermorphismus ist. Dazu bleibt fiir jedes
o € Aein o’ € A’ mit p(0°) C ¢’° zu finden (vgl. Aufgabe 4.5). Man wihle ein v € 0°;
nach 6.9 2) gilt fiir die 1-PUGs

)‘np(v) = fol

Gemif 6.10 1) existiert zunéchst

f(lim A\, (2)) = hm)\(p(v( z) .

z—0

Aus 6.11 1) folgt einerseits lim, .o A, (2) = 2,; analog ist lim. o A,(y)(2) der FuBpunkt
x, eines Kegels o/ € A’. Also liegt ¢(v) in ¢’°. Dies trifft nun fiir alle v € 0° in gleicher
Weise zu, also folgt ¢(c°) C 0’°. m

Aufgabe 6.4 Ist GG eine Zariski-abgeschlossene, echte algebraische Untergruppe des Torus T,
so existiert ein Charakter xy # 1 auf T mit x|g = 1. Man zeige durch ein Beispiel, daf} die
Bedingung ,,metrisch abgeschlossen* dazu nicht ausreichend ist.

Kleines Worterbuch § 6
Theorie in (V, N) torische Theorie

regulirer Kegel regulére affine torische Varietét

reguldrer Facher regulére torische Varietét



7. Die Bahnenzerlegung

Ziel dieses Paragraphen ist, zu zeigen, dafl die Bahnen der Wirkung von T = Tn auf Xa
eine Partition von X liefern, wobei jede Bahn B, zu genau einem Kegel o € A gehort.
Dazu haben wir die Kombinatorik der Bahnzerlegung zu untersuchen, was wesentlich
auf ein Studium der Féachertopologie von A hinauslduft. Weiterhin soll gezeigt werden,
daB jeder Bahnabschlufl wieder eine torische Varietét ist.

7.1 Bemerkung Die Zuordnung
A — Xpa:={X,;0€ A}, o— X,

ist ein Ordnungsisomorphismus durchschnittsabgeschlossener Mengensysteme.

Beweis Die Abbildung ist eine inklusionserhaltende Surjektion, nach Aufgabe 4.1 ist
sie durchschnittsvertriglich. Aus 6.3 folgt weiterhin, dafl die Zuordnung injektiv ist:
Aus X, = X, ergibt sich ¢ < ¢/, und aus Analogiegriinden gilt auch die umgekehrte
Seitenbeziehung. m

Wir schieben zunéchst einige allgemeine Bemerkungen zu endlichen durchschnitts-
abgeschlossenen Mengensystemen ® von Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge ein;
beziiglich Inklusion ist © partiell geordnet. Es bezeichne |D| := | .4 o die Trigermenge
von D, ferner sei B(D) die von ® in |D| erzeugte Boolesche Algebra, die definitions-
gemaf von Durchschnitten, Vereinigungen und Differenzmengen von Elementen aus ®
erzeugt wird. Unter dem ,,Kern von o € ®“ verstehen wir

0¥ = J\UT € BD).

ofT

Wir machen fiir das Folgende die vereinfachende Annahme:

(7.2.1) Fiir kein 0 € ® ist der Kern ¢ leer.

7.2 Lemma Es sei 9:® — ' ein Ordnungsisomorphismus zweier derartiger Men-
gensysteme, die (7.2.1) erfiillen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus Boolescher
Algebren

B(V): B(D) — B(D'),

der ¥ fortsetzt, ndmlich die Fortsetzung von o° (19(0))0.
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Beweis Da B(D) von © erzeugt wird, 1afit sich jedes Element o € B(®D) eindeutig
in die disjunkte Vereinigung der Kerne aller 7 € ® mit 7 C o zerlegen; also existiert
hochstens eine Fortsetzung. Andererseits wird durch die Zuordnung o° (19(0))0 der
jeweiligen ,,Atome“ ein Isomorphismus B(1)) definiert, denn fiir o € D existieren dis-
junkte Zerlegungen:

BW) (o) = BW(J) = U’ = U = 90).
TCo I(1)CI(o) 7' CY(0)
Insbesondere ist B(J) eine Fortsetzung von .

7.3 Bemerkung Ohne die Voraussetzung (7.2.1) wére 7.2 falsch: Aus der Obermenge
73" seien die Mengensysteme

D= {0}, {1},{0,1}} — ©":={{0},{1},7s)

mit der naheliegenden Zuordnung gegeben. Diese ist ein Isomorphismus, aber B () eine
echte Teilmenge von B(D’), in deren Komplement das Element {2} liegt. =

Wenden wir Lemma 7.2 nun auf einen N-Fécher A an. Fiir alle Kegel o aus A
ist der Kern o das relative Innere 0° = o \ U 7 und damit nicht leer; also ist (7.2.1)

<
TR0

erfiillt. Man hat folgende Partitionen beziiglich A:

(7.2.2) Al = [Jo°, BA) = {{Jos MmcAa}, o= [Jr.
cEA ceM T<0

Fiir jedes o € A ist der Kern

(7.2.3) B, = X, \ [ JX: € B(Xa)

<
TR0

lokal abgeschlossen und nicht leer, denn nach 6.3 liegt z, in B,. Als Konsequenz ergeben
sich zum Ordnungsisomorphismus aus 7.1 mit 7.2 disjunkte Zerlegungen

(7.2.4) Xa= B, Bxa)={B: McaA}, X,=JB.,

oEA cEM T<0
und mit den B, sind alle Elemente von B(X ) konstruierbare Mengen in Xa.

7.4 Korollar Die Abbildung
A — XA, o— X,

léBt sich auf genau eine Weise zu einem Isomorphismus B(A) — B(Xa) Boolescher
Algebren fortsetzen, ndmlich durch

UO’O — UBU' .

oceM oceM

5) Mit Zm = Z/(m) bezeichnen wir die zyklische Gruppe der Ordnung m.
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Damit konnen wir die Wahl des Symbols B, als ,,Bahn“ zu ¢ rechtfertigen:
7.5 Satz Die Bahn von x, in XA ist
B, = X, \ [ JXr = T2,
Téo'

und damit in X, abgeschlossen. Insbesondere ist X = |-) reaB, die Bahnenzerlegung
von XA und B(Xa) die Boolesche Algebra aller T-invarianten Teilmengen von XA .

Beweis Die Inklusion ,B, D T - z,” ist trivial: Mit allen X, fiir 7 < o ist auch B,
invariant unter T, und aus z, € B, folgt T - x, C B,.

Zeigen wir nun ,B, C T -z,“: a) Fiir x € X, und 7 < ¢ wollen wir in (7.5.1) ein
Kriterium dafiir angeben, dafl x in X, liegt. Folgende Situation liegt vor:

X, 2 = S, — C
U N
X, S

Also liegt = nach (3.13.1) genau dann in X,, wenn eine Fortsetzung z: S, — C von z
existiert. Ist u € (¢V N7+)° N M, so folgt S, = S, — Nu aus 2.8. Wir behaupten nun
fiir jedes u € (oV N74)° N M:

(7.5.1) dzeX, <= z(u)#0.

Beweisen wir dies: ,=“ Eine Fortsetzung T € X, von x ist zuséitzlich auf —u definiert,
also gilt wegen u € S,

1 = Z(wz(—u) = z(w)z(—u), ie., xz(u)#0.
,<* Fiir ein beliebiges Element u; — pu aus S; = S, — Nu setzen wir (zwangsléufig)
T(up —pu) = x(uy)z(u) P ;

es geniigt offensichtlich zu zeigen, dafl T wohldefiniert ist. Dazu sei u; — pu = us — qu;
ist etwa p > ¢, so gilt dann u; = ug + (p — q¢)u in S, und damit x(u;) = z(ug)z(u)P~9,
also

z(up)x(u)™? = z(ug)x(u)™?.

b) Nun sei z € B, = X, \ UTéa X... Dann gilt fiir jedes u € S,:
. L
(7.5.2) x(u) ist {7é 0 firue€oNM,
0 sonst.

Denn zunéchst existiert geméfl (7.2.2) eine disjunkte Zerlegung

o’ = U(JVHTJ‘)O = (0M)° U U(O’VQTL)O,

T<0 Téo'
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die wegen (0+)° = ot eine Zerlegung

Se =ad'NM = (e*nM) U [J@'nrt)nM

T30
Zz=
liefert. Fiir 7 2 o folgt nach (7.5.1) aus « ¢ X,
z((a” n7t)° NnM) = 0,

wihrend z auf der Gruppe o N M nicht den Wert 0 annehmen kann. Ahnlich verhélt
sich definitionsgeméf x,:

.o J_
(7.5.3) 2o (u) = { 1 firueo-NM,
0 sonst.

Nun wihlen wir eine Gitterzerlegung geméaf 2.20
(7.5.4) M = (etnM)e M,
und definieren ein t aus T = Spec(C[M]) durch

PR K auf o N M,
' 1 auf M; .

Damit gilt ersichtlich x =t - z,,ie, z €T -2z,. =

Durch den Fulpunkt z, von X, erhalten wir nach 7.5 mit Hilfe der Isotropiegruppe
T, eine kanonische Darstellung der Bahn B,,, die gleichzeitig ihre Dimension beschreibt:

7.6 Korollar Die Bahn von x, in Xa ist eine lokal abgeschlossene Menge in X, die
als algebraische Varietidt regulér ist. Es gilt:

B, = T/T,, = Homg(c™ NM,C*) = (C*)cdime

Beweis Als lokal abgeschlossene Teilmenge von X ist B, eine algebraische Varietét.
Auf ihr operiert T transitiv, so dafl B, in allen Punkten gleich aussieht. Daher ist B,
reguldr. Fiir die Gruppenwirkung p: T x X, — X, ist u(T x z,) = T - 2, = B,. Dies
induziert auf dem Quotienten (vgl. [AG 11.17]) eine regulére Bijektion T/T, — T - z,;
sie ist nach Aufgabe 3.12 ein Isomorphismus, da B, insbesondere normal ist. Die Ele-
mente aus T,  sind nach (7.5.3) genau die x € Homgy(M,C"), die in der Zerlegung
(7.5.4) auf o N M den Wert 1 annehmen.

Fassen wir nun die Eigenschaften der Bahnenzerlegung in einem Ergebnis zusam-
men, das es uns gestattet, die kombinatorische Struktur der Bahnenzerlegung von Xa
aus der von A ablesen zu kénnen, ohne Einzelheiten explizit ausrechnen zu miissen:

7.7 Satz Fiir o € A gilt
1) Xy = UT%U]BT .
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2) Vo = Ea = U7>0B7 = U’yéStern(a)Bv in Xa.
3) B, = X\ |JXr = X, \JB, = V.\ | JV,.
yZo o3y

<
TR0

Beweis Aussage 1) wurde in (7.2.4) gezeigt, und 3) folgt durch Einsetzen der Darstel-
lungen aus 1) und 2).

Zu 2): Als invarianter Unterraum ist V, nach 7.5 eine disjunkte Vereinigung der
Form V, = U'yefm B, mit einer geeigneten Teilmenge 9 von A. Zeigen wir zunéchst,
daB jedes v € 9 notwendigerweise o als Seite hat: Andernfalls liegt z, € B, =T - z,
nach 6.3 nicht in X, und damit ist B, N X, leer. Da X, offen ist, mufl auch V, N X,
und damit V, N B, leer sein, so daf v bei der Bildung von V, nicht auftritt. Insgesamt
ergibt sich Vo, C U, , B,.

Fiir die umgekehrte Inklusion ist B, C V, fiir jedes v > o zu zeigen. Dazu reicht
wegen der Invarianz von V, nach 7.5 der Nachweis von z, € V,. Somit fixieren wir
ein v € v° N N, fiir dessen 1-PUG A, dann nach 6.11 der Grenzwert lim, .o \,(2)
existiert und mit x., {ibereinstimmt. Folglich geniigt es, in Homyg, (S5, C) die Gleichung
T~y = X~ - T, Nachzuweisen, denn dann folgt

Ty = Ty Ty = lin%))\v(z)~xg ec T-z, = V,.
AuBerhalb von v+ NM ist ., = 0, die Gleichung x., = z.,-x, also trivial; wegen vy C ot
hat z, auf - wie 2, den Wert 1, also gilt die Gleichung dort ebenfalls. =

Machen wir noch einmal explizit:

7.8 Korollar Die Zuordnung o +— B, ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus
zwischen dem Verband A und dem Verband der Bahnabschliisse in X A. Insbesondere
gilt

dim®B, = dim®B, = Codim‘]f”a ..

Schematisch ist der Zusammenhang fiir ein nicht vollstdndiges zweidimensionales
Beispiel in Figur 7.1 dargestellt.

‘.
4 B s

FIGUR 7.1 Bahnenzerlegung schematisch dargestellt
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7.9 Beispiele 1) Dem Nullkegel o entspricht in jedem Xa die ,,dicke Bahn* B,.
2) Den n-Kegeln entsprechen genau die Fixpunkte der Toruswirkung.

3) Ist A = Ay @ Asg, so wirkt der Torus geméfl 3.19 in der dquivarianten Zerlegung
XA = Xa, X Xa, komponentenweise, also ist jede T n-Bahn in XA ein Produkt
von T y,-Bahnen der Faktoren.

4) Es gilt C = B, U B,,. Damit ist nach 3) jede Bahn in C" durch eine eindeutig
bestimmte Teilmenge von {eq, ..., e,} gegeben. Genauer gilt (vgl. auch Figur 7.2):
Fir N =7Z" C IR" sei v := keg(ey,...,e,). Dann ist S, = Nf; + ...+ Nf,, und
X, =C". Es sei 0 < v, dann ist

ro(fi) = {1 fir e; ¢ o,

0 fire, co.

Da z,(f;) die i-te Komponente von z, beschreibt, folgt
B, =Tz, = {z€C"; 2, =0 < e €0},

Vo = {x€C” z;=0 fir ¢ €0}.

0xC*

N
N C* x C*

C"x0

FIGUR 7.2 Bahnenzerlegung und Abschliisse zu C?

5) Fiir beliebiges MM C A ist die invariante Teilmenge B := |J, B, nicht notwendig
eine algebraische Varietdt (und damit nicht lokal abgeschlossen in Xa): Es sei etwa
A := &(v) in den Bezeichnungen von 4) mit n = 2. Dann ist

B = B,UB, = (0,0)UC* x C*

keine Varietat.
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A XA
0o
€1
0 ¢ c*
—ey
o ®

FIGUR 7.3 Bahnenzerlegung von IP;

6) Fiir den Facher A in IR' zur projektiven Geraden IP, haben wir die in Figur 7.3
angegebene Zuordnung.
Aufgabe 7.1 Man bestimme die Bahnenzerlegung fiir
i) den projektiven Raum IPp,

ii) den projektiven quadratischen Kegel.

Aufgabe 7.2 Man zeige:
i) Ist o ein wenigstens zweidimensionaler N-Kegel, so ist Xy, nicht affin.

ii) Ist XA affin, so ist A ein affiner Fécher.

In Form eines kleinen Woérterbuchs wollen wir nun einige Eigenschaften invarian-
ter Teilmengen Y = U B, von XA durch dquivalente Eigenschaften in B(A), d.h.,

ceM
durch das zugehorige 9T C A charakterisieren, wobei wir auf X die Zariski-Topologie

verwenden:
Kleines Worterbuch § 7
Das invariante Y in XA ist Die Teilmenge M = M(Y) von A ist
1)  konstruierbar beliebig
2)  Bahn einelementig: M = {o} fiir ein 0 € A
3)  abgeschlossen, irreduzibel Stern(o) fiir ein o0 € A

3a) Primdivisor Stern(p) fiir einen Strahl p € Al
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3b) Fixpunkt einelementig mit MM = {o} fiir ein 0 € A"

4)  abgeschlossene Bahn einelementig mit M = {o} fiir ein o € A™**

5) abgeschlossen Vereinigung von Sternen von Kegeln

6)  offen ein Teilfdacher A

7)  offen, affin Seitenfacher eines Kegels o € A

8) lokal abgeschlossen, irreduzibel Vereinigung von Intervallen mit gleichem An-
fangspunkt

9) abgeschlossen, affin, irreduzibel Stern eines Kegels, der in genau einem maxi-
malen Kegel liegt

10) lokal abgeschlossen, affin, irreduzibel ein Intervall {r <o <y} C A

11) Sing(Xa) {o; 0 nicht reguldrer Kegel}

12)  (XA)reg der Teilfdcher Areg := {0; 0 regulidrer Kegel}

In der Sprache der Fichertopologie bedeutet dies insbesondere eine Entsprechung
zwischen offen bzw. abgeschlossenen Mengen der beiden Seiten. Dies kann man weiter-
treiben: Fiir echte abgeschlossene Teilmengen I' von A fithre man gem#f 3) den Begriff
einer irreduziblen Komponente ein als maximale Teilmenge, die Stern eines Kegels ist.
Dann gehort zu I' eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Komponenten, und diese
korrespondiert mit der Zerlegung auf der geometrischen Seite.

Beweis zum kleinen Worterbuch 2) und damit 1) sind mit 7.5 evident.

3) Zu Stern(c) gehort der Bahnabschlufl V,,, das als Abschlufl der zusammenhéngen-
den (glatten) Bahn B, irreduzibel ist. Ist umgekehrt Y = J_ .oy Bo abgeschlossen, so
gilt Y = U,con Bo = Uyeom Vo; da Y irreduzibel ist, existiert ein o mit ¥ = V.
Nach 7.7 2) ist wiederum 9% der Stern von oy. — Fiir einen Primdivisor kommt nach
7.8 noch die Bedingung codimV, = dim o hinzu.

4) ist die Verbindung von 2) und 5).

5) Y ist genau dann abgeschlossen, wenn es von der Form Y = Uaesm V, ist;
ersichtlich ist jedes V, invariant. Nach 7.7 2) diirfen wir annehmen, dafl jedes o € M
minimal ist. Zu jedem solchen minimalen o in 91 gehort daher genau eine irreduzible
Komponente V, von Y. Nach 3) ist damit Y eine Vereinigung von Sternen.

6) ist die komplementére Aussage zu 5).

7) Fiir jedes 0 € A ist X, ein offener affiner Unterraum von Xa. Ist umge-
kehrt Y nicht leer, affin und offen in XA, so existiert nach 6) ein Teilficher A mit
Y = UUEA X, @ Xa. Die Fachereinbettung A <— A induziert nach 4.13 einen Isomor-
phismus von X auf Y. Also ist X affin und damit nach Aufgabe 7.2 Seitenfiacher eines
Kegels.

8) Ist 9 eine Vereinigung von Intervallen mit gleichem Anfangspunkt, dann erhélt
man aus A durch Tilgen jedes Kegels, der eine Seite in 9 hat, aber nicht zu 9 gehort,
einen Unterficher A. Beziiglich A ist 91 ein Stern und liefert damit nach 3) eine abge-
schlossene irreduzible Menge in X)\6 Xa. — Fiir die Umkehrung zeigen wir zunéchst,
daB sich Y als V. N U mit einem 7 € A und einer invarianten offenen Teilmenge U
von X darstellbar ist: Mit Y ist auch der AbschluB Y invariant (und irreduzibel) und
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daher nach 3) von der Form Y = V.. Also gilt Y = V, N U’ fiir eine geeignete Teil-
menge U’ @ Xa. Da Y und V, invariant sind, gilt auch Y =V, N (T -U’), so daf wir
U :=T.U’" wihlen konnen. — Nach 6) ist nun U = X, fiir ein A < A. Andererseits
sind nach 3) nur solche v € A fiir 9% zuléssig, die im Stern von 7 liegen. Daher ergibt
sich 9t als Vereinigung aller Intervalle [7, 0] mit o € A™** was gleichzeitig fiir A eine
giiltige Beschreibung ist.

9) Zunéchst ist Stern(o) nach 3) abgeschlossen und irreduzibel. Liegt o nur in einem
maximalen Kegel v, so stimmen die Sternbildung beziiglich A und &(+y) iiberein. Dies
bedeutet Ubereinstimmung von V,, in Xa und X &(v), und mit Xg(,) ist auch V, affin.
Die Umkehrung wird in 7.16 gezeigt.

10) Der Ubergang von ,abgeschlossen® zu ,lokal abgeschlossen® in 9) geschieht
nach 6) gerade dadurch, dafl man den Facher A durch einen Teilfdcher A ersetzt. Davon
wird die Irreduzibilitédt nicht beriihrt.

11) und 12) Nach 4.2 4) bilden die reguldren Kegel in A einen Teilfacher A,qg.
Fir o € M := A\ Ay ist X, nach 6.5 singuldr. Die damit nichtleere abgeschlossene
Teilmenge Sing(X,) von X, ist invariant, also Vereinigung von Bahnen; insbesondere
ist die kleinste in X, abgeschlossene Bahn T - z, = B, = X, \ Ufesm X, Teilmenge
von Sing(X,) und damit der Abschlufl V, dieser Bahn in X Teilmenge von Sing(Xa).
Insbesondere gilt Sing(Xa) = U, cop Br und Xa,,, = (XA)reg. =

Aufgabe 7.3 Man zeige, daf der Facherraum A auf kanonische Weise den Bahnenraum X a /T
mit der Quotiententopologie beschreibt.

Damit ergibt sich fiir das Verhalten von Morphismen bei der Bahnenzerlegung:

7.10 Satz Es sei ¢: (N,A) — (N', A’) ein Fdchermorphismus; ferner bezeichne o’ € A’
zu o € A den eindeutig bestimmten Kegel mit p(c°) C (0/)°. Dann gilt

1) pu(Bs) = u(T) - 250 C Bo ,
2) p(Xs) C X5,
3) vi(Vy) C Vg .

Beweis Aus ¢.(z,) = z,, vgl. 6.11, folgt zu 1) mit 7.5
p:(Bs) = @u(T-25) = @u(T) - pu(z5) = @u(T) - 2or C By .

Fiir einen erneuten Beweis von 2) verwenden wir 7.7 1):

o(X2) = e(UB) = Ue-®) ¢ UBr = Xo,

T<0 T<0 T Lo’

wobei sich die Inklusion wie folgt rechtfertigt: Aus ¢(7°) C ¢(7) C ¢(0) C o’ folgt, daB
ein 7’ < o’ € A’ existiert mit ¢(7°) C 7’ < ¢’. — SchlieBlich gilt fiir 3):

¢«(Vo) = ¢0u(By) Cpu(By) C By = Vo . m
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7.11 Beispiel Fiir n = 2 seien
pi = keg(e;), p:=keg(ey +e2), o, :=keg(p,p;) und o :=01Uo0s.
Die Abbildung id g2 induziert einen Fachermorphismus
0:6(01,02) — 6(0) ,
dessen zugehoriger Morphismus ¢.: Xg(o,,0,) — Xe(o) in Figur 7.4 dargestellt ist. Man
sieht, da8 die Kurve V, auf einen Punkt zusammengezogen wird; man spricht vom

,Niederblasen einer Kurve®“. In 8.2 werden wir zeigen, daf} es sich in der Tat um den
umgekehrten Vorgang zum Aufblasen eines Punktes handelt.

P2 P2

///%

i/\sx\

0 -P1

Figur 7.4 Bahnverhalten beim Niederblasen einer Kurve

Wir kommen nun zu einer genaueren Untersuchung der Bahnabschliisse V.., wozu
wir einen ,, Quotientenfdcher A /7 einfithren wollen. Fiir 7 € A setzen wir dazu

N, := Nnlint, N/t := N/N,.
Letzteres ist nach 2.20 ein Gitter in IR°Y™ 7 Es seien

m:N — N/7 bzw. N®z R — N/t ®7; IR
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die kanonischen Restklassenabbildungen, und zum Unterverband Stern(7) von A be-
zeichne

A/t = {m(0) =: 7; o € Stern(7)} .

7.12 Beispiel Fiir 7 := keg(e,) € A := G(keg(el, e en)) sowie N =7Z"C R"=V
ist
N, = 0xZ, N/t =Z""'x0, A/t = S(keg(er,...,en_1)). =

7.13 Lemma A/t ist ein N/7-Fécher, und m: (N,A) — (N/7,A/7) ist ein Fécher-
morphismus, der einen Verbandsisomorphismus

mr: Stern(r) — A/T
mit codimy,/,,, @ = codimpy, o induziert.

Beweis a) m, ist mit der Seitenrelation ,,<“ vertriglich: Aus 7 < ¢ < yist @ < 7
nachzuweisen. Schneidet u € vV die Seite o aus v aus, so ist u auf 7 die Nullform,
also auch auf lin(7). Damit existiert eine Linearform v auf N /lin(7) mit u = v’ o7,.
Ersichtlich liegt «’ in ¥ und schneidet & aus 7 aus.

b) A/T ist seitenabgeschlossen: Nach Konstruktion ist 7, surjektiv. Ist v € Stern(7)
und o’ Seite von 7, so ist ein o € Stern(7) mit ¢’ = 7 zu finden. Wird ¢’ aus 7 durch
u’ € %Y herausgeschnitten, dann schneidet u := 1/ o 7, € " eine Seite o aus v heraus.
Ersichtlich liegt o in Stern(7) und nach dem Beweis von a) gilt ¢/ = .

c¢) m, ist durchschnittsvertriglich: Da Stern(o) durchschnittsabgeschlossen ist, ist
fiir o9, o9 € Stern(7) noch der Nachweis von o1 N oy = 71 NG9 zu fithren. Dazu gentigt
es nach a) offensichtlich, 71 NTy C o1 N oy zu zeigen. Ist v/ = 7,01 = T V9 € T NTa, SO
existiert ein w € lin7T mit v; — va = w; nach Addition eines (unerheblichen) Elementes
aus 7 zu v sei ohne Einschrankung w € 7. Also gilt

o1 D vy = vutw € o9, folglich v € 7w (o1Noy).

d) codimpyy, 0 = codimy/, @ ergibt sich als Differenz der beiden Gleichungen

dim Ng = dim N/7R + dim ker 7,

dimoe = dimm,o + dimkerm, .

e) A/t ist ein N/7-Féacher und m damit nach Konstruktion ein Fachermorphismus:
Ersichtlich ist jedes @ ein N/7-Kegel in N/T; er ist spitz, denn aus 7 < o folgt nach a),
dal 0 = 7 Seite von 7 ist. Zwei Kegel in A /7 schneiden sich genau in einer gemeinsamen
Seite, denn nach b), ¢) und a) gilt

1Moo = o1Nog < 071 .

f) 7, ist injektiv und damit ein Ordnungsisomorphismus: Es sei & = o”; fiir den
Nachweis von o = ¢’ geniigt es, ganz allgemein zu zeigen: Ist @ < 7, so ist 0 < «. In der
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Tat folgt aus ¢ < 7, daB 0 Ny = 7 N ¥ = 7 und damit codimo N~y = codim o gelten.
Aus yNo C o folgt somit o Ny = ¢. Damit ist o Seite von . Dies impliziert nach d)
die Injektivitdt von 7.; nach c) ist 7, dann auch ein Ordnungsisomorphismus. =

Dem Quotientenfiacher A/7 im Quotientengitter N/7 zu 7 € A la3t sich nun die
torische Varietit
Xpsr = (T(r), V(7)) := X(N/7,A/7)

zuordnen. Dabei seien

7 M(7) : = Homz(N/7,Z) =M N7t — M, o —u on,
T(7) : = Homz(M(7),C"), 7 : T — T(7), t > t|pry -

Wir kénnen nun den Bahnabschlufl V.. von B, als torische Varietéit beschreiben, wobei
x, wieder den FuBpunkt der dicken Bahn von V(7) bezeichne und V(7) mit der durch
die kanonische Projektion T — T(7) induzierten T-Struktur betrachtet werde:

7.14 Satz 1) Zu jedem T € A gibt es genau einen dquivarianten Morphismus

1:V(1) — Xa
mit der Eigenschaft i1(x,) = ;.

2) Der Morphismus @ induziert einen Isomorphismus algebraischer Varietéten

~

v(ir) — V.,

der damit V., zu einer torischen Varietédt macht; fiir alle o aus Stern(t) gelten die
Beziehungen:

Z(BE) = BO‘: Z(VE> = Vg-, Z_l(Xo-) = XE-

Beweis Wir erinnern daran, dafi der Fuipunkt 2= = x, € V(7) dem Einselement in
T(7) @ V(7) entspricht. Man fixiere einen Schnitt ¢,: T(7) 2 T(7) x 1 — T von ..

1) Die Eindeutigkeit von ¢ braucht nur auf T(7) = 7. (T) gezeigt zu werden. Dort
gilt wegen der Aquivarianz von s fiir alle ¢t € T

1(me(t)) = o(m(t) - z0) = tea(zo) = t-as.
Die Existenz verifizieren wir zunédchst auf affinen Karten zu den o € Stern(r). Zur
Inklusion M (1) — M gehért eine Inklusion M (7)NaY = M(r)N(eVN7t) — MnoV,
und damit folgt fiir S, = M NoV:
(7.14.1) S = M(r)ng’ = MnrtneY = S,nrtc S, .

Damit existiert ein wohldefinierter surjektiver Algebrahomomorphismus

o x", fallsue Sz,
(7.14.2) ClS;] — ClS5], x" — {0, falls u € S5 \ Sz .
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Er induziert eine (abgeschlossene) Einbettung

lo: Xe — Xy, TH [Zo—(x):u — {x(u) fiir v € 5z , )
0 sonst

und aus (7.14.1) folgt wegen o C 71 durch Einsetzen zunichst

(7.14.3) 1o(25) = x4

und damit insbesondere 1. (z,) = x,; andererseits ist fiir ¢t € T

(7.14.4) 1o (me(t) - @) = 16(t{priry - 2) = t-10(2)

und 1, folglich eine dquivariante Abbildung beziiglich der Inklusion
T(r)=T(r)x1 — T.

Die einzelnen 12, sind miteinander vertraglich: Fiir 7 < 0 < ~ kommutiert das Seiten-
diagramm

Xz = X, T — Y
! ! | !
X7 Z—’Y> X,y ,CL’|S; — y|S’Y s

denn es gilt fiir y = 1, (x) mit x € X7 ersichtlich x = y|s_ und

(y|sg)}5; = (y\sv)}s7 .
Damit gibt es nach 4.3 den gesuchten Varietdtenmorphismus

rV(r) — UXU ¢ Xa

o€Stern(T)

mit 1|y = ;. Er erfiillt die Bedingungen aus 1): Einerseits ist wegen x, = 7 auch
1(xo) = 27 (x7) = x,;. Andererseits ist » mit den Einschrankungen 7, dquivariant: Es liege
x € V(1) etwa in X7, dann ist fiir t € T

W(u(t) - ) = 15(me(t) - ) (7.14.4)

t-i,(x) = t-ax).
2) Aus (7.14.3) und der Aquivarianz folgt fiir o € Stern(7):
(Bz) = o(T(r) 27) = T-1(zz) = T -z, = B, .

Insbesondere schneiden genau die B, mit o € Stern(7) das Bild von :. Damit ergibt sich
nach 7.7 fiir den Abschlufl

W(Vz) = o JBs) = B, = V..

o<y o<y
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Schliellich gilt wiederum nach 7.7

(X)) = N (UBy) = [Jo'By) = By = Xz

Y=o y<o T<YV=<0

Beriicksichtigt man V= = B, = V(7), so ist damit ¢(V(7)) = V,. Es bleibt zu verifi-
zieren, dafl + eine Einbettung ist. Da (X ),estern(r) €ine affine offene Uberdeckung von
U X, und jedes Xz =171(X,) affin ist, 148t sich das Einbettungskriterium [AG 3.36]

T<0
anwenden. Dazu ist nur fiir jedes o € Stern(7) die Surjektivitét von ¢} zu zeigen; diese

ergab sich in (7.14.2) aus der Konstruktion in 1). =

7.15 Beispiel Der Abschluf} einer eindimensionalen Bahn ist stets eine singularitéiten-
freie Varietét, ndmlich C*, C oder IP;. »

Fiir den Abschluf3 des Beweises von 9) im Kleinen Woérterbuch benétigen wir noch
folgenden

7.16 Hilfssatz Ist die abgeschlossene Untervarietit ¥ — XA invariant, affin und
irreduzibel, so hat ihre Bahnenzerlegung die Form Y = UUGStem(T) B, fiir einen Kegel
T, der in genau einem maximalen Kegel von A enthalten ist.

Beweis Nach Punkt 3) des Kleinen Worterbuchs ist 9t = 9(Y') von der Form Stern(7),
und damit gilt Y = V.. Geméfl 7.14 ist Y mit der torischen Varietit X, /. identifizier-
bar. Gilt nun 7 < v € A™?* g0 ist 7 := 7m,(7y) in den Bezeichnungen von 7.13 ein
maximaler Kegel in A/7. Mit Y ist der Fécher A/7 nach Aufgabe 7.2 affin, also A/7
der Seitenkegel von 7, was 7 und nach 7.13 damit auch v eindeutig bestimmt. m

Aufgabe 7.4 Es seien ¢: (N',A’) — (N, A) ein Fichermorphismus und A < X/ eine irre-
duzible algebraische Untervarietit. Man zeige, dafl ein eindeutig bestimmtes o € A existiert,

fiir das ¢ einen Morphismus
(p*: A — Vo’

mit T(o) N« (A) # 0 induziert (fiir 8.3).

Aufgabe 7.5 Es seien X = X (N, A) eine torische Varietét sowie Ay zu v € N eine 1-PUG.
i) Man definiere mittels A, auf natiirliche Weise eine C*-Wirkung auf Xx.

ii) Man zeige, da die Fixpunktmenge Fix A, dieser Wirkung die Vereinigung der Bahnab-
schliisse V; aller Kegel minimaler Dimension 7 € A mit v € linT ist.

iii) Man identifiziere fiir affines A = &(0) und v € o den (affinen) Quotienten XA /A, (C*)
mit der torischen Varietdt XA /-, wobei 7 € A der durch v € 7° bestimmte Kegel sei.



Kapitel I1I

Eigentliche Morphismen und Singularitdtenauflésung

Wir kommen nun zu einer einfachen Charakterisierung eigentlicher Morphismen zwi-
schen torischen Varietdten. Anschliefend gehen wir genauer auf die Dimension 2 ein;
insbesondere beschéftigen wir uns mit der Singularitdtenauflosung.

8. Eigentliche Morphismen

Eigentliche Morphismen sind in der algebraischen Geometrie einerseits besonders gut zu
behandeln, andererseits sind sie etwa bei der Auflésung von Singularitéten ein zentraler
Begriff. Wir wollen daher solche Abbildungen in der Kategorie torischer Varietéiten
durch Féacherdaten charakterisieren. Dazu zunéchst eine Erinnerung (vgl. [AG, § 9]):

Ein Morphismus ¢: X — Y algebraischer Varietdten heif3t eigentlicher Morphismus,
wenn fiir jeden Raum ¢': X’ — Y iiber Y die zugehorige Projektion

7TX/2X Xy X - X’
abgeschlossen ist. Diese Eigenschaft ist dquivalent (vgl. [AG, 9.8]) zur

8.1 Kurvenfortsetzungseigenschaft Gegeben seien ein Punkt a in einer regulédren
Kurve C und fiir C* := C'\ {a} ein Morphismus «: C* — X algebraischer Varietéten, so
dafl poa: C* — Y reguldr auf C fortsetzbar ist. Dann existiert eine regulire Fortsetzung
aC — X.

Dabei geniigt es natiirlich, affine zusammenhéngende Kurven C' zu betrachten.
Analysieren wir zunéchst ein

8.2 Beispiel Esseien N =72 CR? =V und A = S (keg(eq, €2)) sowie
Ay = G(keg(el,el + 62)), A = G(keg(el,el + e2), keg(ey + ea, 62)) )

Dann gehort zu idp2 ein Fachermorphismus ¢: A’ — A und dazu eine eigentliche

Abbildung X (¢), ndmlich das Niederblasen einer Kurve C2 — C? in C wahrend zu
©1: A; — A eine nichteigentliche Abbildung X (¢;): C* — C? gehort.

Beweis Fiir o; := keg(e;, e1 +e2) gilt 0y = keg(fa, f1 — f2), 03 = keg(f1, f2— f1), also

Agl = C[Tl/TQ,TQ] C C[M] B C[Tl,TQ/Tl] = AUZ.
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Die Koordinatentransformation Ty +— Ty, Ty +— T1T5 in C[M] liefert Darstellungen
Ay, = C[T; ' TW\Ty] und A,, = C[T,T5]

und damit eine iibliche Beschreibung fiir die Konstruktion von C? = €C? U C?; dabei ist
folﬂa'z = ]PI'

Der Morphismus X (1) ist nicht eigentlich, da seine Fasern nicht vollstdndig sind
(Vgl. [AG, 9.5 1)]): Mit der Féacherinklusion 7: A; — A’ existiert eine kanonische Fak-

torisierung

X(p1) + Xa, O x99 x,

I I I
c? c? c?
U U U
C — Py — 0 ,
dh. (X(£1)) " (0) = € = Vy,r0, \ By, ist nicht vollsténdig. m
Es sei nun ¢: (N’, A’) — (N, A) ein Féchermorphismus. Stets gilt |A’| C i (JA]).
8.3 Theorem Der Morphismus X (p): Xar — Xa ist genau dann ein eigentlicher
Morphismus, wenn |A'| = oz (JAl]) gilt.
8.4 Korollar FEine torische Varietidt X ist genau dann vollstindig, wenn der Fécher
A vollsténdig ist, also |A| =V gilt.
Beweis Gemif [AG 9.4 1)] ist XA genau dann vollsténdig, wenn der konstante Mor-
phismus XA — 0 eigentlich ist. Diese Abbildung wird vom F#chermorphismus
(Z",A) — (2°, R)
induziert. Damit folgt aus 8.3 die Behauptung. =

Beweis von 8.3 ,=“ Ist |A'| & ¢r " (|A]), so wihle man ein v € N’ aus der Differenz-
menge. Nach 6.10 1) existiert eine (eindeutige) Fortsetzung von X (¢) o A,: C* — Xa
auf C, weil X () o Ay = Ay gemif 6.9 gilt und (v) in |A| liegt. Da ¢ eigentlich ist,
existiert zur 1-PUG \,: C* — XA/ eine eindeutige Fortsetzung A,: C — X /. Dies ist je-
doch nicht moglich: Zu p := R>q-v gehort ein N'-Oberfécher A” := A’U{p} von A’, auf
den sich ¢ als Féachermorphismus ¢: (N'; A”) — (N, A) fortsetzt. Aus v € |A”| folgt die
(eindeutige) Existenz einer Fortsetzung \,: C — Xan = X B, mit A (0) = z, €B,
nach 6.11; aus X, (0) = A, (0) = z, folgt A, (0) ¢ Xa.

»,<"“ Es seien C eine zusammenhéngende glatte Kurve, a € C und C* := C'\ {a}.
Gegeben sei ein kommutatives Diagramm

cr 5 X
N lX(cp)
C l> XA 3
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wir haben dazu eine Fortsetzung @:C' — X/ zu finden.

Dies ist einfach fiir Einparameter-Untergruppen: Es seien C = C, a = 0 und
a = X:C" = T @ Xar fiir ein v € N’. Dann ld8t sich 6.10 1) verwenden: Aus
v =X (p) oa = Ay folgt p(v) € |A], also v € T (|A]) = |A’|, und damit existiert @.

Im allgemeinen ist jedoch C keine torische Varietéit und damit « erst recht kein
torischer Morphismus. Dann gehen wir folgendermafien vor: Wir wéhlen ein o € A mit
v(a) € X,. Nach geeigneter Verkleinerung von C' und X+ sei ohne Einschriankung
Xa = X,. Nunmehr wihlen wir geméf Aufgabe 7.4 XA/ und C so klein, dal a(C*)NT’
nicht leer und C affin ist; insbesondere ist a=}(T’) € C* nicht leer. Wir erhalten ein
kommutatives Diagramm

cr = T c Xa
N lX (¥) lX (¥)
c - X, = X,

Dazu haben wir einen Kegel 7 € A’ zu finden, der ein kommutatives Diagramm

crc ¢ = C

= b [
T c x, ¥ x,

liefert. Wir analysieren die duale Situation mit der Abbildung ¢*: M — M’ und der
durch den Hauptdivisor a in C' gegebenen diskreten Bewertung (3,:

Ba

ClevnM] = 0X, — 0, - NU{oo}
lcp* N N
CM] = OT) — REC) 2% ZU{x}
U U
M’ - Z

Dabei ist v € Hom(M',Z) = N'. Fiir ¢,.: N’ — N folgt aus 5,(cO,) >0

pu(v)lov = vogtov > 0;
damit ist p.(v) € 0¥V = 0. Aus g (JA]) = |A’| folgt die Existenz eines 7 € A’ mit
¢«(7) C o0 und v € T; insbesondere gilt v|,v > 0. Wir erhalten eine Faktorisierung
*: 0(X,) — O(X,) C O(T’), und wegen v|,v > 0 weiterhin eine Faktorisierung

0" O(X,) = c0,NcOC*) =0C) ¢ R(X).

Nach dem Antidquivalenzsatz fiir affine Varietdten gehort zum ersten Teil ein Morphis-
mus C' — X, @ Xa/, der « fortsetzt. m
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Nach dem Satz von Nagata besitzt jede algebraische Varietit eine Vervollstandi-
gung, ist also Zariski-offener dichter Teil einer vollstdndigen algebraischen Varietét. In
der torischen Kategorie ist ein derartiger Satz sehr viel einfacher zu beweisen. Wir
stiitzen uns dabei auf folgendes Resultat (vgl [Su, Th. 3]):

8.5 Satz von Sumihiro Jede normale algebraische T-Varietét ist dquivariant isomorph
zu einem Zariski-offenen invarianten Teil einer vollstdndigen normalen algebraischen T-
Varietéit. m

In Anbetracht des Aquivalenzsatzes 4.19 bedeutet dies fiir uns:

8.6 Korollar Jede torische Varietit X besitzt eine torische Kompaktifizierung X, d.h.,
X ist dquivariant isomorph zu einer invarianten offenen Untervarietit von X . m

8.7 Korollar Jeder Fiacher in V ist Teilfdcher eines vollstidndigen Féchers in V. m

Eine geometrisch interessante Verallgemeinerung ergibt sich wie folgt: Ein Fécher-
morphismus ¢: (N, A’) — (N, A) und entsprechend der zugehérige torische Morphis-
mus X (¢): X’ — X heilen ,schwach eigentlich®, wenn er p r(|A’|) = |A] erfiillt. Insbe-
sondere sind eigentliche Morphismen schwach eigentlich. Ein nichteigentliches Beispiel
wird etwa durch die Projektion (C?)* — C auf eine Komponente gegeben. Fiir eine
geometrische Charakterisierung benttigen wir folgenden Begrift: Ein torischer Morphis-
mus f: X’ — X hat die ,Kurveniiberdeckungseigenschaft“, wenn zu jeder algebraischen
Kurve C in X eine algebraische Kurve C’ in X’ mit f(C’) = C existiert, so daf} f|c
endliche Fasern hat. In [AC, Prop. 2.1] wird nun gezeigt:

8.8 Satz FEin torischer Morphismus f: X' — X ist genau dann schwach eigentlich,
wenn er die Kurveniiberdeckungseigenschaft besitzt. m

Aufgabe 8.1 Man zeige ohne Verwendung von Satz 8.3, dal ein Ficher A genau dann
vollsténdig ist, wenn X A eine vollstdndige torische Varietét ist.

Aufgabe 8.2 Es seien vy,vg,v3 € N = 7?2 ¢ R? =V drei verschiedene, in mathematisch po-
sitiver Orientierung angeordnete primitive Vektoren, fiir die keg(vy, v2) und keg(va, v3) regulir
seien. Man zeige (fiir Aufgabe 8.3 und § 10):

i) Es existiert ein a € Z mit vy + v3 = avs.

ii) Ist v1 + vz = avy fiir ein a € Z, so gilt das ,, Kontraktionskriterium*

keg(vy,v3) ist regulir <= a = +1.

Man erléutere die Bezeichnung ,,Kontraktionskriterium®.

Aufgabe 8.3 Fiir eine vollstdndige glatte torische Fliche XA mit k Fixpunkten zeige man
(fir § 10):

i) Ist kK = 3, so ist XA die projektive Ebene.

ii) Ist £ = 4, so wird A in geeigneten Koordinaten mit einem eindeutig bestimmten a € N

von den Kantenvektoren

vl =e1, V2 = €2, U3 = —e1 +-aez, V4 = —e2
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erzeugt; der Facher A werde mit A, bezeichnet.

iii) IP> entsteht aus X, durch Niederblasen einer Kurve.

Kleines Woérterbuch § 8

Theorie in (V, N) torische Theorie
vollstéandiger Facher vollsténdige torische Varietét
Vervollstiandigung eines Féachers Kompaktifizierung der torischen Varietét
e: A" — A mit |A'| = p71(]A]) eigentliches p«: XA — XA

0: A" — A mit [p(A)] = (|A]) schwach eigentliches px: XA — XA



9. Simpliziale Facher und Quotientensingularitdten

In diesem Paragraphen betrachten wir torische Varietdaten, deren zugehorige Kegel oder
Facher regulédr oder mindestens simplizial sind. Die einem reguldren Kegel o zugeord-
nete affine torische Varietdt X, ist glatt, vgl. 6.5; bei simplizialen Kegeln o kénnen
hochstens ,,milde* Singularitdten, ndmlich sogenannte , Quotientensingularitdten® auf-
treten. Genauer werden wir in Satz 9.5 sehen, dafl sich die zugehorige affine torische
Varietat X, in der Form

XO' — (C*)n—dima % (Cdima/G>

mit dem Quotienten der affinen Varietit C4™¢ nach der algebraischen Operation einer
endlichen Gruppe G schreiben lafit. Mit Hilfe von Beispiel 9.7 werden wir zeigen, dafl

sich diese Aussage nicht auf den nicht-affinen Fall iibertragen 1af3t.

Zunachst studieren wir die zweidimensionalen Kegel; diese sind offenbar immer
simplizial.

9.1 Lemma Es sei o ein volldimensionaler N-Kegel in IR?. Dann existiert eine Gitter-
basis ey, ea derart, dal o = keg(ea, Ae; —keg) gilt, wobei A und k teilerfremde natiirliche
Zahlen mit 0 < k < )\ sind.

Beweis Wir wéihlen einen primitiven Gitterpunkt e; auf einer Kante von o und
erginzen ihn durch einen Gitterpunkt e; zu einer Basis von N. Den einzigen primitiven
Gitterpunkt auf der anderen Kante von ¢ kéonnen wir dann in der Form \e; — keo mit
ganzen Zahlen A und k schreiben. Wir kénnen A > 0 annehmen, indem wir gegebenen-
falls den Basisvektor e; durch —ej ersetzen. Durch Ubergang Zu eq := eq + e erreichen
wir das Gewiinschte, wobei die ganze Zahl a so zu wahlen ist, dal 0 < k:=K+aX < A
gilt. Insbesondere sind A und k teilerfremd, da der Kantenvektor Ae; — keg = Aep — keg
primitiv ist. m

Wie kann also eine zweidimensionale affine torische Varietit X, aussehen? Der Fall
k = 0 ist trivial: Da A und & teilerfremd sind, folgt A = 1; also ist ¢ regulir und damit
X, =C>

Fiir den Fall k = 1 erinnern wir an folgendes: Die ,,projektive rationale Normalkurve
vom Grad \“ wird durch die Einbettung

px: IPp — Py, [u,v] — [ut v o, uv™ o
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gegeben (vgl. [AG, 5.4]). Der affine Kegel C(Y) iiber einer projektiven Varietét Y — IPy
ist die Vereinigung der durch Y gegebenen komplexen Ursprungsgeraden im M1, d.h.

CY) == a7 '(Y)u{(0,...,0)} — C!
mit der kanonischen Projektion
U (CAH)* — P\, (x0,...,z)\) — [T0,..., 2] .

Fiir A = 2 kénnen wir uns das wie in Figur 9.1 vorstellen.

C?)

FIGUR 9.1 Projektive rationale Normalkurve vom Grad 2

Des weiteren benutzen wir die zur ,, Einheitswurzelgruppe“ Z/AZ isomorphe Gruppe von
Diagonalmatrizen
py = {C;¢€C, ¢ =1} c GL(2,0)

mit ihrer kanonischen Operation z — (z auf CZ.

9.2 Beispiel In den Bezeichnungen von 9.1 erhalten wir fiir K = 1 als affine Varietét

XU = C(p)\(ﬂ:)l)) = CQ/;L)\.

Beweis 1) Fiir den Kegel o0 = keg(ea, Ae; — e3) ergaben sich (vgl. 1.26, 2.7 und 3.8)

0'\/ - keg(f17f1+)\f2)7 SG’ = <f1+jf2,j20,1,,)\)

sowie die assoziierte Algebra

A, = CTUTY; 5=0,1,...,)] C C[T1,Ty].
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Indem wir neue Unbestimmte U; und Uy mit 1] =: Uf‘ und T =: U /U; einfiihren,
erhalten wir einen Isomorphismus

AG’ = C[Uf\_JU§7J:0717;)\] C C[U17U2]7
der fiir A > 1 zu einer echten Inklusion fithrt. Der Koordinatenring des affinen Kegels
C(pr(IR)) = {(zA,zA_lw, L) e O 2w e C}

tiber px(1IP;) ist offensichtlich isomorph zur Algebra A, also gilt X, & C(p,\( IP1)).

2) Die affin-algebraische Varietéit X, 148t sich folgendermaflen als Quotient von C?
schreiben: Nach [AG, Beispiel 11.20] ist die C-Algebra

(C[e)™ = {feC[C?; (g f)=fog " = [ firalle g€ u}

der py-invarianten reguliren Funktionen auf C? endlich erzeugt, und die Inklusion
(C[C?))" — C[C?] korrespondiert mit der Quotientenabbildung C* —» C€?/uy. Wel-
che reguliiren Funktionen auf C? sind konstant auf den py-Bahnen? Da die Gruppe
auf dem Koordinatenring C[U;, Us] des €2 vermége (¢ - f) (U, Uz) := (UL, ¢1Us)
operiert, sind die pj-invarianten Polynome gerade dadurch gekennzeichnet, dafl sie in
Monome zerlegbar sind, deren Totalgrad Vielfaches von A ist (vgl. [AG, Beispiel 11.20]),
d.h. (C[Ul, Ug])“A >~ A, oder anders ausgedriickt: X, = Cz/ﬂ)\. .

Analog konnen wir die Kegel 0 = keg(ea, Ae1 — kez) mit £ > 2 behandeln. Dazu
verwenden wir fiir teilerfremde A und x die wiederum zur Einheitswurzelgruppe Z/\Z
isomorphe Gruppe

fak = {(g COR>;C€C,CA=1} c GL(2,0)

aus [AG, Beispiel 11.20] mit der von GL(2,C) induzierten Wirkung auf C?. Als allge-
meine Version von 9.2 zeigen wir:

9.3 Satz Zu o = keg(eq, Aey — key) gehort ein torischer Morphismus 2 — X, der
einen Isomorphismus X, = CZ/;LM induziert.

Beweis Ohne Einschrankung sei x > 1. Wir erhalten zunéchst
oV = keg(fi,6f1+Af2), So = {{fi+jf2; £, j € Nmit 0<j< (NrK)}
und

4, = P erit.
0<j<(A/r)¢

Die Hilbertbasis von S, ist dann durch

{(,7) eN*l <k, A/R)E =A<< (NR)FU{(NK)}
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beschrieben. Um die Algebra A, wiederum in der Form C[U;, U] schreiben zu kénnen,
fithren wir unter Beibehaltung des Vektorraumes IR? und des Kegels o eine Vergrobe-
rung N’ des Gitters N ein: Wir betrachten im Gitter N mit der Basis eq, es das von
den Vektoren (€f,e5) := (Ae; — Keg,ez) und damit von (Aep,es) als Basis erzeugte
Untergitter N'. Der N-Kegel o ist als N'-Kegel

o' = keg(ey,e]) = keg(ea, Ney —kea) = o

regulér, und damit gilt X, = C2. Das zu N duale Gitter M mit der Basis (f1, f2) ist
dann ein Untergitter des dualen Gitters M’ mit der Basis (f1/\, f2). Entsprechend gilt
fiir die zugehorigen Koordinatenringe

ClM] = C[IT. 137 ¢ CM] = CUi, T3]

mit einer durch U = Tj charakterisierten neuen Unbestimmten U;. Der N’-Kegel o
fithrt zur Halbgruppe

Ser = N-(1/Nfr +N- (/N fr + fo) < M

sowie der assoziierten Algebra A, = C[Uy, U{Ts| = C[Uy, Us] mit Uy := UfTs.

Die Gruppe G := py, = Z/MZ operiert auf dem Koordinatenring des algebraischen
Torus Ty, d.h. auf

CM') = CUf' T3] = ClUTh U3 D Ay,
vermoge ¢-U; = (71U; und ¢-Us = (~*Us, also ist neben T} = Uf‘ auch T5 G-invariant:
C-To = ¢ (DU ™) = (C-U2)(C-U") = (U0 = T

Weiter gilt fiir ein primitives ¢ € py, und 0 < v < X\ wegen ( - Ulil’ # Uli” ersichtlich
C-(UETEY) # U T, also folgt

CIM% = ClU T3] = O[T, T3 = C[M].
Dies liefert einerseits Ty = T+ /G, andererseits aber auch
A, = C[S,] = CleVNM] = C[(¢VNM")NM] = C[S,]NC[M] = A, NC[M'] = (A,/)C,

so dal X, 2 X,/ /G & Cz/,uM folgt. m

Damit ist der zweidimensionale Fall abgehandelt, so dafl wir nun zu allgemeinem n
iibergehen konnen: Es sei N/ C N ein Untergitter von endlichem Index, d.h. G := N/N’
sei eine endliche Gruppe. Nun soll fiir das zu N’ duale Gitter M’ eine kanonische
Wirkung von G auf dem Koordinatenring C[M’] eingefithrt werden. Dazu beginnen
wir mit der wohldefinierten bilinearen Abbildung

M xN — Q, (u,v)— @, v):=1/k)u(kv) falls kv € N' mit k > 0.
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In Verbindung mit dem Gruppenhomomorphismus
Q/Z — C*, t+7Z v exp(2mit)
induziert sie offensichtlich eine bilineare Abbildung
(9.4.0) M'x N/N' — QJZ — C*.
Daher kénnen wir die Gruppe N/N’ auf dem Koordinatenring C[M'] vermoge

(9.4.1) (v+ N') - = exp(2miu’, v)) X"

fiir v € N,u’ € M’ operieren lassen.

Wir erhalten aus (9.4.0) aber auch eine Dualitdtspaarung
(9.4.2) M'/M x N/N' — C*.

Sie ist nicht ausgeartet: Ist etwa ' € M’ \ M, so existiert ein v € N, auf dem v/’
keinen ganzzahligen Wert annimmt; daher gilt (v, v) ¢ Z. Also resultiert aus (9.4.2) auf
kanonische Weise ein Isomorphismus

(9.4.3) N/N' = Homg(M'/M,C").

9.4 Satz Ist N' C N ein Untergitter von endlichem Index und G := N/N’, so gilt
1) C[M']¢ = C[M],

2) Ty /G =Ty
Beweis 1) Nach dem Elementarteilersatz 2.18 existiert eine Basis ey, . .., e, des Gitters
N derart, dafi fiir gewisse ; > 0 die Vielfachen e1eq, ..., e, e, eine Basis des Untergitters

N’ bilden. Daraus ergibt sich die folgende Inklusion der zugehérigen Koordinatenringe:
C[M]=C[TE,..., T c C[M']=C[Uf?,. .. U

mit T = x/7 beziiglich der zu den e; dualen Basis f; und U; = xli/ei | also U;j =Tj.
Ein Gruppenelement

(a1,...,an) € @Z/@Z) ~ N/N' = G

operiert gemif (9.4.1) auf einem Monom U{" - - - Ulr € €[M’] durch Multiplikation mit
dem Faktor®

(9.4.4) exp (— 27m'< iﬁjfj/ej, i ajej>) = exp (— 27rii£jaj/5j) .
J=1 J=1 j=1

6) Das Minuszeichen resultiert aus der Definition der Gruppenwirkung g- f = f o g_l.
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Daher ist das Monom der Gestalt Ufl ... Ul genau dann G-invariant, wenn es fiir alle
g; = (0,...,0,1,0,...,0) € N/N' = P}_, Z, invariant ist, also £;/¢; € Z und somit
g ein Teiler von ¢; ist. Damit folgt C[M']% = C[T{!, ..., T = C[M].

2) Der Operation von G auf C[M’'] geméafl (9.4.1) entspricht eine G-Wirkung auf
Tn-: Mit den Identifikationen (vgl. (9.4.3))

G = N/N' = Homgz(M'/M,C*) und Ty = Sp(C[M']) = Homgz(M',C")

erhalten wir
G x Ty —Tnr, (g,t) = (m' = g(m)t(m')) .

Der zur Inklusion M C M’ gehérige Epimorphismus
TN/ = HomZ(M’, C*) — TN = HomZ(M, C*)

hat den Kern G = N/N’ = Homg(M'/M,C*) gemifl (9.4.3), so dafl er den gesuchten
Isomorphismus induziert. m

Auf diese Weise konnen wir zunéchst volldimensionale simpliziale N-Kegel o behan-
deln. Denn die primitiven Gittervektoren auf den n Kanten von o erzeugen in diesem Fall
ein Untergitter N’ C N von endlichem Index. Bezeichnen wir den als N'-Kegel aufgefaf-
ten Kegel o mit ¢/, so ist dieser N’-Kegel nach Konstruktion regulir, also gilt X, = C".
Fiir die kanonische Operation der endlichen Gruppe G := N/N’ gemé$ (9.4.4) auf dem
Koordinatenring A, gilt (A,/)¢ = A, und damit X, = X,/ /G = C" /G, was man wie
am Schlufl des Beweises von Satz 9.3 durch Schneiden des Koordinatenringes A,/ mit
C[M']¢ = C[M] zeigt. — Beachten wir als niichstes, daf sich jeder niederdimensionale
simpliziale Gitterkegel nach 2.5 in die Form ¢ = 0 @0 mit einem simplizialen Gitterkegel
& in RY™? und dem Nullkegel in IR" ™4™ zerlegen 1:8t, so ergibt sich mit Bemerkung
3.7 unser Hauptergebnis dieses Abschnittes:

9.5 Satz Ist o ein simplizialer N-Kegel und N’ das von den primitiven Kantenvektoren
von o in N erzeugte Untergitter, dann gestattet die affine torische Varietéit X, eine
dquivariante Zerlegung

XG' v (Cdirna/G) % (C*)n—dima

in das Produkt aus einem algebraischen Torus und dem Quotienten von CY™ nach der
endlichen Gruppe G := (N Nlino)/N’'. =

Folglich ist die einem simplizialen Facher A zugeordnete torische Varietit Xa in
einer wenig schonen Terminologie eine V-Mannigfaltigkeit, d.h., sie besitzt hochstens
Quotientensingularitdten, also Singularitdten vom gleichen Typ wie der Ursprung im
Quotienten eines affinen Raums nach der Operation einer endlichen Gruppe.

Aufgabe 9.1 Gemifl der im Beweis von Satz 9.4 angegebenen Methode bestimme man den
zugehorigen Invariantenring AUG/ fiir den Kegel o in geeigneten Koordinaten:

a) o :=keg(ey,e1 + 2e2) C R>2 gibt AS = C[V12, ViVa, V22];
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b) o :=keg(e1,e1 + 2ea,e1 + 2es3,e1 + 2e2 + 2e3 + dey) C R* gibt

AS = CViVaVaVy, V;Vis 1< 5,0 <4].

Die beiden folgenden Aufgaben verallgemeinern die in 9.1 und 9.3 auftretenden
zweidimensionalen Beispiele:

Aufgabe 9.2 Fiir eine Basis eq, ..., ep des Gitters N und ein A € N g setze man
n—1
o:= keg(er,...,en—1,Nen — Z e;) -
i=1

Die Einheitswurzelgruppe G :={¢ € C*; = 1} wirke vermége ¢-(x1, ..., 2n):=(Cx1,...,(Tn)
auf C". Man zeige:

i) X, 2C"/G.
ii) X ist der affine Kegel iiber der A-fachen Veronese-Einbettung von IP,_1, die durch die
Abbildung
P,—1 — IPs, [z1,...,2n] — [Monome in x1,...,z, vom Grad A
mit s := (Atle) — 1 gegeben ist.

Aufgabe 9.3 Fiir teilerfremde Zahlen A a1,...,an € Nsg operiere die zyklische Gruppe G
der Ordnung A auf der affinen Varietit C" vermoge ¢ - (z1,...,2n) := ((Mz1,...,(%an).
In Verallgemeinerung des Falles a; = --- = an = 1 aus Aufgabe 9.2 identifiziere man den
Quotienten C" /G mit einer affinen torischen Varietit Xs. Hinweis: Man verwende die Gitter

n

N' = iZ-(l/ai)ei C N := N'+Z-(1/>\)Zei.
=1

i=1
Die Konstruktion in 9.5 148t sich auf eine nicht-affine simpliziale torische Varietét

ausdehnen, falls die Gruppenoperationen auf den einzelnen affinen torischen Karten
vertréiglich gewéhlt werden konnen:

9.6 Beispiel Fiir positive natiirliche Zahlen ay, ..., a, und die Wirkung
C* x (C"MHy* = (C™™H*, ¢ (zo,...,2p) == ((xq,. .., % ay,)
von C* betrachten wir den gewichtet projektiven Raum
P(ag,...,a,) = (C"F1)*/C*.

Insbesondere gilt P(1,...,1) = IP,. Wie in Aufgabe 9.4 gezeigt wird, &8t sich der ge-
wichtet projektive Raum P(ay, ..., a,) folgendermafien als torische Varietét realisieren:
Man startet mit dem Fécher, der zur Konstruktion des projektiven Raums IP, in 4.8
3) verwendet wurde, d.h. mit dem F#cher, dessen Kegel von den echten Teilmengen von
{vo,...,vp} C IR"™ erzeugt werden, wobei je n dieser Vektoren linear unabhéngig seien



§ 9 Simpliziale Facher und Quotientensingularititen 109

und ferner > jv; = 0 gelte. Dieser Fécher ist nun aber nicht als Fécher beziiglich
des Gitters N := Y Z - v;, sondern beziiglich des Gitters N’ :=>"" Z- (1/a;)v; zu
betrachten. Mehr zu gewichtet projektiven Rdumen findet man etwa im Kapitel 2 von

[Wa).

Aufgabe 9.4 Man erkenne mit Hilfe von Aufgabe 9.3 die den Kegeln des Féchers in 9.6
zugeordneten affinen torischen Varietéiten als Quotienten von C", identifiziere diese Varietéiten
mit der kanonischen offenen Uberdeckung von P(ag, . . ., an) und schreibe sodann P(aq, . .., an)
als Quotienten einer glatten torischen Varietét nach einer endlichen Gruppe.

Zwar findet man nach Satz 9.5 zu jedem Kegel o eines simplizialen Féachers A ein
Untergitter N, C N derart, dafl G := (N Nlino)/N. eine endliche Gruppe ist und
X, = (C1™7/@) x (C*)"~dime gilt; im allgemeinen &ndert sich dieses N’ jedoch mit
o€ A.

9.7 Beispiel Fiir N = Z> ¢ IR? = V sei A der vollstéindige N-Féicher mit Kanten-
menge Al = {e1,e1 + ea,e2,—2e1 — 3ex}. Dann ist XA ersichtlich singuldr. Fiir jedes
Untergitter N’ C N von endlichem Index kann der Ficher A als N'-Ficher A" aufgefaft
werden. Dann ist die torische Varietdt X/ singulér, d.h. nicht jeder Kegel in A’ wird
von einem Teil einer Basis des Gitters N’ aufgespannt. Insbesondere ist die Varietit X a
nicht als Quotient Xas/(N/N’) einer glatten Varietdt Xas nach einer endlichen Gruppe
N/N' realisierbar.

Aufgabe 9.5 Man beweise die Aussagen in Beispiel 9.7.

Das Gegenbeispiel 9.7 ist in folgendem Sinne minimal:

Aufgabe 9.6 Man zeige fiir einen vollsténdigen Fécher A in IR? mit drei Kanten v1, vo,v3 € N
und Kegelvielfachheiten m1, ma, ms die Aquivalenz folgender Bedingungen:

i) A beschreibt einen gewichtet projektiven Raum.
ii) ggT(my,ma,m3) = 1.
iii) > Z-m;v; = N.

Cn+m—|—2

Aufgabe 9.7 Fiir n, m > 1 operiere C* auf vermoge
—1 —1
t-(ml,...,$n+m+2) = (t$1,...,t$n+1,t Tp42,...,0 mn—l—m—l—Q) .
Man zeige, da der affine Quotient €™ %2 /C* eine nicht-simpliziale torische Varietit ist.

§ 9 Anhang: Simpliziale Fécher und rationale Homologiemannigfaltigkeiten

Wir haben gesehen, dafl zu simplizialen Féachern nur Quotientensingularitdten gehoren.
Nicht jeder Quotient C"/G nach einer endlichen Gruppe G C GL(n,C) ist jedoch
singulér; so ist etwa fiir n = 1 der Quotient stets reguldr. Komplex analytisch werden
die hier auftretenden Singularitdten durch folgenden Begriff erfafit:
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9.8 Definition FEine Untergruppe von GL(n,C) heifit klein, falls sie keine komplexen
Reflexionen enthélt, d.h. keine Elemente endlicher Ordnung, die den Eigenwert 1 mit
Vielfachheit n — 1 besitzen.

Man beachte, daf fiir endliche Gruppen algebraische und geometrische Vielfachheit
gleich sind. In [Pr, Th.2] wird gezeigt, da man komplex analytisch kleine endliche
Gruppen G C GL(n, C) durch die Raumkeime (C"/G)o charakterisieren kann:

9.9 Satz Zwei kleine endliche Untergruppen G und H von GL(n,C) sind genau kon-
jugiert, wenn die Raumkeime (C"/G)o und (C"/H)q analytisch isomorph sind. =

Bei simplizialen torischen Varietédten sind wir immer in dieser Situation:

9.10 Satz Es sei o ein volldimensionaler simplizialer N-Kegel. Das Untergitter N' C N
werde von den (primitiven) Gittervektoren auf den Kanten von o erzeugt. Dann ist die
Gruppe N/N’' C GL(n,C) klein und X, = C" /(N/N').

Beweis Es seien vy, ..., v, die primitiven Gittervektoren auf den Kanten von o; weiter
sei o’ der als N’-Kegel aufgefafite Kegel . Dann gilt X, = C" mit Koordinatenring
C[X1,...,X,], wobei X; = x¥. Ferner wirkt v + N’ € N/N’ gemif (9.4.4) auf den
Erzeugenden dieses Koordinatenringes vermége (v + N') - X; = eXp(—QWi(U;,U))Xj
und damit auf der Varietiat C" durch Multiplikation mit der Diagonalmatrix

diag(exp(+27ri<vik,v>), ..., exp(+2mi(v}, v))) € GL(n,C).

Diese Diagonalmatrix zu v ist genau dann eine Reflexion, wenn alle p; := (v}, v) mit
genau einer Ausnahme, etwa (v}, v) =: p/q mit teilerfremden p, ¢, ganzzahlig sind. Aus
der Gleichung v = 2?21@;, v)v; ergibt sich daher die Beziehung

n—1

(pon)/q = v=> pjv; € M,

Jj=1

so daf} der Vektor v,, in M durch ¢ teilbar ist, obwohl v,, primitiv gewahlt war. m

Man kann andererseits simpliziale Facher A dadurch charakterisieren, dal Xa ,,tri-
viale“ rationale lokale Homologie hat. Dazu haben wir allerdings einige Ergebnisse aus
der algebraischen Topologie zu zitieren (etwa aus dem sehr systematischen Buch [Br]),
die wir der Verstéandlichkeit halber jedenfalls erldutern werden.

Wir erinnern zunéchst an den Begriff der lokalen Homologie einer (komplex) n-
dimensionalen normalen algebraischen Varietdt X (hier stets beziiglich der metrischen
Topologie verwendet, daher wiirde fiir alles folgende ,lokal irreduzibel in der analyti-
schen Struktur® statt ,normal“ ausreichen; auf eine systematischere Theorie fiir allge-
meinere Basisrdume gehen wir hier nicht ein):

9.11 Definition Ist GG eine abelsche Gruppe, X eine algebraische Varietiat und x € X,
so heift die Gruppe H;(X, X \ {z};G) die ,j-te lokale Homologie von X im Punkte x
mit Koeffizienten in G*.
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Wir verwenden hier, dal jeder Punkt z in der algebraischen Varietdt X beliebig
kleine ,gute Umgebungen“”) U besitzt. Fiir torische Varietiten folgt das einfach aus
der Tatsache, daf} fiir jeden n-dimensionalen Kegel o der Fixpunkt x, starker Deforma-
tionsretrakt ist (vgl. allgemeiner 12.4).

Daraus ergibt sich mit dem Ausschneidungssatz fiir jede gute Umgebung U von z:
H;j(X,X\{z};G) = H,;({U,0U;G) =~ H; ,(dU;G),

wobei H, die reduzierte Homologie bezeichne. Man bezeichnet als Homologie mit abge-
schlossenen Tréigern

(9.11.1) H{'YU;G) = H;(U,0U;G) .

Fiir abgeschlossene Teilmengen A C X existieren naheliegende kanonische ,,Homomor-
phismen*
H;ld(A; G) — H;ld(X; G) .

Die Konstruktion 148t sich zu relativen Gruppen H ;ld (X, A; G) erweitern, die dann
zu einer exakten Homologiesequenz ([Br, V.5 Seite 194))

(9.11.2) ... — H;ld(A;G) — H;ld(X;G) — H;ld(X,A;G) — H;l_dl(A;G) — ...

fithren® . Es ist nun niitzlich zu wissen, daf sich die relativen Gruppen in dieser Theorie
durch absolute ersetzen lassen (vgl. [Br, V.5.9]):

cld . ~ cld .
(9.11.3) H(X,4;G) = HM(X\ 4;G) .

Fir U':=U\ A cU X existieren damit kanonische ,, Finschrankungshomomorphis-

men

pu: H(U; G) — HY(U'; G)

mit denen die Homologie mit abgeschlossenen Triigern eine Priigarbe? bildet. Die zu-
gehorige Garbe X’HJG auf X, genannt ,,Garbe der j-ten lokalen Homologie* von X mit
Koeffizienten in G, hat als Halme H;, := XHg wie die Pragarbe gerade die lokale
Homologie H;(X, X \ {z}; G).

x

") Eine relativkompakte Umgebung U von z heifle gute Umgebung, wenn ihr Abschlufl auf
z und U \ {z} auf OU zusammenziehbar ist. Aus 12.4 folgt, dal X, fiir o € A" eine gute
Umgebung von z, ist, vgl. 9.18. Da algebraische Varietéten lokal so triangulierbar sind, dafl
ein vorgegebener Punkt z ein Eckpunkt der Triangulierung ist, kann man dann U als den
offenen Simplexstern dieser Triangulierung wéhlen.

8) Wir erhalten eine Homologietheorie, welche die einschligigen Axiome aus [EiStr, 1.3] mit
Ausnahme des Homotopieaxioms erfiillt.

9 In Verallgemeinerung des Begriffes ,,Prigarbe von Funktionen® ist eine Pragarbe von R-
Moduln auf X ein kontravarianter Funktor G auf der Kategorie der offenen Teilmengen von
X mit Werten in der Kategorie der R-Moduln. Eine solche Prigarbe G heifit eine Garbe,

wenn fiir jede Familie offener Teilmengen (Uj)jcs von X mit U := UjeJUj die iiber die
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Fiir n > 1 folgt aus der Tatsache, da3 X lokal irreduzibel ist:
G _ . .
(9.11.4) xH; = 0 falls j <1 oder j>2n+1.

Denn es geniigt, das Verschwinden einer Garbe halmweise nachzuweisen. Jede Grup-
pe H>on41(X, X \ {z}; G) verschwindet zunéchst aus Dimensionsgriinden. Da X lokal
irreduzibel ist, bleibt fiir jede zusammenhéingende Umgebung U von z auch U \ {z}
zusammenhangend. Wahlt man nun U zusétzlich gut, so ist

9.12 Beispiele 1) Ist x ein regulérer Punkt in X, so ist

a _ JO, j#2n
XHja = {G, j=2n.

2) Die ,Orientierungsgarbe xS ist die konstante Garbe xG auf X.

Beweis 1) Ohne Einschrénkung sei X, durch eine offene Menge in C™ realisiert. Man
wiahle als gute Umgebung U von x in C" eine offene Kugel um z, dann ist

B N . 0, j#2n
fo = H; 1(0U;Q) = Hj_1(52 IQG) = {G j’i2n.-

2) Die konstante Garbe xG auf X wird von der Pridgarbe U +— G induziert;
ersichtlich gilt
xGU) = {f:U — G; [ ist lokal konstant} .

Da X normal ist (fiir die topologische Aussage wiirde hier wieder eine lokal irreduzible
komplex analytische Varietét ausreichen), gilt codimx S(X) > 2 fiir den singuléren Ort
S(X) von X. Aus der exakten Sequenz (9.11.2) zum Paar (U, S(U)) fiir Uc X folgt in
Verbindung mit (9.11.3) eine exakte Sequenz

= HM(S(U); G) — HSYU; G) — HSY(Useg; G) — HEY (S(U);G) — ... .

,Einschrinkungen* definierte Sequenz

0 -6 — [Jown 2 ] swinuy
(9.11.5) jeJ (j,k)ETXJ

(95); = (gilu;nue — 9klu;nus) Gk

exakt ist. Fiir Pragarben von Funktionen ist die Sequenz (9.11.5) stets an der ersten Stelle
exakt. — Jeder Priagarbe 14t sich auf kanonische Weise eine Garbe (mit gleichen Halmen)
zuordnen. Dies ist einfach, wenn die Sequenz (9.11.5) an der ersten Stelle exakt ist; dann ist
die gegebene Préigarbe nur geeignet anzureichern.
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Daraus erhilt man wegen dim i S(U) < 2n — 2 einen Isomorphismus
cld(U G) ~ HCld(Ureg7 G) )

Also geniigt es, fiir reguliires X zu zeigen, dafl H§!4(X, G) kanonisch zu G isomorph ist.
Dies folgt nun aus der globalen Orientierbarkeit komplexer Mannigfaltigkeiten. =

9.13 Definition Die Varietdt X heiffe G-Homologiemannigfaltigkeit, wenn ihre lokale
G-Homologie trivial“ ist, wenn also gilt:

0 sonst .

Nach Beispiel 9.12 1) ist aufler fiir j = 2n die lokale Homologie von X auf den
singuldren Ort S(X) konzentriert. Insbesondere ist eine reguldre torische Varietéit fiir
jedes G eine G-Homologiemannigfaltigkeit.

Fiir die explizite Berechnung von Beispielen zitieren wir zwei Ergebnisse der alge-
braischen Topologie, die wir meist im (besonders einfachen, da dann die Torsion ver-
schwindet) Spezialfall rationaler Koeffizienten verwenden:

9.14 Kiinnethformel der lokalen Homologie FEs seien R ein Hauptidealbereich, G
und G’ R-Moduln sowie X und Y torische Varietidten. Dann gilt fiir alle ¢:

XXYH?(ICZ) = @ (xH,) ®r ( YHG @TOT XHM,YH]G,;,)~
i+j5=0 i+j=0—1

Fiir unsere Anwendungen des Torsionsproduktes Tor’® (G, G") geniigen statt einer
prézisen Definition die folgendenden Eigenschaften:

a) Tor®(G,G") = 0 falls G oder G’ ein torsionsfreier R-Modul ist.
b) Das Torsionsprodukt ist symmetrisch und additiv.

c) Tor*(Z/(p),Z/(q)) = Z/(ggT(p,q)) -

Ein Beweis findet sich in [Br, V, 13.4]. Spezialisiert man Y zu einem einpunktigen
Raum, so erhilt man:'?

9.15 Universelles Koeffiziententheorem der lokalen Homologie FEs seien R ein
Hauptidealbereich, G ein R-Modul sowie X eine torische Varietédt. Dann gilt fiir jedes j

XHJG & XHf QrG @ TOI‘R(XH?_DG) . n

10) Die universellen Koeffiziententheoreme berechnen die Homologie (bzw. Kohomologie) mit
Koeffizienten in einem Modul G iiber einem Hauptidealbereich R und Trégerfamilie ¢ oder cld

a) im kovarianten Fall innerhalb der Theorie unter Beibehaltung der Tréger mit Hilfe des
Tensorproduktes und des derivierten Funktors Tor des in der Theorie folgenden Moduls
(Homologie ist absteigend, Kohomologie aufsteigend),

b) im kontravarianten Fall in der dualen Theorie unter Wechsel der Triager mit Hilfe des
Homfunktors und des derivierten Funktors Ext des in der Theorie folgenden Moduls, vgl.
etwa 10.15.



114 Kapitel III  Eigentliche Morphismen und Singularititenauflosung

9.16 Beispiel Der affine quadratische Kegel X aus Beispiel 3.11 ist eine rationale,
aber keine ganzzahlige Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Es ist S(X) = {0}, also sind nur Hfo fir j = 2,3 zu untersuchen. Es sei
zunéchst G = Z. Betrachten wir die Restklassenabbildung

T C? — X =C?/Z,

gemiB 9.2 2). Die Einheitskugel B um 0 in €2 hat als Bild eine gute Umgebung 7(B)
von 0 € X mit Rand S3/Z, = P3(R). Also ist fiir j = 2,3 (vgl. [Gr 19.23])

0 j=3

Fiir rationale Koeffizienten folgt aus dem Universellen Koeffiziententheorem 9.15 mit
Z
Hiy = M@z Q

die Behauptung. =

Des weiteren wollen wir ein allgemeines Ergebnis iiber die Homologie mit abge-
schlossenen Tragern von torischen Varietéten zitieren. Fiir eine einfache Formulierung
fithren wir folgenden Begriff ein: Ein Facher A heiflt ,nicht entartet®, wenn er nicht in
einer Hyperebene von V' enthalten ist. Fiir einen solchen Fécher sei

E o= k(A) = #A!

die Kantenzahl, ferner seien vy, ..., v; die primitiven Erzeugenden der Kanten von A.
Diese erzeugen ein Untergitter von N, zu dem nach dem Elementarteilersatz 2.18 natiirli-
che Zahlen 1,¢e,, ..., e, gehoren. Unter Z° werde die Gruppe 0 verstanden.

9.17 Satz Flir jeden nicht entarteten Fécher A gilt:

ddiy .y o~ J O j=2n-1
H7 ' (XaiZ) = | ClDivw (Xa) 2 2K o @ 7., j=2n—2
. (0 j=1
HJ(XA;Z> - { Cl DiVC(XA) 5 ] =2.

Zum Beweis sei auf die Sétze 2.1 und 2.9 in [BaBrFiKp| verwiesen.

Die lokale Homologie in beliebigen Punkten einer torischen Varietét 148t sich aus
der in den Fixpunkten berechnen. Die Verbindung zur Homologie mit abgeschlossenen
Tragern von affinen torischen Varietéten ergibt sich aus folgendem:

9.18 Bemerkung Ist 0 € AY und z € B,, so gilt mit c = o’ ®o c R? x R"¢

(9.18.1) xa MG, = H§Y 0 (Xos G).
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Beweis Es sei zunéchst d = n. Nach 12.4 ist der Fixpunkt x, starker Deformationsre-
trakt von X, wobei die Deformation X, homéomorph auf beliebig kleine Umgebungen
von x, abbildet.

Nun sei d beliebig. Fiir die dquivariante Produktzerlegung gilt gemafl 7.5 mit dem
Fixpunkt z, in X,
r=(2,,t) €EBy = {2} xT" % — X, xT 9 = X,.

Aus der Kiinnethformel und mit Beispiel 9.12 1) ergibt sich, weil T"~¢ als Mannigfal-
tigkeit freie lokale Homologie hat:

I

Mo = D (M) €2 (v )
itj=k

= (XU’HS—Q(n—d),x) = Hj?l—dQ(n—d)(Xo";G>--

(XU/HkG—z(n—d),x) Qz (’]I‘"—ng(n—d),y)

9.19 Beispiel Es sei o der dreidimensionale Kegel mit viereckiger Basis aus Beispiel
1.26. Dann ist X, keine rationale Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Fiir den Seitenficher A = &(o) verschwindet HS'9(X,; Q) nach 9.17 und nach
(9.18.1) auch Hg% zum Fixpunkt z, genau dann, wenn n = 3 und k(o) iibereinstim-

men, also o simplizial ist. Es ist jedoch k(o) — 3 =1, also Hg% ~Q. .

Als Anwendung beweisen wir Charakterisierungen (darunter eine durch lokale Ho-
mologiell)) von reguldren wie von simplizialen Féachern:

9.20 Satz Fiir eine torische Varietidt X sind folgende Bedingungen dquivalent:
1) A ist regulér.
2) X ist eine ganzzahlige Homologiemannigfaltigkeit.
3) X ist faktoriell.

Beweis Bekanntlich heifit eine algebraische Varietét faktoriell, wenn alle ihre lokalen
Ringe faktoriell sind. Damit sei A ohne Einschrankung ein mindestens eindimensionaler
affiner Fécher G(o). Ferner kénnen wir o als volldimensional voraussetzen: Fiir 2) folgt
das aus 9.18, fiir 3) kann man wie folgt argumentieren: Auf faktoriellen Varietéiten
stimmen Weil- und Cartierdivisoren iiberein. Ist d := dim o und o = ¢’ & 0, so folgt

CIDiv(X,) = ClDiv(X,/) x Cl1Div((C*)""%) = CIDiv(X,)

aus [AG, 10.38], da (C*)" %« C" % verschwindende Divisorenklassengruppe hat (vgl.
[AG,10.33)).

1) Die lokale Homologie kann grundsétzlich auf dem Rechner bestimmt werden; die Grund-
lagen dafiir wurden in [Jo] gelegt; vgl. auch [BaBrFiKps] bzw. das Paket Sheathom [MCo].
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Zu 1) = 2) vgl. 9.12. Fir 2) = 3) verwenden wir die Tatsache, daf fiir einen
Hauptidealbereich R auf einer orientierbaren R-Homologiemannigfaltigkeit X der topo-
logischen Dimension 2n mit einem beliebigen Koeffizientenmodul G iiber R ein Poin-
carédualitdtsisomorphismus

(9.20.1) Py (X): H/ (X G) — HSL (X G)

existiert, vgl. [Br, V.9.3]. Fiir j = 2 und R = G = Z erhalten wir somit aus 9.17 wegen
der Zusammenziehbarkeit von X, , dafl die Cartier- und damit die Weildivisorenklassen-
gruppe von X, verschwindet. Nach [AG, 10.29 und Aufgabe 10.9] folgt daraus, daf die

normale affine Varietat X, faktoriell ist.

3) = 1) Nach 12.4 ist X, zusammenziehbar, insbesondere verschwinden nach 9.17
Z' "o @z, = ClDivw(X,) = ClDive(X,) =2 H*(X;Z)=0.
j=2

Dies bedeutet zunédchst n = k, i.e., o ist simplizial; andererseits sind alle Elementarteiler
e; = 1, d.h. die primitiven Kantenvektoren von o bilden eine Basis der abelschen Gruppe
N. Damit ist o regulér. m

Fiir eine entsprechende Charakterisierung simplizialer Facher nennen wir in Analo-
gie zu [AG, 10.29] eine torische Varietdt Xa ,fastfaktoriell* oder ,Q-faktoriell“, wenn
fiir jedes o € A die rationale Divisorenklassengruppe ClDivy (X,) ®z Q verschwindet.
Eine genauere Untersuchung des Begriffes ,fastfaktoriell* findet man in [Sto]. Damit
erhalten wir das Analogon zu Satz 9.20:

9.21 Satz Fliir eine torische Varietdt X sind folgende Bedingungen &dquivalent:

1) A ist simplizial.

2) X ist eine rationale Homologiemannigfaltigkeit.

3) Xa ist Q-faktoriell.
Beweis Da die Behauptung lokaler Natur ist, sei A wieder ohne Einschrankung ein
mindestens eindimensionaler affiner Ficher &(o) der Dimension n.

1) = 2) Nach 9.5 ist X, ein Quotient der Gestalt 7:C" — X, = C"/G mit einer
endlichen Gruppe G. Ist p = 0 oder eine zur Anzahl der Elemente von G teilerfremde
Primzahl, so existiert fiir den Primkérper k der Charakteristik p (i.e., Q bzw. Z,, fiir
p # 0) ein kanonischer Isomorphismus

T HIY(C™ k)Y — HIY(C"/Gik) ,

wobei H(C"; k)¢ die Gruppe der unter der natiirlichen Operation von G invarianten
Elemente von H4(C"; k) bezeichnet, vgl. [Br, I1.19.1]. Nun ist

HY(C™ k) = Hs(C"k) = k,
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also folgt

dd/v .y J 0, j#2n
Hi (Xoik) = {k, j=2n.

Weiter ist x, HE% = H(X,;Q) nach 9.18, und die Verschwindungsbedingung fiir die
rationale lokale Homologie ist in allen Fixpunkten erfiillt. Fiir andere Punkte von X,
geht man mit Hilfe der Kiinnethformel 9.14 vor.

Fir 2) = 3) liefert zu jedem o € A der rationale Poincarédualitétsisomorphismus
Py, —2(X,) fiir die rationale Homologiemannigfaltigkeit X, nach 9.17 und dem globalen
Universellen Koeffiziententheorem Isomorphismen

0=H*(X,;Q) = HJ ,(X,;Q) = ClDiviw(X,) ®2 Q ;

also ist X, fastfaktoriell.

3) = 1) Ist o nicht simplizial, so ist in den Bezeichnungen von 9.17 der Vektorraum
HY ,(X,,Q) = ClDivw(X,) ©7Q = QF@-"

nicht der Nullvektorraum, im Gegensatz zur vorausgesetzten Fastfaktorialitét. m

9.22 Korollar Enthélt ein Féacher A hochstens zweidimensionale Kegel, so ist X A eine
rationale Homologiemannigtfaltigkeit.

Beweis Da ersichtlich jeder hochstens zweidimensionale Kegel simplizial ist, folgt die
Behauptung aus 9.21. =

Aufgabe 9.8 Eine Priagarbe G von R-Moduln auf dem topologischen Raum 7" ist genau dann
eine Garbe, wenn fiir jede Familie offener Teilmengen (U;)jes von X mit U := (J. ;U;

j€J
folgende beiden Bedingungen erfiillt sind: ’

a) Eindeutigkeit: Elemente f,g € G(U) sind gleich <= f|y, = g|y, fiir alle j € J;

b) Reichhaltigkeit: Sind fiir alle j € J Elemente f; € G(Uj;) mit f;|y,; = f;lu,; gegeben, so
existiert ein f € G(U) mit f|y, = f;|u, fiir alle j.

Kleines Woérterbuch § 8

Theorie in (V, N) torische Theorie
reguldrer Facher A faktorielles X A
regulérer Facher A Z-Homologiemannigfaltigkeit X A
simplizialer Facher A Q-faktorielles X o
simplizialer Facher A Q-Homologiemannigfaltigkeit X a
Elementarteiler zur Kantenmatrix von A zyklische Erzeugende der (2n — 2)-Torsion

k(A) — n Bettizahl bS\d 5(XA)
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10. Glatte vollsténdige torische Flachen

Glatte vollstandige torische Flachen werden durch den ,,Fécherzahlenvektor® eindeutig
charakterisiert, der jeder Kante des beschreibenden Féchers eine ganze Zahl zuordnet.
Es wird charakterisiert, welche Vektoren aus Z* als solche Ficherzahlenvektoren auf-
treten. Eine der Bedingungen ist eine Gleichung, die sich als die Noetherformel der
Algebraischen Geometrie interpretieren l&8t.

Es sei A ein vollstandiger zweidimensionaler Fécher. Er 148t sich durch seine (in
mathematisch positivem Sinne orientierte) Folge von primitiven Kantenvektoren

(10.0.1) (U1, ..., 0) Mit Vg1 =01

aus N charakterisieren; die Orientierung driickt sich durch positive det(v;,v;41) fiir alle
7 aus. Die zugehorigen 2-Kegel bezeichnen wir mit

(10.0.2) o; = keg(vi,vi41) fiir 1<i<k.
Eine zyklische Vertauschung in (vy, ..., v) fithrt ersichtlich zum gleichen Fécher, so daf
wir (vy,...,vx) kurz als ,Fécherzyklus zu A“ bezeichnen wollen. Nach 4.19 entsprechen

Aquivalenzklassen von Fécherzyklen (wobei Aquivalenz ,,durch eine unimodulare Trans-
formation ineinander iiberfithrbar* heiffit) genau den Isomorphieklassen vollstéandiger
Flachen. Wir nennen einen Ficherzyklus ,regular®, wenn A regulér ist. Dies ist hier
genau dann der Fall — und damit XA genau dann glatt, wenn alle det(v;,v;41) den
Wert 1 annehmen.

An den Anfang unserer Uberlegungen stellen wir einige markante Beispiele vollstéin-
diger torischer Flachen Xa. Wir haben in Aufgabe 8.3 gesehen, dafl fiir £ = 3 nur der
Py auftritt. Fiir den Fall £ = 4 hatten wir gezeigt, dafl in geeigneten Koordinaten ein
a € N existiert, so dafl gilt (vgl. Figur 10.1):

V1 =e1, U2 =€y, Uz = —€ t+aez, Uy = —€3.

Mit der angegebenen Festlegung von v; und vs ist a € N ersichtlich eindeutig bestimmt;
daher schreiben wir auch A, fiir A. Die zugehorige Flache XA heift ,Hirzebruchsche
Y-Flache* und wird mit ¥, bezeichnet.

Sie ist damit von der Form %, = X,, UX,, UX,, UX,,, wobei alle X, zu C? isomorph
sind. Genauer lifit sie sich durch eine allgemeine lokale Uberlegung zum Teilfsicher
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FIGUR 10.1 Féicher zu Xg,

S(o1,02) wie folgt beschreiben (dabei geht nur ein, daff die o; regulér sind und sich in
einer Kante schneiden): Es gilt mit f; := e;

of = keg(f1, f2) und of = keg(afi + fo,—f1).
Folglich erhalten wir Koordinaten

. N1 = A2
T= und y: = auf X, ,
(10.0.3) X Y X '
X

n:= X2 und € = 7N auf X, .
Insbesondere bedeutet dies

€ = ' auf £#0 und np = €%y auf £#£0.
Die Karten X,, und X,, sind langs
Xieg(es) = C"xC & C(x Y)

zu verheften (wir deuten in C? die jeweiligen Koordinatensysteme durch einen unteren
Index an):

(10.0.4) (z,y) ~ (1.6) = (£7°9.§) = (a"y,27") auf z£0#£E;
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FIGUR 10.2 Morphismus zu E(—a)

dies liefert eine (weder affine noch vollstéindige) glatte torische Fliche

E(—a) = X,, UX,, = €}, UC} ¢ .

Sie 148t sich durch den in Figur 10.2 illustrierten Fachermorphismus ¢ weiter un-
tersuchen.

Dieser wird durch ¢:Z? — Z, e e, ey 0 induziert, was ersichtlich einen Fécher-
morphismus ¢: &(o1,02) — &(+keg(e)) mit dualem Homomorphismus ¢* liefert, der
durch ¢*: f — fi fiir f := €* bestimmt ist. Auf X

Uberdeckung

& (+keg(e)) IP; betrachten wir die

P, = C(x) UC(S) mit & ~ =l auf C*UC*.
Die zu ¢ gehorigen Morphismen

Xgl = HOIIngr(Sgl, C) — HOIIngr(Skeg(e), C) =C
ng = HOIIngr(SU2, C) — HOIIngr<Skeg(_e), C) =C

sind in obigen Koordinaten auf E(—a) von der Gestalt
(10.0.5) ps: E(—a) — P, (2,y)— 2 und (n,§) —¢&.

Ersichtlich hat der Morphismus ¢, die Fasern C,) bzw. C(,), die also zu C isomorph
sind.

Damit liefert uns der Morphismus ¢, aus (10.0.5) ein erstes Beispiel fiir folgende
Begriffsbildung, die wir in § 15 noch genauer untersuchen werden:

10.1 Definition FEin Morphismus v¢:Y — Z algebraischer Varietdten heifit ein ,Gera-
denbiindel“ iiber Z, wenn gilt
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1) Jede Faser Y, := 1 ~1(z) trigt die Struktur einen komplexen Geraden;

2) es gibt eine affine Uberdeckung aus Unterrdumen U ¢ Z mit Isomorphismen
Yoy H(U) = U % C,

die fiir jedes z € U einen Vektorraumisomorphismus ¥y |y.:Y, — z x C induzieren.

Ein solches Geradenbiindel ¢:Y — Z hat stets einen (regulédren) ,Nullschnitt“
v:Z — Y, der auf jeder ,lokalen Karte* U durch z — (z,0) gegeben ist. Im Beispiel
v«: E(—a) — 1P stiftet der Nullschnitt einen Isomorphismus zwischen IP; und dem
Bahnabschluf} Vieg(y,), der in Xg, U X, liegt.

Kommen wir nun speziell zur Fliche ¥, zuriick: Entsprechend zu F(—a) erhalten
wir
E(a) == Xo,UX,, = CPUC?,
wenn in der Konstruktion a durch —a und f5 durch — f, ersetzt werden; dies ergibt also

Koordinaten
x“ 2 und y 2 auf Xoy s

Y und y 72 auf Xo, -

Insgesamt ist X, = F(—a) U E(a) mit Kartenverheftung x/2 +— x =72, was fiir jede
einzelne Gesamtfaser bedeutet, dafl zwei affine Karten C zu IP; verheftet werden. Wir
erhalten damit schliellich einen Morphismus

Yo=Xpn, — P,

der auch ein ,, IP;-Biindel iiber IP;“ genannt wird.

Aufgabe 10.1 Fiir festes b € Z induziert der Gitterhomomorphismus
7 — Z2:N, e e1 + bes

einen Fachermorphismus

s:(Z, &(Ekeg(e))) — (2%, Aq) .

Der zugehorige torische Morphismus sx: IP; — 34 heifit ein ,,Schnitt des IP;-Biindels“.

i) Man zeige, dal s« wie folgt in lokalen Koordinaten beschreibbar ist:
e (@,y) = (6,80), u=t"" (0,8 = (@ ).

ii) Man zeige, dafl s« einen (Null- und Polstellen-)Divisor (sx) definiert; dessen Gesamtord-
nung ist —a.

(Fiir 10.13.)

Aufgabe 10.2 Man zeige fiir die Hirzebruchschen X-Flichen: ¥, & X, <= a = a’ und
damit insbesondere: Xq = IP; X IP; <= a =0.
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Nach Aufgabe 10.2 ist X, zu keinem ¥, mit a # a’ also torische Varietét isomorph.
Nach [Gu, Th. 3.1} sind ¥, und ¥, daher ebenfalls als abstrakte algebraische Va-
rietdten nicht isomorph. Dies gilt auch in der Kategorie der analytischen Varietdten: Da
Y, und ¥,/ durch einen polytopischen Fiacher gegeben sind, erweisen sie sich zunéchst
als projektive Varietidten (16.19). Nach dem GAGA-Prinzip gemifl [Seq, Th. 2] ist die
algebraische Struktur fiir normale projektive Varietdten aus der analytischen eindeu-
tig bestimmt. Dies gilt interessanterweise jedoch nicht in der Kategorie topologischer
Réume: Man kann zeigen, dafl jedes Ya; zu 3¢ sowie X9;41 zu X1 homéomorph ist (vgl.
[Hz, 2.10] oder [DuFoNo, Seite 240]).

Damit kénnen wir glatte vollstdndige torische Fldchen charakterisiern (wir erinnern
an Aufgabe 8.3 iii), wonach IP; aus ¥; durch Niederblasen einer Kurve entsteht):

10.2 Theorem Jede vollstindige glatte torische Fléiche, die nicht die projektive Ebene
IP, ist, entsteht aus einem ¥, durch sukzessives Aufblasen von Fixpunkten.

Beweis Der zur betrachteten Fliche gehorige Facher A bestimmt einen Fécherzyklus
(v1,...,v), der nach Aufgabe 8.3 k > 4 Komponenten hat. Ist k¥ = 4, so erhalten wir
nach Aufgabe 8.3 eine X-Flache Y. Es sei nun k£ > 5. Nach Hilfssatz 10.5 existiert dann
ein j mit vj41 +v;_1 = v, wobei keg(v;_1,v;41) ein spitzer Kegel ist. Nach Beispiel 8.2
entsteht durch Weglassen von keg(v;) aus dem Fécher & (keg(vj—1,v;), keg(v;, vj41)) ein
regulérer Kegel; i.e., die Kurve V,,; kann niedergeblasen werden, was k um 1 erniedrigt.
Nach endlich vielen Kontraktionen landen wir bei einer Y-Fléche. n

Wie das Beispiel 10.8 belegt, ist die Flache X, in 10.2 allerdings nicht eindeutig
bestimmt. — Fiir den Beweis von 10.2 zeigen wir drei Hilfssdtze, deren erster in Figur
10.3 illustriert wird:

10.3 Hilfssatz Es seien keg(vy,v2) und o4 = keg(d+wi, ws) regulidre 2-Kegel. Liegt
v1 in 0 , so liegt vo nicht in o°.

Beweis Fiir die Darstellung v; = aw; + pwe und ve = ywy + dwe mit o, 8,7v,0 € Z
gilt
veEo] = >0 und wnco’l = <0<,

Also folgte aus ve € 02 der Widerspruch

10.4 Hilfssatz Es sei (vy,...,vx) ein reguldrer Facherzyklus mit k > 4. Dann existiert
ein ¢ > 4, so daf in geeigneter Numerierung des Fécherzyklus vy = —v; gilt.

Beweis Nach Aufgabe 8.3 gilt die Behauptung fiir £ = 4, es sei nun £ > 5. Ohne
Einschrédnkung sei die Numerierung der v; so gewahlt, dal vq,...,v, eine Folge ma-
ximaler Lange sei, die ganz in einer abgeschlossenen Halbebene liegt; weiter seien als
Gitterbasis v1 =;e; und vo =: ey gewéahlt. Wegen k£ > 5 ist £ > 3, und v3 liegt im Innern
des Quadranten keg(ez, —e1). Nehmen wir nun ¢ = 3 an. Dann liegt v4 im Innern der
unteren Halbebene. Nach 10.3 liegt v4 dann sogar im vierten Quadranten, und damit
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U1

w1

FIGUR 10.3 Verbotenes Land fiir v in 10.3

liegen vy, ..., vg, v1,v2 im Widerspruch zur Wahl von /¢ in einer Halbebene. Daher gilt
(> 4.

Wir nehmen nun an, dafl die Behauptung falsch sei. Als erstes zeigen wir £ = k — 1.
Dazu reicht nach Definition von ¢ der Nachweis, dafl in der von vy,_; und —v,_; auf-
gespannten offenen Halbebene, die v, enthélt, kein weiterer Kantenvektor liegt. Aus
v # —v; ergibt sich zunéchst

ve € keg(vj,—v;_1)° fir 2<j</—-1.
Daraus folgt jedoch mit 10.3
Ve+1 §é keg(—vj_l, —’Uj)o fir 2 < j < -1 y

woraus die Zwischenbehauptung folgt.
In geeigneter Numerierung haben wir also folgende Situation vorliegen:
a) Die Basis (v1, v2) teilt die Ebene in vier Quadranten I — IV.
b) Die Vektoren vy, ..., v liegen in der linken Halbebene IT U III.

c) Die Vektoren vs, ..., v liegen im Quadranten III. Dazu geniigt es ersichtlich, v €
III zu zeigen. Andernfalls sei v; mit j > 3 der letzte Vektor in II, dann liegt nach
10.3 der Vektor vj4q in IV, d.h. j = k und der Kegel keg(vg, v1) ist nicht spitz!

d) Der Vektor vy, liegt in keg(vs, —v2)° und damit vi1 nicht in keg(—wv2, —v3)°, obwohl
dieser Vektor als v; in gerade diesem Kegel enthalten ist! m

In Aufgabe 8.2 i) wurden einem reguliren Féacherzyklus (vy,...,vr) ganze Zahlen
a; mit der Eigenschaft v;_1 4+ vj41 = a;v; zugeordnet.

10.5 Hilfssatz Ist (vy,...,vx) ein regulirer Facherzyklus mit k > 5, so existiert ein j,
fiir das keg(vj_1,v;41) ein spitzer Kegel und a; =1 ist.
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Beweis Geméifl 10.4 wahle man unter allen ¢ > 4 mit v, = —v; ein minimales. Fiir
b; := det(vy + v2,v;) gilt dann

bp=1=0b, und b; >1 firj=3,...,4—1.
Man fixiere ein j zwischen 3 und ¢ — 1, fiir das
bj—1 < b; und bjy1 < b,
gilt. Aus der Darstellung v;_; +vj11 = ajv; folgt bj_1 4+ bj11 = a;b; und damit

bi_1+0b; 2b,
0 < aqj = J=100 2 _ o
b; b;
also a; = 1. Aus der Wahl von j folgt weiter, da8 der Kegel keg(v;_1,v;41) C keg(va, v¢)
spitz ist. m

Wir kommen nun zu einer einfacheren numerischen Charakterisierung aller glatten
kompakten torischen Flichen XA mit Hilfe ,regulérer Féacherzahlenzyklen®,

(ai,...,ax) € ZF,
die sich aus dem regulidren Facherzyklus (vy,...,v;) zu A durch die Bedingung
Vj—1 —|—’Uj_|_1 = a;v; mit Vo ‘= Vg, U1 = Vg1

ergeben; damit wird aus einer k£ x n-Matrix eine k x 1-Matrix. Ersichtlich definieren
dquivalente Facherzyklen den gleichen Facherzahlenzyklus. Damit charakterisiert der re-
gulédre Facherzahlenvektor die Isomorphieklasse einer gegebenen regulédren vollstandigen
torischen Fliche; sind ndmlich (v, ...,vg) und (wsq, ..., wy) dazu passende Fiachervek-
toren, so ist die Transformation v; — w; fiir ¢ = 1, 2 eine nach Aufgabe 2.1 unimodulare

Basistransformation, die nach der Rechenvorschrift des Facherzahlenvektors alle v; auf
w; abbildet.

10.6 Beispiel Der regulidre Facherzahlenzyklus zu IP, ist (—1,—1,—1), der regulére
Féacherzahlenzyklus zu A, ist (0,a,0,—a). =

10.7 Lemma Jeder regulire Fécherzahlenzyklus (a1, ..., ax) erfiillt die Bedingung

k
> a; -3k = —12.
j=1

Beweis Fiir IP, und 3, ist die Behauptung mit 10.6 evident. Weil gemé&fl 10.2 jede
andere glatte vollstdndige torische Fliche aus einem Y, durch sukzessives Aufblasen
von Fixpunkten, d.h. durch reguldre Unterteilung des Fachers A, entsteht, geniigt der
Nachweis, daf8 der Ausdruck ) a; —3k bei jeder einzelnen reguldren Unterteilung seinen
Wert nicht dndert.
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V= v; + Vi1

FIGUR 10.4 Reguldres Unterteilen von keg(v;, vi41)

Fiigen wir etwa zwischen v; und v;4; reguldr einen Vektor v ein, i.e., setzen wir

v = v; + V11, so gilt (vgl. Figur 10.4)
Vi—1 +v = (Ui_l + U¢+1) +v;, = (ai + 1)112‘

und analog v + vi12 = (@j+1 + 1)viy1.

Damit wird aus dem reguldren Fécherzahlenzyklus (a, ..., ax) der Linge k der regulére
Facherzahlenzyklus
(1071) (al, ey Qi—1,04 —+ 1, 1, Ai41 + 1, Ai4-24 -+ -y CLk)

der Lénge k+1. Ersichtlich bleibt der Wert der zu untersuchenden Summe ungeéindert. m

Aufgabe 10.3 Fiir £ > 5 und einen Zyklus a = (aq,...,ax) zeige man, daf§ a genau dann
von einem reguldren Facher herkommt (also ein reguldrer Facherzahlenzyklus ist), wenn sich
a durch ,Kontraktion“ auf einen der beiden Zyklen (0,a,0, —a) und (—1,—1,—1) reduzieren
143¢t.

Die Kontraktion eines Zykels a ist keineswegs eindeutig:

10.8 Beispiel Der Zyklus a = (0,2,1,3,1,3,1,1) entsteht durch sukzessives Aufblasen
von 4 Fixpunkten aus Py, aus Y, aber auch aus .
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Beweis Wir schreiben die jeweiligen Kontraktionen nieder, wobei die weggelassene
Facherkante im Zyklus durch Fettdruck hervorgehoben ist:

(0,2,1,3,1,3,1,1) ~ (0,2,1,2,2,1,1) ~ (0,1,1,2,1,1) ~ (0,1,1,1,0) ~ (0,0,0,0);
(0,2,1,3,1,3,1,1) ~ (0,2,1,2,2,1,1) ~ (0,1,1,2,1,1) ~ (0,1,1,1,0) ~ (0,1,0, —1);
(0,2,1,3,1,3,1,1)~ (0,1,2,1,3,1,1) ~n (-1,1,1,3,1,1) ~ (=2,0,3,1,1) ~ (-2, 0,2, 0).

Aufgabe 10.4 Man zeige, fiir welche a der Weihnachtsstern aus Aufgabe 5.12 aus einer Fldche
>.q durch Kontraktionen gebastelt werden kann.

Aufgabe 10.5 Man zeige, daf} es zwischen je zwei vollstédndigen glatten torischen Fliachen Xa,
und XA, eine birationale Abbildung ¥: XA, — X, gibt, die aus einer Folge von Aufblasungen
von Fixpunkten und reguldren Kontraktionen von Kurven besteht (anders formuliert: In der
Kategorie der torischen Varietdten existiert eine glatte vollstiandige torische Fliche XA mit
surjektiven Morphismen ¢;: XA — A;, die aus der reguldren Kontraktion von Kurven bestehen,

so daf} das Diagramm
XA

<P1/ \902

XA, — XA

kommutiert).

Eine weitere Beobachtung ist fiir die Charakterisierung regulédrer Féacherzahlen-
zykeln wichtig: In einem zugehorigen Fécherzyklus (vq,...,vx) bilden je zwei aufein-
anderfolgende Vektoren (vj,v;41) eine Gitterbasis. Bei einmaligem Durchlaufen dieser
Basiswechsel miissen wir daher wieder beim Ausgangsbasispaar ankommen. In Formeln
lautet das wie folgt: Es sei

T(a) = G_;) € GL2,7Z).

Aus ajv; = vj_1 + vy folgt (wegen der Zeilenschreibweise (vj,v;41) steht die Matrix
rechts)

(v, v541) = (vj, —vj—1 + a;jv) = (vj—1,v;)T(a;) ,

also ergibt sich induktiv

V4
(vk,01) - [[T(az) = (ve,ve41)

j=1
und damit die
10.9 Bemerkung Fiir einen reguldren Féacherzahlenzyklus (ag, ..., ax) gilt

T(aj) = E2 .

k
=1

J
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Dies ermoglicht nun eine Charakterisierung der reguldren Féacherzahlenzyklen:

10.10 Satz FEin Tupel (a1, ...,a) € Z* ist genau dann ein regulirer Ficherzahlenzy-
klus (gehdrt also genau dann zu einer reguldren vollstidndigen torischen Flédche), wenn

gilt:
k

k
d aj -3k = -12 und [[7(e;) = E».
j=1

j=1
Beweis ,,=“ folgt aus 10.7 und 10.9.
,<=“ Zu gegebenem (a1, ..., ay) € Z* mit H?ZlT(aj) = P, ist ein Zyklus (vq, . . ., vg)
aus (N.)® zu konstruieren, der mit vg41 := v1 genau einmal um 0 herumléuft und fiir
den alle Paare (vj,v;41) eine positiv orientierte Basis von N bildet.

Zunéchst ist k > 3, denn fiir a,b € Z ist

x X

1@ # B2 ([1]) = T

und damit fiir £ < 2 die zweite Voraussetzung nicht erfiillbar. Die Folge (vq, ..., vx)
wird, ausgehend von vy := e und vy := eo, fiir j > 2 wie folgt definiert:

J

(10.10.1) (vj,v541) = (ex,e) - [[T(as) -
=2
k
Dann ist det(v;,vj4+1) = 1, und aus HT(aj) = F, folgt (vgt1,vkr2) = (e1,€2), denn
j=1
es gilt
k+1 k
[[76) = (J[7T(@)T(a1) = T(ar)'T(a1) = E.
=2 =2

So bleibt zu zeigen, dafl der Zyklus der v; genau dann einmal um den Nullpunkt lduft,
vgl. Lemma 10.11.

k
10.11 Lemma Fiir k > 3 sei (a1,...,a;) € ZF mit HT(C%') = FEy gegeben. Fiir
i=1
die geméf (10.10.1) gegebene Folge (vy,...,v;) € N* sei £ € N die Umlaufzahl des
Streckenzuges [v1, .. .,v+1] um den Nullpunkt. Dann gilt
k
> a; -3k = —12¢.
j=1

Aufgabe 10.6 Liegt ein Vektor v € N = Z? in einem regulidren N-Kegel keg(vy,v1), so
existiert eine regulidre Unterteilung von keg(vy,v2), die v als Kante enthilt (fiir Aufgabe 10.7).

Aufgabe 10.7 Man beweise 10.11.
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§ 10 Anhang: Invariante Kurven und der duale Graph

Wir wollen auf einen Vergleich der Formel ) a; — 3k = —12 aus 10.7 mit der Noether-
schen Formel der algebraischen Geometrie hinaus. Ferner wollen wir die Homologie
vollstédndiger reguldrer torischer Flichen bestimmen, die uns spéter als Prototyp fiir
den Chowring dienen wird.

Dazu sei (v1,...,vx) ein reguldrer Fécherzyklus mit zugehorigem vollsténdigen re-
guléren Facher A. Dann besitzt XA nach Punkt 3a) des Worterbuches von § 7 genau k
invariante abgeschlossene Kurven Cf, ..., Cy, die geméfl 7.15 alle zu P; isomorph sind.
In der am Anfang von § 10 gegebenen Beschreibung lassen sich im Teilficher S(oj_1,0;)
mit o; = keg(v;,v;41) die Kurven C;_1,Cj, Cjy1 orten: Beziiglich der Koordinaten

(z,y) und (n,&) = (ya*,z7")

wie in (10.0.4) gehort zum Strahl v; die durch die z-Achse und ¢-Achse (wegen der
Bedingung y = 0 <= 7 = 0) beschriebene Kurve C;. Zum Strahl v;; gehort entspre-
chend Cj1, was (jedenfalls affin) durch die n-Achse £ = 0 charakterisiert wird, und zu
vj—1 die Kurve C;_; mit der y-Achse z = 0. Dies bedeutet insbesondere, daf sich die
Kurven C; und Cj4; ,transversal schneiden®, wir also nur mengentheoretische Schnitte
C; N C; zu untersuchen haben. Diese lesen wir aus dem Fécher A ab.

Fassen wir zusammen:

10.12 Bemerkung Die torische Varietéit XA enthélt genau k invariante Kurven Cj.
Jede ist isomorph zu P; und hat eine invariante Umgebung der Form E(—a;), in der
C; als Nullschnitt realisiert ist. Der Schnitt zweier verschiedener Kurven ist transversal

und erfiillt
0, fir |i — j| > 2,
einpunktig , sonst.

C;NC; :{

Wir ordnen diesem System invarianter Kurven in Figur 10.5 einen Graphen zu. Thm
wird iiblicherweise ein ,,gewichteter dualer Graph“ auf folgende Weise zugesellt:

Jeder Kante des Ausgangsgraphen entspricht eine Ecke des dualen Graphen; zwei
Ecken werden genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sich die zugehorigen Kur-
ven des Ausgangsgraphen schneiden, vgl. Figur 10.6. Als Gewichte verwenden wir die
Zahlen —aj;.

Wie wir in 10.2 gesehen haben, ld8it sich vom dualen Graphen zu Py bzw. ),
in Figur 10.6 jeder andere duale Graph nach dem in (10.7.1) beschriebenen Verfahren
durch Aufblasen gewinnen, vgl. Figur 10.7.

Fiir irreduzible Kurven C,C’ in X definiert man eine ,,Schnittzahl® wie folgt:
Schneiden sich C' und C’ transversal, so sei sie

(10.12.1) C.C = #CnC).
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Cs

FIGUR 10.5 Invariantes Kurvensystem in XA

FIGUR 10.6 Dualer Graph zu Figur 10.5

Sehr viel komplizierter ist der Fall C' = C’, in dem man eine ,,Selbstschnittzahl“ C - C
wie folgt definiert (wir beschranken uns auf die Angabe der Idee): Man ersetze ein Ex-
emplar von C' durch einen ,homologen“ Schnitt C’, der C' transversal schneidet, und
verwende die dann existierende Schnittzahl. Wir kénnen dies mit Hilfe des am Anfang
des Paragraphen beschriebenen lokalen Modells zu &(o1, 02) durchfithren. Dazu seien
C := (5 und a := ag; wir verwenden den in den Koordinaten (x,y) durch y = 1 gege-
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0
1 1
a —a
1 0

FIGUR 10.7 Duale Graphen zu P> bzw. X,
.
T
\\ ”; — \\

FIGUR 10.8 Aufblasen eines reguliren Punktes und der duale Graph

benen ,rationalen Schnitt“ s in dem Geradenbiindel F(—a) iiber 1P} = C, er 148t sich
als regulédrer Schnitt im assoziierten IP;-Biindel iiber IP; interpretieren (vgl. Aufgabe
10.1). Dieser Schnitt ist homolog zum Nullschnitt C. In der Karte (7, ) ist er durch die
Funktion n = £~ gegeben und hat somit in £ = 0 einen Pol der Ordnung a. Topolo-
gisch 148t sich s zu einem besser zu iiberschauenden (wegen der Konjugation nur noch
yantiholomorphen*) Schnitt

~ _ fs auf¢l>1,
R €] <1

abindern, der in ¢ = 0 eine Nullstelle der Ordnung a hat. Da die Transformation & — &
die Orientierung umkehrt, setzt man

(10.12.2) C-C :=C-s5(Ip) == —a.
Damit liefert die Konstruktion:

10.13 Bemerkung In der durch den reguldren Fécherzahlenzyklus (aq,...,ax) defi-
nierten vollsténdigen glatten Fliche X haben die zugehorigen invarianten Kurven Cj}
die Selbstschnittzahl —a;. =

Man nennt nun K := Kx, 1= — 2?21 C; einen ,kanonischen Divisor“'?) von Xa.
Diese Objekte sind an vielen Stellen der Algebraischen Geometrie von fundamentaler

12) Ublicherweise wird ein kanonischer Divisor zu einer algebraischen Flédche iiber eine globale
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Bedeutung. Wir benétigen hier jedoch nur die zugehérige Selbstschnittzahl K? := K- K,
die sich durch bilineare Fortsetzung ergibt:

]~

k
(10.13.1) K? = Y 07+ > .Ci-C; = ) (—a;) + 2k,
j=1

i#] Jj=1
Beispielsweise ist
KHQDZ = 97 K%a = 8 :

Halten wir noch das Verhalten von K? bei einmaligem Aufblasen eines Punktes fest,
vgl. Figur 10.8:

(10.13.2) K

Als néchstes bendtigen wir eine rein topologische Invariante von X, ndmlich die
,FEulercharakteristik“. Dazu verwenden wir rationale Homologie H, (T;Q) fiir einen
topologischen Raum T mit dimg H, (7)) < oo. Dann existiert mit den Bettizahlen
b;(T) := dimg H;(T'; Q) die Eulercharakteristik

(10.13.3) e(T) = Y (—1)7b;(T) .

320
Bekanntlich ist e(IP;) = e(S?) = 2 und e¢(IR") = 1. Die Eulercharakteristik hat fiir

algebraische Varietdten folgende bemerkenswerte Additivitéitseigenschaft fiir A — X
(vgl. den Beweis von 13.9):

(10.13.4) e(X\A) = e(X)—e(A).

Wir werden fiir beliebige torische Varietédten in 13.4 deren Eulercharakteristik als die
Anzahl der Fixpunkte, i.e., als die Anzahl der volldimensionalen Kegel in A identifizie-
ren; fiir eine vollstdndige Fldche Xa gilt also e(Xa) = k, was mit (10.13.4) und der
Homotopieinvarianz der Eulercharakteristik unmittelbar zu verifizieren ist: Fiir 1P, und
Y, gilt:

P, = CCUIP, = ¢IR) =1+2=3

Ya :CX]P1U{OO}X]P1 = e(Ea):2—|—2:4

Bezeichnet X die Aufblasung einer Fliche X in einem regulidren Punkt x, so folgt mit
Hilfe der exzeptionellen Kurve E = P;:

(10.13.5) e(X) =e(X \E)+e(E) =e(X \z) +e(P1) = e(X) —e(z) +2 =e(X) + 1.

rationale 2-Form auf X definiert. Fiir Po (vgl. [GrHa, Seite 146]) ist der in Figur 10.7 durch
den dualen Graphen charakterisierte Divisor kanonisch; entsprechendes gilt fiir 3,. — Dem
Aufblasen eines Punktes einer reguldren Flidche mit exzeptioneller Kurve E entspricht auf
der Ebene kanonischer Divisoren neben dem Hochheben eines gegebenen kanonischen Divisors
das Hinzufiigen von —FE; vgl. [GrHa, Lemma Seite 187]. Gem#f Figur 10.8 ist daher unsere
Definition von K zuléssig.
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Angesichts 10.2 ist damit die Behauptung fiir XA bewiesen.

Die Invariante e(Xa)+ K% ist also nach (10.13.2) und (10.13.5) unter Aufblasun-
gen invariant, und Einsetzen ergibt nach (10.13.1)

k k
e(Xa) + Kx, = k—Zaj-l—Qk = 3k—zaj - 12.
J=1 j=1

Die Noetherformel (nach Max Noether) der algebraischen Geometrie
L
(10.13.6) x(x0) = E(KX + (X))

ist damit fiir X = XA bewiesen, denn die holomorphe Eulercharakteristik

X(x0) = Y (-1) dim¢ H (X, xO)
J
ist 1, weil X rational ist: Nach [SaWa] ist x(xO) eine birationale Invariante, so dafl es
geniigt, sie fiir X = IP, zu berechnen. Dazu sei etwa auf [KpKp, E 74f] verwiesen.

Wir wollen schlieflich fiir die durch einen reguliren Facherzahlenzyklus (aq, ..., ax)
gegebene vollstindige regulidre Fliche X die Homologie (und damit den noch spéter
einzufithrenden Chowring) bestimmen. Aus 10.12 und 10.13 ergibt sich zunéchst die

»Schnittmatrix® (C;-Cj); j=1,... & flir die Primdivisoren C1, . .., Cj zu einem assoziierten
reguldren Facherzyklus (v, ..., vg):
—aq 1 0 e e e e 0
1 —ay 1 :
0 1
(10.14.1)
1 0
. . 1 —Qk—1 1

Sie spielt fiir die Homologie eine fundamentale Rolle, da die (einfach wieder mit C;
bezeichneten) Homologieklassen der Primdivisoren C; in Ha(Xa;Z) diese Gruppe und
damit die gesamte nichttriviale Homologie erzeugen:

10.14 Satz Die Homologie H, (X a;Z) ist eine freie abelsche Gruppe mit den Réngen

0,  j#0,24
bj(XA) = {1, 7=0,4
k-2, j=2.
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Dabei wird Hy(Xa;Z) von Primdivisoren C; erzeugt.

Beweis Aus Dimensionsgriinden reicht es, die Werte j = 0,...,4 zu betrachten. Da
Xa zusammenhéngend, kompakt und orientierbar ist, gilt H;(Xa;Z) = Z fir j = 0, 4.
Andererseits ist X nach 12.7 einfach zusammenhéngend und daher Hy(Xa;Z) = 0.
Weiter gilt fiir jede abelsche Gruppe G wegen der Poincarédualitit (9.20,1) und dem
(zu 9.15 analogen) Universellen Koeffiziententheorem der Homologie

H3(Xp;G) =2 Hi(Xa;G) =2 Hi(XA;Z)22G = 0.

Daraus folgt mit dem Universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie 10.15, wenn
man fiir G die Gruppe Z und die Torsionsgruppe von H, (Xa;Z) wihlt, einerseits das
Verschwinden von H3(Xa;7Z), andererseits aber auch, dafl Hy(Xa;Z) eine freie abelsche
Gruppe ist. — Es bleibt also die zweite Bettizahl zu bestimmen. Nach dem Voranstehen-
den ist by(Xa) = e(Xa)—2. Aus 13.4 ergibt sich e(Xa) = k und damit ba(Xa) = k—2.

Die Wahl expliziter Erzeugender geschieht in drei Schritten:

a) Es sei Xa = IPy: Betrachten wir etwa C7 = 1P, dann ist P, \ C7 C2. Die
exakte Homologiesequenz (9.11.2) mit ganzzahligen Koeffizienten liefert

0=H§Y P\ C1) — Ha(Ch) — Hy(IR) — HSY(I\Cy) =0,

also wird Z = Hy(1Py;7Z) von der Klasse C erzeugt.

b) Es sei XA = X,: Betrachten wir in der Darstellung vom Anfang des § 10 die
Klassen C und Cs; sie entsprechen einer Faser und dem Nullschnitt des IP;-Biindels X,
{iber IP;. Als Selbstschnittzahlen haben wir C% = 0, da alle Fasern homolog sind und
man damit C% als Schnitt zweier verschiedener und damit disjunkter Fasern berechnen
kann, sowie 022 = —a. Damit sind die Homologieklassen C; und Cs in Ha(Xa;Z) linear
unabhéngig, denn aus 0 = aC; + C5 folgt

0 = aC,-Ci1+pC,-C; = 0+7

und somit auch a = 0, weil Hy(X,;Z) frei ist. Daher geniigt es zu zeigen, dafl beide
Klassen je einen direkten Summanden von Hy(Xa;Z) erzeugen. Einerseits gilt

Ea\Cl ~ COx ]Pl ~ IPl;
auf Grund der Poincarédualitdt (9.20,1) ist damit
HM(C x IP) = HY/(Cx IP) = HY/(IP).

Andererseits ist auch ¥, \ Cy als Geradenbiindel iiber Cy zu IP; 2 Cy homotop. Damit
existieren spaltende exakte Sequenzen mit ganzzahligen Koeffizienten

0=H§YS,\C;) — Ha(C;) — Ha(X,) — H$Y(S,\Cy) 2Z
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fir i =1, 2.

¢) Wenn die vollstandige Fliche Xa: aus der glatten Fliche XA durch einmaliges
Aufblasen eines Fixpunktes z, entsteht und £ = C; die exzeptionelle Kurve bezeichnet,
so ist Hao(Xas;Z) die freie abelsche Gruppe Ho(Xa;Z) @ Z - E. Angesichts 10.2 erhilt
man daher mit Ausnahme von a) den allgemeinen Fall induktiv aus b).

Zum Beweise benutzen wir folgendes allgemeine Argument (vgl. etwa [KpWe, § 1]):
Jede exakte kommutative Leiter von R-Moduln

Lol

/ / / / /
_>Cj+1_>Aj—>Bj—>C’j—>Aj_1—>

induziert kanonisch eine exakte ,, Mayer-Vietoris-Sequenz*
/ / /
=By~ A~ A;®eB =B, = Aj1— ...

Wenden wir dies auf den Morphismus ¢.: (Xa/, F) — (Xa,z,) und die zugehorige
Homologieleiter an, so ergibt sich damit wegen

H,(Xa, B) = HM(Xa\E) = HM(Xa\7,) = H,(Xa,20)
eine spaltende exakte Sequenz mit ganzzahligen Koeffizienten

OZHg(XA> — HQ(E) — HQ({EU)@HQ(XA/) — HQ(XA) — Hl(E>:O.I

Im Beweis haben wir von folgendem Standardresultat der algebraischen Topologie
Gebrauch gemacht:

10.15 Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie FEs seien R ein
Hauptidealbereich, G ein R-Modul sowie X eine torische Varietidt. Dann existiert fiir
jedes j eine exakte Sequenz

(10.15.1) 0 — Ext(H;_1(Xa;R),G) — H’(Xa,G) — Hom(H;(Xa;R),G) — 0.

Statt einer Definition oder einer Interpretation als Modul der Erweiterungen von G’
mit G, vgl. etwa [HiWy, 5.9 Appendix 2], fiir den R-Modul Ext(G, G’), den wir vor allem
im Fall seines Verschwindens benétigen, geben wir auch hier nur einige Eigenschaften
an:

a) Ext(G,G") =0 falls G frei oder G’ divisibel ist.

b) Der Ext-Modul ist (beziiglich endlicher Summen) additiv.

¢) Fir R=2Z,p>1und q > 0ist Ext(Z/(p),Z/(q)) = Z/(ggT(p, q)).
Ein Beweis findet sich etwa in [Br, V.11.10]. =

Aufgabe 10.8 Es bezeichne o den dreidimensionalen Kegel mit viereckiger Basis aus Beispiel
3.11. Man gebe das Schnittverhalten der irreduziblen invarianten Untervarietdten von X, an.



11. Die Auflésung von torischen Singularitdten

In diesem Paragraphen konstruieren wir fiir jeden zweidimensionalen Ficher A einen
Féchermorphismus ¢: A — A, wobei A eine ,reguldre” Unterteilung von A ist, die A,qq
ungedndert 143t. Dazu gehort eine ,, Auflésung von Singularitdten*

(,O*ZXK —>XA .

Wéhrend wir bei der Bildung von Quotienten unter Beibehaltung der Fécherkegel das
Gitter verfeinert haben, werden wir fiir die Singularitdtenauflosung unter Beibehaltung
des Gitters die Kegel verfeinern, also unterteilen.

Man nennt einen eigentlichen Morphismus : X’ — X algebraischer Varietdten eine
yeigentliche Modifikation“, wenn fiir ein dichtes Uc X die Einschrinkung

Yy oy (U) = U

ein Isomorphismus ist. Ist 1 zusétzlich ein torischer Morphismus, so nennen wir die
Modifikation v ,,torisch*.

11.1 Definition FEine (torische) eigentliche Modifikation 1: Xanr — Xa heiBit  (to-

¢

rische) Auflésung der Singularitdten von Xa “, oder einfach , (torische) Auflésung

von XA “, wenn

a) X/ reguldr und
b) ?,[J|1/)71(XAng) : @b_l(XAreg) — XA, ein Isomorphismus ist.

2) Eine Fécherunterteilung ¢: (N, A’) — (N, A) heife eine ,,Auflésung von A“, wenn
A’ regulér und <P|<p—1(Amg)3 0 Y (Areg) — Areg ein Fécherisomorphismus ist.

3) Eine Auflésung A’ — A heifle ,minimal“, wenn das Weglassen auch nur einer
Kegelunterteilung in A’ zu einem nicht mehr reguléiren Fécher fiihrt.

Wir sind zunéchst am Flédchenfall interessiert. Er ist besonders einfach, da Singu-
laritdten hochstens in Fixpunkten vorliegen, so dafl man fiir die Auflosung alle 2-Kegel
separat behandeln kann:

11.2 Satz Jeder zweidimensionale N-Fécher A besitzt eine (bis auf Isomorphie) ein-
deutige minimale Auflésung
e: (N, A" — (N, A) .

Entsprechend ist ¢,: Xar — X eine minimale torische Singularitdtenauflosung.
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Beweis Es geniigt, jeden Kegel o = keg(vy,v2) € A? einzeln in endlich viele regulére
Teilkegel zu unterteilen. Dabei werde ¢ nur dann unterteilt, wenn o nicht regulér ist,
also zu jedem moglichen Teilungsvektor v notwendig eine Gleichung vi + vo = av mit
a > 2 gehort. Dann hat die zu v gehorige exzeptionelle Kurve Vieg(,) in der Auflésung
nach 10.13 die Selbstschnittzahl —a # —1, und die Auflésung von X ist in der Tat

minimal.3)

Wir fithren den Nachweis der reguldren Unterteilbarkeit von o durch Induktion
iiber die ,,Multiplizitat®
A = deto = det(vq,v2)

von o: Fir A = 1 ist o regulér, es sei also A > 2. Nach 9.1 existiert dann in einer
geeigneten Basis (e1,e3) von N ein £ € N mit

(11.2.1) v = Xep —key, 0<k <A ggT(k,A\)=1 und vy =ey.

Der Vektor w; := e liefert eine Unterteilung von keg(vi,v2) in einen regulidren Ke-
gel keg(eq, e2) und einen ,kritischen® Kegel ¢’ := keg(Aey — kes, e1) mit Multiplizitit
det o’ = k < A. Daher ist ¢’ nach Induktionsvoraussetzung in endlich viele regulére
Kegel mit neuen Kanten wo, ..., wy zerlegbar. Es sei noch vermerkt, dafl dabei die Rei-
henfolge wy41 := vy, wy, ..., w; := ve positiv orientiert ist.

Nun ist die Minimalitét nachzuweisen, dafl also das Weglassen von Teilungsvektoren
w; stets zu singuldren Teilkegeln fiihrt. Es geniigt, dies fiir aufeinanderfolgende Vektoren
Wj,...,Wj4; mit ¢ > 0 und 2 < j < £ — ¢ zu verifizieren. Nach Konstruktion der
Unterteilung sei ohne Einschrénkung w;_; = eg; es ist also zu zeigen, daB keg(v, e2)
mit v := w;4i4+1 singulér ist. Aus v1 = Ae; — keg fiir K < A ergibt sich, dafl der Winkel
<(v1, e2) kleiner als 45° ist. Die Regularitit von keg(v, es) wiirde eine Darstellung v =
e1 — peg mit g > 1 implizieren. Also miifite der Teilwinkel <((v, e5) mindestens 45° sein,
ein Widerspruch.

Fiir die Eindeutigkeit reicht der Nachweis, dafl der Vektor e; bei der gewéhlten
Darstellung von o notwendig als erster Teilungsvektor v" auftritt; rekursiv folgt daraus
die Behauptung. Zunichst kann v’ nicht im Innern des vierten Quadranten liegen, da
jeder Vektor v/ = Nej; —k'es mit 1 < k/ < ) mit e; einen singuldren Kegel bildet. Liegt
v" im Innern des ersten Quadranten, so existiert ein regulirer Kegel 7 := keg(wq, ws),
wobei wy in o, wy im Innern von keg(ey, es) und e; in 7 liegt. Nach Hilfssatz 10.3 darf
e2 nicht im Innern von keg(wy, —w;) liegen, obwohl es das offensichtlich tut! m

11.3 Beispiel Es seien vy := 3e; — 2e5 und vy := e5. Durch Hinzunahme der Vektoren
e; und 2e; — ey erhélt man eine Auflosung

G(keg(Sel — 2e9,2e1 — €3),keg(2e1 — eq,€1), keg(eq, 62)) von G(keg(vl, vg)) . m

13) Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Tatsache der Algebraischen Geometrie, dafl in
glatten Flichen genau die Kurven mit Selbstschnittzahl —1 (reguldr) zusammenziehbar sind.
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Wir wollen als nichstes aus dem Existenzbeweis von 11.2 ein rekursives Verfahren
zur Bestimmung der Anzahl der erforderlichen Teilungsvektoren und der zugehoérigen
Selbstschnittzahlen fiir jeden einzelnen singuldren Kegel ableiten; damit kann man im
vollstéindigen Fall den regulidren Ficherzahlenzyklus zu A’ aus dem von A rekursiv
berechnen.

Wir gehen von einem Kegel o = keg(vi,v2) wie in (11.2.1) aus; dabei sei k >
2, da der kritische Kegel sonst regulér ist. Die typische Situation ist in Figur 11.1
angedeutet.'®) Fiir den kritischen Teilkegel o’ ist wiederum eine Basis (€},¢e}) von N
wie in (11.2.1) zu finden und dann die Vielfachheit a; des Teilungsvektors e; fiir den
Kegel keg(e], e2) zu bestimmen.

@ Vo = €9

el — Keg = 1

FIGUR 11.1 Regulédre Unterteilung von keg(vi, v2)

Rotation um 90° gibt zunéchst eine neue Basis (€1, €2) := (—ez, e1). Definieren wir
dann a1, € N mit r < k durch A =: (a1 — 1)k +r, soist a; > 2 und r > 0, da kK und A
teilerfremd sind; wir haben also

O<k—r=rag — A<k und ggT(ka; —\K)=1.

Damit ist a; die obere GauBlklammer [\/k], die fiir p/q € Q durch

[p/q] = min{a € Z; a > p/q}

14) Wenn nur eine Unterteilung fiir die Regularisierung erforderlich ist, ergibt sich die Be-
rechnung bereits aus dem Beginn des Beweises von 11.2.
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definiert ist. — Es kommt nun die Scherung

/ ~ ~ /
e = e;t+aie, e€9:= €3
als weitere Basistransformation hinzu. Dann ist
v = k(€] —arey) +Nehy = kel — (kap — N)e), .

Der Teilungsvektor e} von keg(vy,vs) erzeugt einen reguldren Teilkegel keg (e, e1) und
ist im Koordinatensystem (ej, e2) = (e1,vy) durch

(11.2.2) el = ajer —vo

gegeben. Also ist zunéichst —a; in der Tat die Selbstschnittzahl der Kurve C1 = Vieg(e,)-
— Wenn ka; — A = 1 ist, dann bricht das Verfahren ab; andernfalls konstruiert man
analog einen Teilungsvektor ef etc.

Die gesuchte rekursive Konstruktion aller auftretenden a; verwendet nun , modifi-
zierte!® Kettenbriiche“. Zunichst ist

= a1 ——— = a1—
K

A a1k — A 1
K

Dabei ist k/(a;k — A) genau dann ganzzahlig, wenn a1k — A den Wert 1 annimmt; in
diesem Falle bricht das Verfahren ab. Andernfalls ist as := [;—*—1 > 2, und man féhrt
damit fort:

A 1
PR S U
K ag—m

etc. Auf diese Weise erhélt man den ,,Hirzebruch-Jung-Kettenbruch®

L] 1) 1]
R PR
o [ [

(11.2.3)

= a

A
K

mit eindeutig bestimmten a; € N>o und £ < A — 1, aus dem man die Anzahl und den
Wert der gesuchten a; ablesen kann.

Fassen wir zusammen:

11.4 Satz In einer Basis (e1,e2) von N sei o := keg(vy,vy) mit
v = Xep —key, 0< k<A, ggT(k,A\) =1 und vy = ey
und der zugehérigen Kettenbruchentwicklung

_ g M 1 1]
T e T e

A
K

15) In [Pe] werden aufsteigende Kettenbriiche verwendet; die modifizierten absteigenden haben
den Vorteil einer eindeutigen Darstellung.
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Dann besitzt o eine regulére Unterteilung mit Vektoren wgy := vy, ..., W41 = vg, welche

fiir j = 1,...,¢ die Beziehung w;_1 + wj41 = ajw; erfiillen. m

11.5 Beispiele 0) Fiir den in 11.3 betrachteten Kegel keg(3e; — 2es, €5) ist der zu-
gehorige Kettenbruch 3/2 = 2 — 1/2, daher werden zwei Teilungsvektoren benotigt
mit Selbschnittzahlen 2 fiir die exzeptionellen Kurven.

1) Fiir k = 1 gibt es genau eine exzeptionelle Kurve in der minimalen Auflésung; ihre
Selbstschnittzahl ist —\.

2) Der Vektor vq liege auf der Geraden durch e; und e;. Dann gibt es A—1 exzeptionelle

Kurven C}, und alle a; sind 2.16)

Beweis 1) Fiir k = 1 ist der bei der ersten Unterteilung auftretende kritische Kegel
keg(Aej — eq, e1) reguldr, und aus Ae; = (Ae; — e2) + eo ergibt sich die Selbstschnittzahl
von Vkeg(el)~

2) Die Voraussetzung bedeutet gerade Kk = A — 1. Aus A = (a1 — 1)(A — 1) + r mit
r < A —1 folgt a; = 2. Beim néchsten Schritt ist der Vektor

kel — (kap — Ney, = (A —1)e] — (A —2)é,

weiterzubehandeln. Damit folgt die Behauptung induktiv. =

11.6 Korollar Zum Keim (X,),, im Fixpunkt z, des Kegels o aus 11.4 existiert eine

minimale Singularitdtenauflosung ¢., deren exzeptioneller Divisor
o (zy) = :E1U...UE,

einen zusammenhéngenden linearen Graphen (Baum) mit Komponenten E; = 1P, und
Selbstschnittzahlen —a; < —2 bildet, vgl. Figur 11.2.

By B,

FIGUR 11.2 Graph der minimalen Auflosung einer torischen Fldchensingularitét.

16) In der Singularitdtenklassifikation spricht man von einem rationalen Doppelpunkt der
Klasse Ay_1.
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Beweis Der exzeptionelle Divisor ist der zu den Vektoren ws, ..., wy gehorige Teil des
Graphen zum Divisor von —Kx_ aus § 10; dessen Schnittverhalten wurde in (10.14.1)
analysiert. m

Aufgabe 11.1 Man zeige fiir o = keg(Ae; — ke, e2) mit 0 < k < A und ggT(k, ) = 1, daB
die im rekursiven Verfahren konstruierten reguldren Unterteilungsvektoren wi,...,w, genau
die Gitterpunkte auf dem Randstreckenzug von ez nach Aey; — kes der konvexen Hiille von

NN (o )\ {0}) sind.

Aufgabe 11.2 Man zeige: Der minimale Auflésungsgraph der Singularitdt im Nullpunkt der
Flache V(CS; T3>‘ — T1T>) ist ein Baum aus A — 1 Kurven IP; mit Selbstschnittzahl —2.

Wir wollen nun zeigen, dafl jeder Facher A beliebiger Dimension eine regulire
Unterteilung A’ besitzt. Anders als im zweidimensionalen Fall kann man allerdings
keine kombinatorische Eindeutigkeit fiir minimale Unterteilungen erreichen.

Wir beginnen mit dem Beispiel eines dreidimensionalen Kegels, der zwei verschie-
dene, aber gleichwertige regulédre Unterteilungen besitzt. Durch das Umfeld des Kegels
in einem groferen Facher konnen diese Unterteilungen aber zu kombinatorisch indqui-
valenten Fiacherunterteilungen fithren, vgl. Figur 11.3, in der nur eine der beiden Un-
terteilungen zum Stern einer Ecke mit 5 Kanten fiihrt.

4

FIGUR 11.3 Inéiquivalente Auflésungen im IR3

11.7 Beispiel In Z3 C R3 seien vy, v9, v3 eine Z-Gitterbasis und v4 := v; —vs+v3. Dann
spannen je drei der v; einen Teilkegel o; := keg({v;;j # i}) von o := keg(v1, va, v3,v4)
auf. Man setze A := &(0), A1 1= S(02,04), Ay := &(01,03). Die gemeinsame Ver-
feinerung As := A; U Ay enthélt als neue Kante keg(vg) mit vy := v; + v3. Zu den
Féachermorphismen der Unterteilungen gehort ein kommutatives Diagramm torischer
Varietaten

XA
/ N
XAl XAQ ’
N\ /
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das drei Auflosungen der Singularitdten von Xa liefert; ersichtlich ist zwar Xa, keine
minimale Auflésung, aber X, und Xa, sind indquivalente minimale Auflésungen.

Geometrisch 148t sich die Situation wie folgt interpretieren (vgl. Figur 11.4): X,
ist von der Form V(C4;T 1T5 — T5Ty), also ein affiner Teil des Kegels iiber der (zu
IP, x IP; isomorphen) glatten Quadrik im IPs. Der Fixpunkt von X, 148t sich auf zwei
verschiedene Weisen durch einen IP; ersetzen; diese beiden Singularitdtenauflésungen
werden von einer weiteren dominiert, die zusétzlichen einen invarianten Divisor Vieg(y)
enthélt. m

FIGUR 11.4 Auflésung eines affinen quadratischen Kegels

Aufgabe 11.3 Es bezeichne W den Einheitswiirfel konv(v4+4+) mit v+ := (£1,+1,+1) € R3.
Man zeige, wie sich X w aus dem IP3 durch Aufblasen und Kontrahieren gewinnen laft.

Die Desingularisierung eines Féchers A geschieht nun in zwei Schritten: Zunéchst
konstruiert man eine ,,simpliziale Auflésung® A’ — A durch eine simpliziale Unter-
teilung von A, wobei keine neuen Kanten erforderlich sind, und dann verschafft man
sich zum simplizialen Ficher A’ eine ,,kohérente* Regularisierung. Bei beiden Schritten
werden reguldre Kegel des Féchers nicht tangiert.

A. Die simpliziale Auflésung eines beliebigen Fichers

Ziel dieses Abschnittes ist das folgende Ergebnis:

11.8 Satz Zu jedem Fécher A existiert eine Unterteilung A’ — A ohne zusétzliche
Kanten, bei der A" simplizial ist.
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Um ein zu starkes Rekurrieren auf die Anschauung zu vermeiden, werden wir den
Beweis mit Hilfe eines Spezialfalles der Technik ,.stellarer Unterteilungen* fithren; fiir
die allgemeine Theorie sei auf [Ew, II1.2] verwiesen.

11.9 Definition Fiir eine Kante p € A' heiit der Féicher
s(p)A = (A )\ Stern(p)) U (p + 0 Stern(p))

die ,stellare Unterteilung* des Féchers A beziiglich p.

Mit dem Randficher 0O Stern(p) trégt ersichtlich ebenfalls die Minkowskisumme
p+0 Stern p und damit s(p)A eine natiirliche Facherstruktur. Die Kanten von A bleiben
bei dieser stellaren Unterteilung unveréndert; auch jeder simpliziale Kegel von A wird
von dieser Operation nicht beriihrt. Anders ist die Situation, falls nichtsimpliziale Kegel
vorliegen, vgl. Figur 11.5, wo der Einfachheit halber S? N A dargestellt wird.

p

52N A S% N Stern p 'SQ N 8Ster11p S2Ns(p)A

FIGUR 11.5 Stellare Unterteilung von A N $?

Der Beweis von 11.8 ergibt sich unmittelbar aus folgendem Resultat:

11.10 Lemma Es seien p, ..., py die Kanten des Féchers A und A := s(p;)A;_1 fiir
j=1,...,k, soist Ay, eine simpliziale Unterteilung von A mit |Ag| = |A] und A} = Al

Beweis Zu zeigen ist nur, dafl Ay simplizial ist. Ist dies nicht der Fall, so existiert ein
nichtsimplizialer Kegel o € Ay. Dieser enthélt zwei Kanten p;, p;, fiir die konv(p;, p;)
keine Seite von o ist, obwohl p; in O Stern(p;) liegt und daher konv(p;,p;) mnach
Konstruktion ein Kegel in s(p;)A;_; ist und damit als neue Seite in A; auftritt! =

B. Regulidre Unterteilungen eines simplizialen Fichers

Bei der Regularisierung eines simplizialen Fachers haben wir schon im zweidimensiona-
len Fall gesehen, dafl man in der Regel auf die Einfithrung neuer Kanten nicht verzichten
kann.

11.11 Satz Jeder simpliziale Féacher A besitzt eine regulire Unterteilung A’, bei der
Ayeg ungeédndert bleibt.
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Fiir einen induktiven Beweis haben wir ein Mafl fiir die Nicht-Regularitiat eines
d-dimensionalen simplizialen Kegels ¢ = keg(vy,...,v4) mit primitiven Erzeugenden
v; € N anzugeben. Dazu bezeichne I', das Untergitter 2?21 Z-v; von N, = NNlino.
Der Index

me = [Ng:I,] € N

ist dann eine endliche Zahl, genannt die ,Multiplizitdt des Kegels o“. W&hlt man ent-
sprechend dem Elementarteilersatz 2.18 eine geeignete Basis von N,,, dann ist m, einfach
das Produkt der Elementarteiler €1 -...-e4 = | det(v1, ..., vq)|. Insbesondere ist o genau
dann regular, wenn m, den Wert 1 hat.

Die folgenden Uberlegungen behandeln rekursiv den Schritt vom k-Skelett ASF zu
ARt Da die dabei auftretenden Unterteilungen jeweils auch auf die héherdimensio-
nalen Kegel fortgesetzt werden miissen, bendtigen wir folgende Variante der stellaren
Unterteilung: Fiir einen simplizialen Facher A sei p ein (rationaler) Halbstrahl in |A|.
Es bezeichne o € A den Kegel mit p° C ¢°. Der Rand 0 Stern(o) von Stern(o) in A
bildet einen Unterfacher von A. Man ersetze ihn durch den Féacher

{keg(p,7); v € OStern(o)} .

Damit erhélt man eine Verfeinerung von A, genannt stellare Unterteilung von A beziig-
lich p. Der fiir uns wichtigste Fall ist der, dafl o volldimensional ist. Dann ist

sS(A = (A\{o}) U(p+00)

die stellare Unterteilung von A beziiglich p. Dabei wird kein niederdimensionaler Kegel
von A unterteilt.

11.12 Lemma Zu jedem singulédren simplizialen Kegel o € A™ mit reguldrem Randfa-
cher existiert ein Strahl p = keg(v) im Innern von o, so daf fiir alle n-Kegel v aus

s(p)S(o) gilt:

My < Mg .
Beweis Beziiglich einer geeigneten Basis (eq1,...,e,) von N hat o eine Darstellung
o = keg(e1,...,ep_1,v) mit v = Z;.Lzl aje; und a; € N. Dabei ist a := a,, > 2, denn

o ist n-dimensional und singulér. Damit gilt a;> 0 fiir alle j, denn wére etwa a; = 0,
so folgte aus der Regularitit der Seite keg(eo, ..., e,_1,v) die Gleichung o = 1. Nach
einer unimodularen Transformation des Gitters 148t sich zudem «o; < o fiir j < n —1
annehmen: Ist etwa o > «, so setze man €} := e; — e, und erhilt

n—1
/
v o= age] + E aje; + (a+aq)e, .
Jj=2

Rekursiv ergibt sich damit eine Darstellung der gewiinschten Form

n—1
v o= Zajej—f—aen mit 0<o; <a.
j=1
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Der N-Vektor

n—1
w o= Z aje; + (o —1ey,
j=1

liegt nun ersichtlich im Innern von o. — Man erhélt die volldimensionalen Kegel ~
der stellaren Unterteilung s(keg(w))G(J), indem man jeweils fiir j = 1,...,n die j-
te Komponente von (eq,...,e,_1,v) durch w ersetzt. Wegen der Multilinearitét der
Determinantenfunktion ist fiir j = n

m, = |det(er,...,en—1,w)] = a—1 < o = |det(e,...,v)] = my .

Fiir j # n sei ohne Einschrankung j = n — 1, und wir erhalten mit

1 0 0
A =
1 0 0
Q1 vi .. Qo an_1 a—1
Q1 oot e Qo Q1 o
die Beziehung
m, = |det(er,...,en—2,w,v)] = detA = -1 < @ = M, . m

Beweis von 11.11 durch Induktion iiber dim A: Zunichst ist A reguliir. Ohne Ein-
schrdnkung sei durch regulére stellare Unterteilung nur der singuldren Kegel bereits
A<~ regulir geworden; man setze diese Unterteilung auf den gesamten Ficher fort. Es
bezeichne wiederum A den dadurch aus dem Ausgangsfiacher entstandenen simplizialen
Fécher. Wir werden fiir jedes singulire o € A™ eine regulire Unterteilung konstruieren,
die do ungeéndert 1a8t. Daher geniigt es, den Fall A = &(0) zu betrachten. Wegen
me, > 1 existiert nach 11.12 eine simpliziale Unterteilung von o, die den Rand nicht
dndert, und fiir die alle n-Simplizes v eine Multiplizitit 1 < m., < m, haben. Nach
endlichmaliger Wiederholung haben alle m. den Wert 1. m m



Kapitel IV

Topologie und Geradenbiindel

Wir gehen nun genauer auf algebraisch-topologische Invarianten torischer Varietéiten
ein. Wir beschreiben die Fundamentalgruppe durch Facherdaten und geben an, wann
eine torische Varietét einfach zusammenhéngend ist. Aulerdem gehen wir mit Hilfe
von Techniken der Eulercharakteristik auf eine erste Bestimmung von Bettizahlen ein.
Darauf untersuchen wir die Divisorenklassengruppen, die sich im torischen Fall durch
invariante Divisoren repréasentieren lassen. Mit Hilfe von Geradenbiindeln wird die Un-
tersuchung von Cartierdivisoren wesentlich erleichtert. Schliefllich charakterisieren wir
iiber strikt konkave Tragerfunktionen die projektiv algebraischen torischen Varietéten.

12. Fundamentalgruppe

Wir beschreiben die Fundamentalgruppe torischer Varietéten in Satz 12.6 durch Facher-
daten und geben an, wann eine torische Varietét einfach zusammenhéngend ist, vgl.
12.7; die erforderlichen elementaren Kenntnisse {iber Fundamentalgruppen kann man
etwa [Gb, Part I] entnehmen.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe einer torischen Varietét in der Zariski-
topologie ist von geringem Interesse:

12.1 Beispiel In der Zariskitopologie sind algebraische Tori zusammenziehbar.

Beweis Wir fithren dies exemplarisch fiir C* durch, haben also eine Homotopie
H:C"xI—C", mit H(x,0)=idg~ und H(x,1)=1

anzugeben. Dazu wihle man eine beliebige Injektion h: C*x]0, 1[— C*'7) und setze

z, t=0
H(z,t) =: {h(z,t), 0<t<l1
1, t=1.

17) Nach Cantor [1878] existiert insbesondere eine Bijektion I 2 I°; aus der Umkehrabbildung
erhilt man h etwa durch eine Komposition

C'xI C R2xT = (D2x1 C (I2\{(0,0)})x I C I\Punkt C C\Punkt =~ C*.
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Zu zeigen ist nur, dafl H beziiglich der Produkttopologie der Zariskitopologie von C*
und der Standardtopologie von I stetig ist. Dazu sei A C C* Zariski-abgeschlossen —
ohne Einschrinkung sei A zusammenhéngend und nicht C*, also A = {a}. Dann ist

1) = ey o o {0 e

als Vereinigung dreier abgeschlossener Mengen abgeschlossen. =

12.2 Bemerkung Allgemeiner 148t sich zeigen, dafl jede irreduzible algebraische Va-
rietdt in der Zariskitopologie zusammenziehbar ist. Die Voraussetzung irreduzibel ist
dabei wichtig:

Aufgabe 12.1 Man zeige, dal die Vereinigung dreier Geraden X := V(C?; z122(21 + 22 — 1))
in der Zariskitopologie nicht zusammenziehbar ist.

Torische Varietdten X sind irreduzibel, also kann deren Fundamentalgruppe 1 (X)
nur in der C-Topologie zusétzliche Informationen liefern. Wir werden daher stets diese
Topologie fiir die Fundamentalgruppen benutzen. Dabei wihlen wir in der Regel als
Basispunkt 1 € T ¢ X. Mit dem Standardweg

e:[0,1] — St c C*, ts 2™
erhalten wir folgende explizite Beschreibung der Fundamentalgruppe des Torus:
12.3 Bemerkung Fiir ein Gitter N ist die Abbildung

(12.3.1) N — m(Ty), v [Ny og]

ein Isomorphismus.

Beweis Aus der Darstellung C* =2 S! x IR ergeben sich Isomorphismen
7 =m(S' 1) = (C*1), 1w [e]—[e].

Nach der Produktformel fiir Fundamentalgruppen

(12.3.1) m (X xY) 2 m(X) xm(Y)

ist damit
7T1<T) == 7T1(<C*)n) ~ 7",

Dieser Isomorphismus 148t sich explizit realisieren als
N = m(T), v [Ayoe],

wobei A\, die zu v gehorige 1-PUG bezeichnet. Zum Nachweis dieser Behauptung seien
(v1,...,v,) eine Basis von N und (uq, ..., u,) die duale Basis von M. Aus der Beziehung

A(2)(y) = sl = g
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(vgl. (6.7.2)) ergibt sich mit

oY

T = Hom(M,C*) — (C)", z— (z(w),...,z(uy,))

die Beschreibung

Ao, ~
cCt —- T — (CY, z—(1,...,1,2,1,...,1).

Bezeichnet C; die i-te Komponente des Produkts, so folgt mit Z-v; = 71(C], 1)

N = @Zmi = Hm(Cf) = 1 ((C)") =2 m(T), v = [Ape] . =

Die algebraisch-topologische Information iiber X, ist bereits in der abgeschlossenen
Bahn B, enthalten:

12.4 Satz Ist o ein N-Kegel, so ist die Inklusion 1: B, — X, ein starker Deformati-
onsretrakt mit einer dquivarianten Retraktion.

Dabei bedeutet das Wort ,,starker Deformationsretrakt®, dafl fiir die Retraktions-
abbildung r: X, — B, eine geeignete Homotopie 20 r =~ idx, den Unterraum B,
punktweise fest l148t.

Beweis Die Bahn
B, = Hom(c-NM,C) — X, =Hom(sc" N M,C)

ist nach 7.6 als Unterraum durch ,,Fortsetzung durch Null auf o¥ N M* eingebettet. Die
iiber den Fulpunkt x, definierte Abbildung

(12.4.1) Xy =By, = Xy, x— 251

ist stetig und erfiillt r o+ = idp, nach Definition von z,:

x(u> _ {1, weotNM
7 0 sonst .

Fixieren wir ein v € ¢®° N N und setzen

A(t) -z, t>0

Nach 6.11 ist 1%irr(l)/\v(t) = Z,, also H auch in t = 0 stetig. Weiter ist H(x,1) = idx,;

da schlieBlich aus v € o N M folgt, daB \,(t)(u) = t{**) = 1 gilt, ist B, starker
Deformationsretrakt von X, . =
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12.5 Korollar Fiir jeden d-dimensionalen N-Kegel o in V gilt:
1) m(X,) &2 Njo = 7" 1,

2) Ist d = n, so ist X, zusammenziehbar.

Beweis Fiir einen volldimensionalen Kegel ist die abgeschlossene Bahn B, gerade der
Fixpunkt z,, so da} X, nach 12.4 zusammenziehbar ist. Fiir allgemeines d folgt damit
aus der Produktzerlegung (3.19.1) und der Produktformel (12.1.1):

m(X,) 2 1 (Xp) xm (T ) = {1} x 2%, =

Uber die Ficherdaten l#ft sich nunmehr die Fundamentalgruppe mit Hilfe der

Np = ZNG

ocEA

Bezeichnung

wie folgt beschreiben:

12.6 Satz Zu jedem N-Fécher A existiert kanonisch eine exakte Sequenz

0 - Na — N — m(Xa) — 0.

Beweis Es sei zunichst A der Seitenfdcher eines Kegels o, i.e., XA = X,. Dann ist
eine exakte Sequenz mit T = Ty

(12.6.1) 0 - N, - N=m(T) - m(X,) — 0
zu etablieren. Wir haben mit 7.6 folgende Abbildungen

Ty ¢ X, - B, - T(0):=Ty,n, = Hom(o" N M,C")

(12.4.1)
(z:M - C) — zx|lovam — (o T)|ovarm = T|otnnr -

Fiir die zugehorigen Fundamentalgruppen erhalten wir das Diagramm

1w

() — m(Xs) m(B,) = m(T(o))

I I
N — N/N,

Wenn die untere Abbildung im Diagramm die Restklassenabbildung ist, dann ist (12.6.1)
evident. Fiir v € N und die zugehorige Klasse 7 € N/N, zeigen wir daher fiir alle
t e 0,1]

(worow)(Awe(t)) = Age(t) .

Ist dazu v € ot N M, so gilt

(woro)(Ae(t))(u) = (Ae(t))(u) = ) = )™ = (Aoe(t)) (u) -
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Fiir einen allgemeinen Facher A schlieBen wir durch vollstdndige Induktion iiber
die Anzahl seiner Kegel. Nach dem bereits Gezeigten diirfen wir annehmen, dafl A
nicht Seitenficher eines Kegels ist. Es sei 0 € A™?*; dann haben A’ := A\ {o}, der
Seitenficher von o und deren Durchschnitt A” weniger Elemente als A. Nun gelten

XA = XaUX, und Xar = XarnNX,.

Nach Induktionsvoraussetzung koénnen wir folgende beiden Diagramme miteinander

identifizieren:
N m1(T)
\ N\
N/Naw — N/Na m(Xar) — m(Xa)
! l
N/N, m(Xs)

Das linke hat wegen Na = N, + Na ersichtlich N/Na als pushoutls), wahrend das
rechte nach dem Satz von van Kampen (vgl. [tD, IT (5.7)]) den pushout 71(Xa) hat.
Damit ist die natiirliche Abbildung N — 71(Xa) surjektiv und hat N als Kern. =

Fiir die folgende Beschreibung der Torsion verwenden wir die in 15.11 charakteri-
sierte Disivorenklassengruppe ClDivy(Xa) = ClDive(Xa). Dabei bezeichnet Tors G
fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G die zugehorige Torsionsuntergruppe

TorsG := {gEG;EInGN>0 mit ng:O}.

Entsprechend heifit G ,,torsionsfrei*, wenn Tors G die Nullgruppe ist. Eine analoge Be-
griffsbildung hat man fiir Moduln iiber beliebigen Ringen; dabei wird N5y durch die
Menge der Nichtnullteiler ersetzt.
12.7 Korollar Fiir jede torische Varietdt X gilt:

1) 7T1(XA) = H1<XA;Z).

2) Tors i (Xa) = Tors C1Divg(Xa).

18) Ein kommutatives Diagramm von Grupppen

Go 25 &4
lsﬁ’z 11/11
G, 2 @

heiflt ,, pushout®, wenn fiir jedes Paar von Gruppenhomomorphismen h;: G; — H mit hjop1 =
hz o 2 genau ein Homomorphismus f: G — H existiert, der f o1; = h; erfiillt.
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3) corangm(XA)lg): dim Xp <= XA =T.
4) Falls A einen n-dimensionalen Kegel enthélt, so ist X a einfach zusammenhéngend
und damit Cl1Divg(Xa) torsionsfrei.
Beweis 1) Da m(T) = N abelsch ist, gilt dies nach 12.6 auch fiir m (Xa). Damit ist
m(Xa) = Hi(Xa; Z).

2) Aus dem universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie fiir R = Z
(10.15) 0 — Ext(H;_1(Xa;Z),G) — H/(Xa;G) — Hom(H;(Xa;Z),G) — 0

fiir eine beliebige abelsche Gruppe G folgt mit Ext(G, Z) = Tors G fiir endlich erzeugtes
G aus der Tatsache, daf fiir solche G die Gruppe Hom(G, Z) frei ist, die Gleichung

Tors 71 (Xa) = Tors H*(Xa) .

Nach der Kiinnethformel fiir Koeffizienten in R-Moduln G und G’ und topologische
Raume T und T’

0— > Hi(T:G)@r Hj(T",G') — Hy(T xT";G® G')

(12.7.1) =t

— Y Tor(Hy(T;G), Hy(T';G")) — 0
i+j=L—1

geniigt es im Falle R = Z = G = G’ fiir die Berechnung der Torsion von H;(Xa;Z),
eventuelle Faktoren C* von XA abzuspalten, denn die Homologie von C* ist frei. Daher
sei XA (bzw A) ohne Einschrinkung nicht entartet. Fiir solche Ficher gilt nach 9.17
und 15.11

H*(Xa;Z) = ClDivg(Xa) ;

daraus folgt fiir beliebige Féacher

Tors 71 (Xa) = Tors C1Divg(Xa) .

3) Wenn ein Kegel 0 # o € A existiert, so kann stets einer der erzeugenden primi-
tiven Vektoren von o als ein Basiselement von N betrachtet werden; er liefert dann die
Nullklasse in 71(Xa). Nach 12.6 gilt damit

corang m (Xa) < n—1.

4) Falls A einen n-dimensionalen Kegel o enthélt, dann ist N = N,, also nach 12.6
71(Xa) = 0. Aus 2) folgt nun, daB ClDivg(Xa) torsionsfrei ist. m

Die in 3) angegebene Abschétzung ist scharf:

19) Der Korang einer endlich erzeugten abelschen Gruppe bezeichne die Minimalzahl von
Erzeugenden.
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12.8 Beispiel Ist A in IR? der Z2-Ficher mit den drei Kegeln 0, R>o-(2,1) und
IR>0-(1,2), so hat die Fundamentalgruppe Torsion vom maximal méglichen Korang 1:

1(Xa) = 27/((2,1),(1,2)) = Zs,

denn es gilt det (? ;) =3. .

Fiir die Anwendungen der Kohomologie affiner torischer Varietéten ist bisweilen
die folgende Beschreibung hilfreich:

12.9 Korollar Zum N-Kegel o existiert fiir jedes j ein natiirlicher Isomorphismus
H'(X,;Z) = N M(o). Insbesondere ist H'(X,;Z) eine freie abelsche Gruppe vom
Rang (”_dj‘m 7).

Beweis Es sei zundchst 0 = 0 und damit X, = T. Dann ist
H\(X;;Z) = N = PZ-e

nach 12.5 und 12.7 1). Aus der Kiinnethformel folgt, dafl H;(X,;Z) die freie abelsche
Gruppe mit der Basis {e;, ®...®e;;;i1 < ... <i;} ist. Aus dem universellen Koeffizien-
tentheorem der Kohomologie ergibt sich, dal die Kohomologie die dazu duale abelsche
Gruppe und damit A? M ist. Fiir allgemeines o ist Hy(Xy;Z) = N/o nach 12.5, also
kann man analog mit M (o) statt M argumentieren. m

12.10 Bemerkung Fiir einen Ficher A in V sind folgende Bedingungen dquivalent:
1)
1)
2)
3)

)
)

A ist nicht entartet, i.e., lin A =V.

linAl = V.

Das Gitter Na hat den Rang n.

Die Fundamentalgruppe 7 (Xa) ist endlich.

4) Die erste Bettizahl by (Xa) = dimg H;(Xa; Q) verschwindet.

5) HY(Xa;7Z) = 0.

Beweis Die Aquivalenz der Bedingungen 1), 1’) und 2) ist evident. Die Gleichwertig-
keit von 2) und 3) ist AusfluB von 12.6, wihrend der restliche Beweis rein algebraisch-
topologischer Natur ist: Da Hi(Xa;Z) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, ergibt

sich die Aquivalenz von 3) und 4) aus 12.7 1). Nach dem Universellen Koeffiziententheo-
rem (10.15) ist H'(Xa;Z) = Hom(H1(Xa;Z),Z) ® 0, woraus ,4) <= 5)“ folgt. =

Aufgabe 12.2 Es sei A der Ficher im IR, der aus den Strahlen (1,0, 1), (1,2, —1) und der 0
besteht.
i) Man gebe die zugehorige torische Varietdt XA und deren T-invariante Primdivisoren an.
ii) Man berechne die Fundamentalgruppe von Xa.

Aufgabe 12.3 Ist die Fundamentalgruppe eine kombinatorische Invariante torischer Varie-
tdten?



13. Eulercharakteristik

Wir gehen in diesem Paragraphen auf die Bedeutung der Eulercharakteristik fiir die
Geometrie torischer Varietédten ein. Dabei werden wir etliche Beispiele fiir folgendes
allgemeine Konzept kennenlernen:

13.1 Definition Es seien R ein Hauptidealbereich und C, ein endlich erzeugter gra-
duierter R-Modul. Dazu bezeichne die ,,Bettizahl“
bj(C.) = dimQ(R) Cj ®R Q(R)

den Rang von C;. Dann heift

e(C.) = Y (=1)b;(C.)
J
die FEulercharakteristik von C, .
In § 10 hatten wir bereits zwei Beispiele kennengelernt: einerseits die holomorphe
Eulercharakteristik x(xO) = e(H*(X; xO)) fiir vollstindige torische Varietéiten X,

andererseits das fiir uns hier wichtigste Beispiel der (topologischen) Eulercharakteristik
fiir einen topologischen Raum U mit endlich erzeugter rationaler Homologie

(V) = e(H.(U;Q) .

Ersichtlich ist e(U) eine Homotopieinvariante. Fiir algebraische Varietiten X ist die
Bedingung dimg H, (X;Q) < oo stets erfiillt, da sie sich als Komplement eines abge-
schlossenen Unterkomplexes in einem endlichen simplizialen Komplex realisieren lassen

(vel [Gi)).

An ersten Rechenregeln benotigen wir die folgenden:

13.2 Bemerkung 1) Existieren e(U) und e(U’), so auch e(U x U’), und es gilt gilt

e(UxU") = eU)-e(U').

2) Sind Uy, UscU und existieren alle e(U; NUj) fiir 4, j € {1,2}, so existiert e(U; UUs),
und es gilt
6(U1 U UQ) + €(U1 N UQ) = G(Ul) —+ G(UQ) .
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Beweis Behauptung 1) folgt aus der Kiinnethformel (12.7.1), die fiir rationale Koeffi-
zienten folgende einfache Gestalt annimmt:

(13.2.1) H(UxU5Q) = @ Hi(U;Q) ©q H;(U;Q) .
itj=t

Denn es gilt damit

(DU xU") = > (=1)'b(U)(=1)7b;(U") .

it+j=t

Aussage 2) ergibt sich aus der einfachen Tatsache, dafl zu einer unendlichen exakten
Sequenz endlichdimensionaler Q-Vektorraume

.= Copy1 — Ay — By — Cp — Ay — ...
mit nur endlich vielen nicht verschwindenden A, und By gilt (vgl. Aufgabe 13.1)
(13.2.2) e(C,) = e(B,) —e(A,) .
Man wende dies auf die exakte Mayer-Vietoris-Sequenz

(13.2.3)  ...—= H(UiNnUxQ) — H,(U1;Q) ® He(U2; Q) — He(U1 UU2;Q) — ...

an. =

Aufgabe 13.1 Essei ... = Vpy 1 — Vp — Vy_; — ... eine exakte Sequenz endlichdimensio-
naler K-Vektorrdume mit nur endlich vielen V; # 0. Man zeige die Gleichung

Z(—l)eding = 0.
LeZ
13.3 Beispiele 1) e(Punkt) = 1;
2) e(T) =0 fir dimT > 1;
1, dimo=n
3) e(Xo) = {0, sonst.

Beweis Behauptung 2) folgt mit 13.2 1) unmittelbar aus e(C*) = e(S!) = 0. Fiir 3)
sei d :=dimo. Ist d = n, so ist X, zusammenziehbar und 1) anwendbar; andernfalls ist
e(Xy) = e(Zy x T 4) = ¢(T"" %) = 0 nach 2). =

13.4 Satz Fiir jede torische Varietit Xa existiert die Eulercharakteristik e(Xa); sie
stimmt mit der Anzahl f,(A) der n-Kegel von A, i.e., mit der Anzahl der Fixpunkte
von X A liberein.

Beweis Ist A der Seitenficher eines Kegels o, so wende man 13.3 3) an. Andernfalls
sei 0 € A™2* Dann ist Xao = Xar U X, und Xar N X, = Xane fiir den Féacher
A" := A\ {c}. Fiir eine Induktion iiber die Anzahl der Kegel des betrachteten Fachers
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nehmen wir die Behauptung fiir A’, A’No und o als erwiesen an; aus 13.2 2) folgt die
Existenz von e(Xa) und die Beziehung

e(Xa) = e(Xo) +e(Xa) —e(Xano) = ful0) + fa(A) =0 = fu(A) . =

Die Eulercharakteristik kann man aus einer allgemeineren, alle Bettizahlen charak-
terisierenden Konstruktion gewinnen, ndmlich dem ,,Poincarépolynom® in der Unbe-
stimmten 7'

Px := Y b(X)T? € NI[T|

der algebraischen Varietét X: Ersichtlich gilt e(X) = Px(—1). Fiir unsere Zwecke haben
wir auf den Isomorphieklassen algebraischer Varietédten X eindeutig bestimmte virtu-
elle Poincarépolynome Px € Z[|T| mit folgenden Eigenschaften (fiir R = Z bzw. Q)
einzufiihren:

(VP 1) Normierung: Ist X glatt und kompakt, so ist Px = Px.
(VP 2) Additivitét: Ist Y — X eine abgeschlossene Untervarietiéit, so gilt

Px = Py +Px\y -

Bevor wir auf Existenz und Eindeutigkeit dieser virtuellen Polynome eingehen, seien
zunéichst zwei Konsequenzen der beiden Axiome formuliert:

(VP 3) Besitzt X eine endliche Partition in lokal abgeschlossene Untervarietéiten Z;, so

gilt Px = Y Pz,
(VP 4) Multiplikativitét: Fiir alle algebraischen Varietédten X und Y gilt

Pxxy = Px-Py.

13.5 Beispiele 1) Pp, =3 7, T% fiir alle n > 0.
2) Pr=(T%—1)4mT,

Beweis Zunéichst ist

b;(IP,) = {1 0<75<2n,5=0mod 2,
SR 0 sonst

bekannt, so dafl 1) aus (VP 1) folgt. Zu 2) ergibt sich aus (VP 2) zunéchst
Pc+ = Pwr, —Pio,co} = P, —2 = -1,

so dafl der allgemeine Fall aus (VP 4) folgt. =
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Aus dem letzten Beispiel ergibt sich insbesondere Pg+ =T + 1 und Pe+ = T? — 1,
daf also Poincarépolynom und virtuelles Poincarépolynom selbst fiir glatte Varietdten
verschieden sein kénnen. Auflerdem liegt Px nicht notwendig in N[¢].

Fiir torische Varietéiten gibt es wegen (VP 3) trivialerweise hochstens einen Kan-
didaten fiir Px:

13.6 Satz Ist A ein Fécher in IR", so gilt mit f; := f;(A):

a) Pxa = Zn:fn—j P = Xn:fn—a‘ (T2 =1) = i(i G (f) fn—k)T%'
§=0 5=0

1=0 k=t

b) Fiir kompaktes glattes Xa ist Px, = Px, und damit

n

bgi(XA> = Z (—1)k_i <I;)fn_k und b2i+1(XA) =0.

k=1

Beweis a) Fiir die Bahnenzerlegung X = U B, geméB (7.2.4) in Tori der Dimension

oEA
(n —dim o) gilt nach (VP 3) und 13.5 2)

Pxa = > Po, = > fai(T? = 1"
k

ocEA

Das zweite Gleichheitszeichen in a) erhilt man durch eine elementare kombinatorische
Umrechnung. — Teil b) ist aufgrund von (VP 1) eine Konsequenz von a). m

Insbesondere besagt Satz 13.6, dafl die Bettizahlen fiir glatte kompakte torische
Varietdaten eine kombinatorische Invariante sind. Fiir simpliziale vollstdndige Fécher
zeigen wir das entsprechende Resultat in 13.10.

Beweisen wir die Eindeutigkeit der virtuellen Poincarépolynome Px auch
in der Kategorie der algebraischen Varietédten. Dazu seien P und Q auf der Menge der
Isomorphieklassen algebraischer Varietdten definierte Abbildungen nach Z[t], die (VP
1) und (VP 2) erfiillen. Wir verwenden dabei die Existenz einer Kompaktifizierung
(Satz von Nagata, vgl. [Ht, S. 168]) sowie die einer Singularitéitenauflésung (Satz von
Hironaka).

a) Es gilt Px = Qx fiir kompakte Varietdten X. Das ist nach (VP 1) trivial fiir
dim X = 0; fiir eine Induktion iiber die Dimension wéihlen wir eine Singularitdtenauf-

16sung m: X' — X; dann ist 7 eine eigentliche birationale Abbildung. Fir die Singula-
rititenmenge S := Sing(X) und R := X \ S gilt mit S := 77 1(S) und R := 7~ }(R):

dimS < dimS < dimX = dimX .

Da X kompakt und glatt und m: R — R ein Isomorphismus ist, folgt aus der Indukti-
onsvoraussetzung

Pr =Pz =Pz=Py = 9x~9% = 9 =
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und damit unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiir das kompakte S
Px = Pr+Ps = Qr+Qs = Qx .

b) Nun sei X nicht mehr kompakt; man wihle eine Kompaktifizierung X von X
mit niederdimensionalem Komplement A. Dann ist A wiederum kompakt, und nach a)
gilt
Px = Px—Pa = Qx—Qa = Qx .=

Beweis von (VP 3). Wieder fiithren wir Induktion iiber n := dim X, wobei der In-
duktionsanfang mit n = 0 trivial ist. In der Kategorie torischer Varietéiten seien die
Z; naturgeméfl als lokal abgeschlossene torische Untervarietdten gewahlt. Wegen der
Irreduzibilitét torischer X vereinfacht sich der folgende Beweis.

a) Fir den Induktionsschritt habe X zunéchst irreduzible Zusammenhangskom-
ponenten; nach (VP 2) konnen wir uns dabei ersichtlich auf den Fall eines zusam-
menhéngenden X beschrinken. Aus einer Zerlegung X = |JZ; folgt X = |JZ; und
damit, daB genau ein i mit Z; = X existiert; dies sei etwa i = 1. Dann ist Z; offen, und
die anderen Z; sind niederdimensional. Die Induktionsvoraussetzung liefert im Verbund
mit (VP 2):

Px = Pz, +PUi22Zi = Pz —i—ZPZi = ZPZi'

i>2 i>1

b) Fiir allgemeines X sei X = ; X die Zerlegung in irreduzible Komponenten.
Dann lassen sich auf A := |J,,, X; N X} die Induktionsvoraussetzung und auf die
Vereinigung der X7 := X; \ A der Teil a) anwenden. Also folgt:

Px = PU U-XJ/'OZ'L + PU ANZ; — E ,PXJ’.ﬂZi + E PAﬂZi
K J % — -
2¥) 2

- Z(ZPXJ/-QZZ‘ +,PAﬂZi) = ZPZz . m
J i

(2

Beweis von (VP 4) aus (VP 1) — (VP 3). Wir fithren Induktion iiber dim X +dim Y’
durch. Fiir den Induktionsschritt seien X bzw. Y Zariski-offen und dicht in torischen
Varietdten X’ bzw. Y’ (im torischen Fall zusétzlich invariant). Mit A := X'\ X und
B :=Y'\Y gelten nach (VP 3) die Gleichungen

Px'xyr = Pxxy +Paxy +PxxB +Paxn
Px: Py = PxPy +PaPy +PxPr+PaPr.

Weil A und B niederdimensional sind, folgt daher aus der Induktionsvoraussetzung

Pxxy = PxPy <<= Pxxy: = PxPy: .
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Sind X und Y glatt, so wihle man nach 8.6 Kompaktifizierungen X’ und Y”’, die man
nach 11.11 als glatt voraussetzen darf. Aus der Kiinnethformel (13.2.1) folgt mit (VP
1) die rechte und damit die linke Seite. Fiir allgemeines X und Y wende man die linke
Seite auf X,cs und Y;e, an. Im torischen Fall sind A und B endliche Vereinigungen abge-
schlossener torischer Untervarietiten, so dafl man X’ aus X in endlich vielen Schritten
aufbauen muf}, analog fiir Y. =

Als einfache Konsequenz erhalten wir folgende Verallgemeinerung von (VP 4):
13.7 Bemerkung Ist X — Z eine algebraische Faserung, die in der Zariskitopologie
lokal trivial mit Faser Y ist, so gilt

Px = Py -Pz.

Beweis Es existiert eine Partition Z = (J Z; in lokal abgeschlossene Untervarietéiten,
iiber denen die Faserung trivial ist. Nach (VP 3) und (VP 4) gilt

Px = Y Py Pz, = Py -Pz.m

Nach dem universellen Koeffiziententheorem (10.15.1) mit Koeffizienten R = Q = G
gilt fiir die Eulercharakteristik die kohomologische Darstellung:

e(X) = e(H*(X,Q)) .

Fiir manche geometrischen Zusammenhénge ist es interessant, statt der iiblichen Ko-
homologie H* (X, Q) die zur Homologie H4(X; Q) duale Kohomologie mit kompak-
ten Triigern He (X; Q) zu verwenden®?) | welche zur Eulercharakteristik mit kompakten

Tragern
2n

ee(X) = e(H:(X;Q)) = Y (-1)' dim H(X, Q)

i=0
fithrt. Sie 148t sich aus dem virtuellen Poincarépolynom Px ablesen:

13.8 Bemerkung Fiir jede algebraische Varietit X gilt e.(X) = Px(—1).

Beweis Fiir jedes Paar (X,U), wobei U Zariski-offen in der algebraischen Varietdt X
ist, gilt in Analogie zu (VP 2) mit A := X \ U

(13.8.1) ec(X) = e.(U) +ec.(4),
wie aus der langen exakten Kohomologiesequenz mit rationalen Koeffizienten

(13.8.2) ... - HY(A) — H(U) - H(X) — H(A) — H*Y(U) — ...

20) Fiir kompaktes X stimmt diese mit der iiblichen Kohomologie iiberein.
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mit Hilfe von (13.2.2) folgt. Dies ist die Additivitéit der Eulercharakteristik fiir kompakte
Trager.

Beschranken wir uns nun auf niederdimensionale A in X, so kénnen wir Induktion
iiber n := dim X durchfiithren. Nach (VP 1) gilt die Behauptung fiir glattes kompaktes X
und damit insbesondere fiir n = 0. Im Induktionsschritt haben wir wegen der Additivitéit

von Px:
Px(—1> = eC(X) < PU(—1> = BC(U) .

Damit gilt die Behauptung zunéchst fiir X,¢,, weil dazu eine glatte Kompaktifizierung
X existiert, fiir welche die Aussage bereits bewiesen ist. Fiir allgemeines X gilt sie dann
aber ebenfalls, weil sie fiir X,z zutrifft.

Das folgende Ergebnis zeigt, dal auch die {ibliche Eulercharakteristik additiv ist:
13.9 Satz Fiir jede algebraische Varietédt X gilt
(13.9.1) e(X) = e.(X).
Beweis a) Ist X glatt und rein n-dimensional, so folgt (13.9.1) aus der zu (9.20.1)
analogen Poincarédualitit (vgl. [Br, V.9.3]) fiir R-Moduln G
(13.9.2) Py, (X:G): HI(X;G) = Hay s(X;G),
fiir G = Q die Gleichung

(—1)70U(X) = (=1)7b2n—;(X) = (=1)*"Tbop—; (X) = (1) 70" (X) .

b) Die Beziehung e.(x) = e(x) ist dquivalent zur Additivitit der Eulercharakteristik:
Fir A— X gilt e(X)—e(4) = e(X\A).

Denn einerseits ist e.(*) nach (13.8.1) additiv. Andererseits verwende man die Additi-
vitdt von e(x) fiir den singuldren Ort inklusive niederdimensionaler Komponenten der
betrachteten Varietét; da dessen Komplement X,., nach a) die gesuchte Formel erfiillt,
1483t sich unmittelbar eine Induktion iiber dim X durchfithren. — Wie der Beweis zeigt,
gilt die Additivitdt bereits dann fiir alle abgeschlossenen A in X, wenn sie fiir ein A
gilt, das S(X) und die niederdimensionalen irreduziblen Komponenten von X enthélt.

c) Es geniigt, (13.9.1) fiir die Klasse affiner algebraischer Varietidten zu zeigen.
Ist ndmlich X = U UV mit U,V&X, so folgen stets aus den exakten Mayer-Vietoris
Sequenzen nach (13.2.2) Gleichungen

e(UUuV) = eU)+eV)—e(UNV)

(13.9.3)
ec(UUV) = e (U)+e(V)—eUNV),

wobei die zweite Formel eine Konsequenz der exakten Mayer-Vietoris-Sequenz (vgl. [Br,
I1.13 (2)]

. — HI(UNV;Q) — HI(U;Q) & HI(V;Q) — HI(UUV;Q) — ...
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ist. Fiir affines V' sei nun U und damit auch U NV durch p affine Karten iiberdeckbar.
Dann ergibt sich (13.9.1) in voller Allgemeinheit aus der affinen Aussage vermoge einer
Induktion iiber p.

d) Nun sei die affine Varietdt X — C™ so eingebettet, dafl fiir einen linearen
Unterraum L — C™ die Vereinigung Y von S(X) mit allen niederdimensionalen Kom-
ponenten von X die Form L N X hat. Man erhélt ein solches L aus einer beliebigen
Einbettung : X — CP, indem man ein reguldres f: C* — C" mit Y = V(CP; f) wihlt
und mit der Einbettung

x &oer B v
L := CP x 0 setzt. Fiir kleines ¢ hat der Schnitt W von X mit einer e-Umgebung von
L in C™ die Menge Y als starken Deformationsretrakt. Also ist e(W) = e(Y)?"), und
daher folgt aus (13.9.3) fir X =W U (X \Y)

e(W\Y) = e(X\V)—e(X)+e(W) = e(X\Y)—e(X)+eY).

Also ist die nach b) zu zeigende Additivitdt der Eulercharakteristik von X beziiglich
Y zur Bedingung e(W \ 'Y) = 0 #quivalent. Nun bezeichne 7m: X — X eine Singu-
laritatenauflosung. Nach [AG, 9.12] ist m auch topologisch eigentlich; ferner induziert
7 einen Isomorphismus 7~ 1(W)\ 771(Y) = W \ Y. Daher setzt sich die Retrakti-
on r von W auf den starken Deformationsretrakt Y zu einer Retraktion der Urbilder
7 L (W) — 771(Y) fort. Weil auf der Mannigfaltigkeit 7=*(W) die Additivitit gemif
a) zutrifft, folgt schlielich

e(W\Y) = e(r '(W)\7'(Y)) =0. =

Nun zur Existenz der virtuellen Poincarépolynome,. Im torischen Fall ist
dies wiederum vergleichsweise einfach. Wir benutzen den einzig méglichen Kandidaten
in 13.6 a) als Definition fir Px,. Dann sind die Axiome (VP 1) und (VP 2) zu veri-
fizieren. Angesichts der Zerlegung in Satz 7.5 ist dabei (VP 2) evident. Der Nachweis
von Px, = Px, fiir vollstédndiges reguldres A wird im Falle schélbarer Fécher A, damit
insbesondere fiir den projektiven Fall, in 18.5 ausgefiihrt. Der kompakte glatte Fall ist
ein Spezialfall von Satz 22.5.

Fiir die Konstruktion im Falle allgemeiner Varietéiten, den wir allerdings im vorlie-
genden Text nicht mehr verwenden werden, haben wir gréffere Anleihen aus der Litera-
tur zu machen haben. Die Kohomologie im Rest dieses Paragraphen sei dabei stets mit
rationalen Koeffizienten verstanden. Auf H¢ (X) existiert eine aufsteigende Gewichts-
filtrierung®? W (in Analogie zur gemischten Hodgestruktur, vgl. [De] fiir eine schéne
Darstellung), so daf} die assoziierte Graduierung

griy (HA(X)) = W;(HAX))/W;_1(HI(X))

21) Zwar ist W keine algebraische, sondern eine analytische Varietét, aber die Euler-Charakte-
ristik zu W existiert wegen H, (W;Z) = H, (Y;Z) mit gleichen Eigenschaften wie zu Y.
22) Eine aufsteigende Filtrierung W auf einem R-Modul G ist eine Inklusionskette

. C Wj_lG - WjG C Wj_|_1G cC ...
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folgende Eigenschaften hat (und nur diese benétigen wir an dieser Stelle):

(W 1) Fiir glattes kompaktes X ist jedes HJ(X) rein vom Gewicht j:

(13.9.4) grl, (HI(X)) = HI(X).

C

(W 2) Die exakte Sequenz (13.8.2) induziert fiir jedes j eine exakte Sequenz

C = gl HTYA) — ey HA(U) — grly (HY(X)) — el HY(A) — ... .

Definiert man fiir jedes j eine Eulercharakteristik

2n

(X)) = 3 (~1) dimgrly H(X) |
=0

so ist el (X) nach Konstruktion additiv im Sinne von (13.8.1). Fiir einen Ansatz

Px = Y (-1)el(X)T7 = Y (—1)" dim(gr], HI(X))T"
j i
ist ersichtlich (VP 2) erfiillt, da alle Summanden additiv sind. Aber auch (VP 1) trifft
zu, wenn (13.9.4) erfiillt ist. Denn dann gilt el(X) = (—1)’ dim H?(X), woraus die
Behauptung folgt. Weil Px durch (VP 1) und (VP 2) eindeutig bestimmt ist, war die
angegebene Konstruktion von Px gerade die richtige.

Wir wollen nun 13.6 b) auf Q-glatte, d.h. simpliziale kompakte torische Varietéten
verallgemeinern.

13.10 Satz Ist A vollstiandig und simplizial, so folgt
Px = Px = Z fi(A) (T? = 1)
j=0

insbesondere gilt fiir die Bettizahlen:

n

boi(Xa) = ) (—1)j_i(z)fn—j(ﬁ) und  biy1(Xa)=0.

j=i

Beweis Es ist zu zeigen, dal (13.9.4) fiir X gilt. In 9.21 haben wir gesehen, dal X
eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist. Auf einer solchen stimmen H*(Xa) und
die Schnittkohomologie IH* (X ) iiberein. Von letzterer weifl man aber aus [Sa], dafl

von Untermoduln W;G von G, wie sie in einem Spezialfall in [AG, 8.21] betrachtet wurde.
Dazu gehort ein graduierter R-Modul mit den Komponenten gr{,V(G) = W;G/W;_1G, vgl.
[AtMac, Seite 107 ff].
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ihre gemischte Hodgestruktur von reinem Gewicht ist, i.e., (W 1) ist erfiillt. Damit 148t
sich der Beweis von 13.6 b) unmittelbar iibertragen. =

Auf eine wesentliche Verallgemeinerung von Satz 13.10 wird im Anhang in Satz 22.5
mit einem grundsétzlich elementareren Beweis eingegangen; er behandelt insbesondere
den Fall, dafl der Trager des simplizialen Fichers A oder dessen Komplement konvex
ist.

Aufgabe 13.2 Man berechne die Bettizahlen der torischen Varietdten X, fiir folgende Po-
lytope P:

i) dim P = 2.

ii) dim P = 3 und P ist ein einfaches Polytop.

iii) P ist ein n-Simplex.



14. Divisoren

Divisorenklassengruppen gestatten in der Klasse der torischen Varietéten iiber den Be-
griff der invarianten Divisoren eine besonders zugéngliche Beschreibung. Wir erinnern
an die Begriffe von Weil- bzw. Cartierdivisoren und beschreiben dann die zugehorigen
Gruppen moglichst geometrisch.

A. Weildivisoren

Ein Primdivisor D in einer normalen algebraischen Varietdt X ist eine irreduzible eins-
kodimensionale Untervarietédt, ein Weildivisor eine endliche formale ganzzahlige Line-
arkombination Y a;D; von Primdivisoren. Mit Divy (X) wird die (abelsche) Gruppe
der Weildivisoren, mit Divy (X)) die Untergruppe der Hauptdivisoren bezeichnet. Dabei
heifit ein Weildivisor D Hauptdivisor, wenn D = div(f) mit f € R(X) ist, wobei div(f)
den Divisor der — jeweils in ihren Vielfachheiten gezéhlten — Null- und Polstellen der
rationalen Funktion f bezeichnet.

Nun sei X = XA eine torische Varietiit. Jedem p € A! entspricht ein Bahnabschlufl
V, und damit ein Primdivisor (vgl. das kleine Worterbuch zu § 7). Zu jedem v € M
gehort ein Hauptdivisor D,, := div(x"). Fiir dessen Triger |D,|, i.e., die D, zugrunde
liegende Punktmenge, folgt aus 7.5:

(14.1.0) D, ¢ UV, = X\T.

pEAL
Denn da x* in C[M] invertierbar ist, gilt div(x*|t) = 0.

14.1 Lemma Ist u € M und bezeichnet v, fiir p € A' das zugehérige primitive
Erzeugende, so gilt

(14.1.1) div(x") = > (u,v,)V,.

peEAT

Beweis Fiir festes p ist fiir die Vielfachheit (vgl. [AG, 10.9])

ordy, (x*) = (u,v))

zu zeigen; dies brauchen wir nur auf X, durchzufiihren, so dafl ohne Einschrinkug
X = X, sei. Es seien nun vy,...,v, eine Basis von N mit v, = v; und dualer Basis
Ui, ..., U, € M. Dann gilt

S, = VN M = Nuy + Zus + ...+ Zu, .
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Dazu gehort der Isomorphismus
(14.1.2) X, — Cx (€)Y ze (z(w),. .., x(u,)) .

Der Fupunkt z, von X, entspricht dabei dem Punkt (0,1,...,1) € C x (C*)"~1, vgl.
6.2; seine T-Bahn B, = {0} x (C*)"~! ist ersichtlich abgeschlossen, also gilt B, = V,.
Auf der Seite der Funktionenalgebren erhalten wir zu (14.1.2) einen Isomorphismus

Cls,) & Cn, T, T .
Die Bestimmung der Vielfachheit von x* ldngs V, geschieht mit Hilfe des lokalen Ringes
XPOVp = {feR(C"); DyNV, #£0}.

Er ist gerade die Lokalisierung C[T1, . .., T,](1,), wobei dem maximalen Ideal x,m,, das

von Ty in C[T1, ..., T,](r,) erzeugte Ideal entspricht. Ist nun v = S, aju; und damit
a; = (u, v;), 8o ist

ordy,(x") = ordqoyx(e 1 (I{* ... Ty") = a1 = (u,vp) . »

n

Die Gruppe T operiert als Gruppe von Automorphismen von X auf Divy (X) auf
folgende Weise:

(14.2.1) T x Divw (X) — Divw(X), (£,) ayY)— Y a1V .
Damit ist die Gruppe Divgv(X ) der unter dieser Wirkung invarianten Divisoren wohl-

definiert. Sie ist im Vergleich zur Gruppe aller Divisoren bemerkenswert klein:

14.2 Bemerkung

Diviy(X) = @ z-V,.
peEAT

Beweis Da jedes V, invariant ist, enthélt die rechte Seite nur invariante Divisoren. Ist
umgekehrt D = 3" ayY € Divyy (X) nicht von dieser Form, so schneidet einer der in D
echt auftretenden Primdivisoren — etwa Z — nach (14.1.0) den Torus T. Damit gilt
wegen der Invarianz von D folgende Anzahlabschitzung fiir die Divisoren tZ mit ¢ € T:

HYiay 0} > HiZ;t e T}

die erste Menge ist nach Definition von D endlich, die zweite jedoch unendlich, da sie
wegen Z N'T # () den Torus T iiberdeckt. =

14.3 Korollar Ist der Féacher A nicht entartet, so ist die kanonische Abbildung
M — Div(X), wu— divy®

injektiv.
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Beweis Es ist zu zeigen, dal zu u; # uo aus M verschiedene div x" gehoren, i.e., daf
> pen, (Ui, vp)V, durch u; bestimmt ist. Das ist jedoch der Fall, da der von den v, € Al
erzeugte Vektorraum ganz N ist. m

Des weiteren betrachten wir folgende, durch die Multiplikation induzierte Wirkung
von T auf C[M]:?%)

(14.2.2) T x C[M] — C[M], (t,f)r—t-f:=fou(t).
Sie erfiillt die ,,Homogenitdatsbedingung*

(14.2.3) tox" = x"x",

denn fiir jedes x € T gilt (¢ - x*)(z) = x"(tz) = x"(t)x"(x).

14.4 Lemma Ist W ein T-invarianter Untervektorraum von C[M], so gilt fiir die
Indexmenge T'(W) :={u € M;x" € W}:

W = @ C-x".
weL(W)
Beweis Ersichtlich gilt die Inklusion ,,D%“. Falls sie keine Gleichheit ist, wahle man
unter allen f aus dem Komplement eines mit einer Darstellung f = a1 x“* +...+ a,.x""
minimaler Lange mit x*/ € C[M]; ersichtlich ist dann r > 2. Man fixiere ein t € T, das
X" (t) # x"2(t) erfiillt. Dann ist x“*(¢)f—t-f € W nach (14.2.3) eine Linearkombination
von x“1, ..., x"" mit Koeffizienten a, (Xul(t) — Xul(t)) vor x“*, also eine Kombination
nur von "2, ..., x"" mit nicht verschwindendem Koeffizienten vor x*2, die damit nicht
in @,c; C-x" liegt. Dies widerspricht der Minimalitét von 7. =

Fiir w € M und einen Untervektorraum W von C[M] 148t sich ein Gewichtsraum
Wyw = {feW; t-f=x"1t)f, VteT}

zum Gewicht x" definieren. Ist W zusétzlich T-invariant, so liefert die Zerlegung aus
14.4 folgende Gewichtszerlegung:

(14.4.1) W= P Wy
uel (W)

B. Cartierdivisoren

Ein Weildivisor D in X heifit bekanntlich Cartierdivisor, wenn eine offene Uberdeckung
aus Mengen Uc X existiert, auf denen D|y ein Hauptdivisor ist. Damit sind Haupt-
divisoren spezielle Cartierdivisoren. Mit Dive(X) bzw. Divg(X) bezeichnen wir die
Untergruppe der Cartierdivisoren bzw. invarianten Cartierdivisoren von Divyy (X).

23) Diese Abweichung von der fiir nicht abelsche Transformationsgruppen iiblichen Definition
ist fiir abelsche Gruppen mathematisch unbedenklich, fiir die Untersuchung von Gewichtszer-
legungen jedoch angenehm.
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Fiir die verschiedenen Divisorentypen erhalten wir Inklusionen

Divy(X) C Divg(X) C  Divyy(X)
(14.5.1) N n N
Divyg(X) <C Diveg(X) < Divw(X),

die wir in diesem und im n&chsten Paragraphen weiter untersuchen werden.

Fiir jeden Divisor D in X wird in der Garbe xR der rationalen Funktionen auf X
eine x O-Untergarbe durch

U +— Op(U) := {fexRU); div(f) + D|y > 0}

definiert. Nennt man eine xO-Garbe G auf X ,lokal frei“ vom Rang m € N, wenn eine
offene Uberdeckung (U;) von X mit Isomorphismen G lu, = v O™ existiert, so ist Op
fiir einen Cartierdivisor D lokal frei vom Rang 1: Ist D auf Uc X ein Hauptdivisor, dort
also von der Form D|y = div(f|y) fiir ein f € xR(X), so induziert

(14.5.2) w(f):Op(U) — OWU), h— hf

ersichtlich einen Garbenisomorphismus auf U, und Op|y ist der von f~! erzeugte yO-
Untermodul von R, da (14.5.2) sich auf alle offenen Teilmengen von U {ibertragt.

Wir werden in 15.6 darauf eingehen, dal den Cartierdivisorenklassen gerade die
Isomorphieklassen lokal freier y @-Moduln vom Rang 1 entsprechen.?®)

Auf affinen torischen Varietéiten sind invariante Cartierdivisoren stets Hauptdivi-
soren:

14.5 Satz Fiir jede affine torische Varietit X, gilt Divg(X,) = Divy (X,): Ist D ein
invarianter Cartierdivisor in X, dann existiert ein u € M mit

D = div(x").

Beweis Man wihle eine offene Umgebung Uc X, des Fulpunktes z,, fiir die ein
f € xR(X) existiert mit D|y = div(f)|y; ohne Einschréinkung sei U eine Hauptmen-
ge?® in X. Dann betrachte man g := u(f) (1) gemiB (14.5.2). Nach 14.6 li8t sich g als
endliche Summe Y f;g; mit f; € O(U) und g; € Op(X) darstellen. Ohne Einschrinkung
ist mit gf(z,) = 1 etwa g1 f(x,) # 0. Mit D ist auch der Vektorraum Op(X) C C[M]
beziiglich T invariant und damit resultiert aus 14.4, dafl sogar ein u € M existiert mit
X" f(z,) # 0. Also gilt div(x™"|w) = div(f|w) fiir eine geeignete invariante Umgebung

24) Fiir einen algebraischen Beweis vgl. [Pk, Th. 16.17]. Es sei nur am Rande vermerkt, daf
die Weildivisorenklassen genau den reflexiven x O-Moduln vom Rang 1 entsprechen, vgl. [Re,
4.18] bzw. [Pk, 15.21].

25) Fiir eine algebraische Varietit X und g € O(X) bezeichnet X g := X\ V(g) die zugehorige
offene Hauptmenge.
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W von z, in U. Da x, im Abschluf} aller Bahnen von X, liegt und somit W alle Bahnen
schneidet, folgt fiir die Primdivisoren Y in X, :

ordy x™% = ordy f = ordy D . n

Fiir das dabei verwendete Resultat erinnern wir an folgende Notation fiir einen
Modul L iiber einem Ring R: Fiir f € R bezeichnen

Sy = {f%¢eN}, Ry := S;'R und Ly:= Rf®grL.

14.6 Lemma Ist X eine irreduzible affin algebraische Varietét und D ein Cartierdivisor,
dann gilt fiir alle f € O(X):

Op(Xy) = O(Xy) ®ox) Op(X) .

Beweis Fiir eine xO-Garbe G von rationalen Funktionen auf X gilt (in Analogie zu
[AG, 3.23])
g(Xf) = (g(X))f'

Hier folgt speziell
Op(Xy) = (0p(X)), = (0(X)), ®o(x) Op(X) = O(Xy) ®o(x) Op(X) . =
14.7 Beispiel Stellen wir X = P,, wie in 4.8 2«) iiber einen Ficher A dar mit

vi = e, 1>1;, vy = —E e;; op = keg(vg,...,0i,...,0p)

und bezeichnen mit Dy den invarianten Weildivisor V' (IP,;vg). Er ist zwar gemafl 15.7
2) kein Hauptdivisor, nach 14.9 jedoch ein Cartierdivisor. Wir wollen gemafl 14.5 die
darstellenden u,, auf den Standardkarten X,, = {z € IP,; z; # 0} bestimmen: Fiir i =0
ist D‘Xgo = 0, also auch u,, = 0. Fiir ¢ > 1 und j # ¢ ist nach 14.1 das Gleichungssystem

B 1, 57=0
o) = o 450
zu losen; es folgt sofort in der dualen Basis u,, = —f;. =

14.8 Korollar Ist A simplizial und D ein invarianter Weildivisor in XA, so existiert
ein b € Ny, fiir das bD ein Cartierdivisor ist.

Beweis Der Divisor D hat die Form ) a,V,. Fiir jedes 0 € A existiert eine rationale
Linearform /, aus dem Vektorraum Q ®z M, die fiir jede der dim o Kanten p € o' den
Wert £, (v,) = a, annimmt. Damit existiert ein ,,Hauptnenner* b € Ny, so daf} alle b/,
sogar in M liegen, also das System (b/,),ca einen Cartierdivisor definiert: Auf X, gilt

bD = Y ba,V, = div(x"7) .=
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Damit erhalten wir einen neuen Beweis fiir ein uns grundsétzlich aus [AG] bekanntes
Resultat:

14.9 Bemerkung Ist Xa glatt, so gilt
Divy(Xa) = Diviy(Xa) .

Denn Glattheit bedeutet, daf8 fiir jedes 0 € A die p € o' eine Z-Basis von N Nlinco
bilden, also b im Beweis von 14.8 als 1, d.h. £, aus M wéahlbar ist. =

Allgemeiner gilt bekanntlich fiir faktorielle Varietdten
Dive(X) = Divw(X)

(vgl. [AG, 10.3, 10.6, 10.16]). Dies bringt uns hier jedoch keine neuen Einsichten, da
faktorielle torische Varietdten regulér sind, vgl. 9.20. Wir werden in 15.14 zeigen, daf
auf einer torischen Varietdt genau dann alle Weildivisoren Cartierdivisoren sind, wenn
X regular ist. Andererseits entsprechen den simplizialen Fachern nach 9.21 genau
die fastfaktoriellen torischen Varietéiten. In diesem Fall ist der Unterschied zwischen
invarianten Cartier- und Weildivisoren nach 14.9 endlich; im nichtsimplizialen Fall gibt
es dagegen ,,viel mehr* Weil- als Cartierdivisoren:

14.10 Beispiel Es sei o ein N-Kegel im IR® mit quadratischer Basis. Dann folgt aus
14.2 zuniichst Divyy (X,) = Z*, withrend Divg(X,) € M = Z? nach 14.5 gilt; gemiB
14.14 darf man iibrigens die Inklusion durch ein Gleichheitszeichen ersetzen.

Wir wollen invariante Cartierdivisoren mit Hilfe von Tragerfunktionen untersuchen.
Dabei hie$ fiir einen Facher A eine Funktion h: |A| — IR Trigerfunktion, falls sie auf
jedem o € A Einschrankung eines u, € M ist. Offensichtlich geniigt es dabei, die Kegel
o € A™** zu betrachten. Die linearen Funktionen u, sind dabei mod M No' eindeutig
bestimmt. Trigerfunktionen sind auf jedem o € A linear, insgesamt also stetig, und
nehmen auf Gitterpunkten nur ganzzahlige Werte an. Bezeichnen wir fiir p € Al den
minimalen erzeugenden Gittervektor wieder mit v, so gilt:

14.11 Lemmma Es sei A ein volldimensional erzeugter Fécher. Die Zuordnung

{h; h Tragerfunktion auf A} — Divg(Xa), h — Z —h(v,)V,
peEAT

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis Fiir eine Triagerfunktion h = (—uy,)seamax ist der invariante Weildivisor
D =" —h(v,)V, auf Grund von 14.1 in der Tat ein Cartierdivisor, denn es gilt fiir
jedes o
Dlx, = Z<Umvp>vp = div(x"|x,) -
pEotl
Die angegebene Abbildung ist ersichtlich linear und injektiv. Fiir den Nachweis der
Surjektivitit sei nun D = >~ a,V, € Divg(Xa); fiir jedes o € A™* fixiere man nach
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14.5 ein u, € M mit div(x“)|x, = D|x,. Wenn durch hpl|, := —u,|, eine Funktion
hp auf |A| definiert wird, ist sie offensichtlich das gesuchte Urbild von D. Dies trifft
nun in der Tat zu: Fiir o N o’ gilt div(x"~|x,__,) = div(x"’|x,._,), und damit fiir jede
Kante p von o No’

<ua7vp> = <ucr’7vp>7 i.e., ucr|crﬂcr’ = ua’|aﬂa’ . n

Damit gehort zu D € Div(X) eine wohlbestimmte Trigerfunktion, die wir mit hp
bezeichnen; eine explizite Berechnungsvorschrift von hp leiten wir in 16.7 her.

14.12 Beispiel Fiir den Divisor Dy im 1P, aus Beispiel 14.7 gilt
Dol 0, i=0.

Wir streben eine weitere Charakterisierung invarianter Cartierdivisoren vermoge
der Ficherdaten an (dabei bezeichnet Z-C™* die freie abelsche Gruppe mit Erzeugendem

C*):

14.13 Kiinnethformel fiir Divisoren Fiir eine torische Varietidt X induziert die
Zuordnung

Diviy (X) & Diviy(X) ®z Z - € — Divir® (X x €*), D — D®C* — D xC*
einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Gruppen der Haupt-, Cartier- und Weil-
divisoren.

Der Beweis ergibt sich fiir Weildivisoren unmittelbar daraus, dafl invariante Weildi-
visoren in X x C* wegen der komponentenweisen Wirkung von T x C* von Primdivisoren
der Form D x C* erzeugt werden; dabei ist D notwendig T-invariant. Fiir Cartier- bzw.
Hauptdivisoren folgt daraus ebenfalls die Behauptung. m

Fiir 7 < ¢ induziert die Inklusion o+ C 7+ eine kanonische Projektion
M/(MNnot)— M/(Mn71h);

damit erhalten wir:

14.14 Lemma Fiir jedes 0 € A gilt
(14.14.1) Dive(X,) = M/(MNot);

diese Identifikation ist mit der Seitenbeziehung T < o vertréglich.

Beweis Ist dimo = n und damit ot = 0, so ist fiir die Darstellung D = div(x“~)
gemif 14.5 das Element u, € M eindeutig bestimmt, da die Werte (u,,v,) nach 14.1
auf dem Erzeugendensystem {v,;p € o'} von N festliegen. Fiir dimo = d < n ist in
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geeigneten Koordinaten o = & x 0 und damit o = (5)* @ IR" ¢, woraus mit 14.13 die
Isomorphie folgt. Die Vertraglichkeit ist unmittelbar zu sehen. m

Bezeichnen wir die Restklasse von m € M in M /(M Not) kurz mit m,, so erhalten
wir die gesuchte Darstellung fiir die invarianten Cartierdivisoren:

14.15 Satz Fiir die invarianten Cartierdivisoren gilt
DivL(Xa) = ker[ DM/ Mnot) — P M/(M N (N o—’)L)]

O-GAmax O.?éo.leArnax

(mﬁ) = (<m‘7)oﬂa’ - W)Uﬂa’)

Beweis Man verifiziert unmittelbar eine exakte Sequenz

0—Divi(Xa) — EPDive(X,) — @D Divi(Xonor) -
O.eAmax a—;ﬁgleAmaX

Aus Lemma 14.14 ergibt sich, daB man die Gruppen Divg(X,) jeweils durch die Rest-
klassengruppen M / (M N o) ersetzen darf, woraus die Behauptung folgt. =

Aufgabe 14.1 Es sei A der Ficher im IR?, der aus den Strahlen (1,0,1), (1,2,—1) und der 0
besteht. Man berechne die Divisorenklassengruppe ClDivg (XA).

Aufgabe 14.2 Fiir einen nicht entarteten Fiacher A und k := k(A) beschreibe man zum
Homomorphismus

722 M — DiVVTV(XA), m — Z (m,vp)V,

den induzierten Homomorphismus
X(9): Hom(Z*, €*) = (€*)* — (C*)" = Hom(Z", C*)
explizit und zeige, dafi er surjektiv ist.

Aufgabe 14.3 Es sei g ein Fixpunkt in der torischen Varietdt X .
i) Man zeige, daB8 z¢ auf mindestens n invarianten Primdivisoren liegt.

ii) Wann gibt es genau n solcher Primdivisoren?

Aufgabe 14.4 Es sei D ein invarianter Weildivisor in einer affinen torischen Varietit Xs. Man
zeige, daB ein f € O(X,) existiert, dessen Ordnung léngs D genau 1 ist.



15. Geradenbiindel

In diesem Abschnitt vertiefen wir die Untersuchung der Cartierdivisoren mit Hilfe der
Theorie der Geradenbiindel. Insbesondere zeigen wir, dafl Divisorenklassen stets durch
invariante Divisoren reprasentiert werden.

Zunichst stellen wir aus der Literatur einige einfache Tatsachen iiber die bereits in
10.1 eingefiithrten Geradenbiindel auf einer torischen Varietdt X zusammen, vgl. etwa
[Ha, IT Ex. 5.18], [Kp, § 54 B Supplement], [Ku, § 36]. Uns kommt es hier vor allem auf
eine Beschreibung iiber lokale Koordinaten in X an. Dazu seien

1) (U;);erg eine Zariski-offene Uberdeckung der torischen Varietét X und Uij == U;NUj;

2) gij € O*(Uy;) fiir jedes Paar (i,j) € I? eine invertierbare reguldre Funktion, ge-
nannt ,, Ubergangsfunktion®.

Fiir diese gelte die Kozykelbedingung
(15.0.1) Fiir alle Indizes 4, j,k € I ist g;; - gj1 = Gk -

Vermerken wir, daf8 daraus insbesondere g;; = 1/g;; folgt. Auf Grund der Bedingung
(15.0.1) lassen sich je zwei Elemente der Menge {U; x C;i € I} vermoége der Abbildung
idy;, ;¥ g;; wie folgt liangs U;; x C verheften:

idUingji : Uij xC — Uij x C
N N
Ui x C Uj x C

Die dabei entstehende algebraische Varietét £ oder (L, g;;) heifle das Geradenbiindel auf
X mit den Ubergangsfunktionen gij. Zum Totalraum £ gehort ersichtlich eine kanoni-
sche Projektion m: £ — X; ihre Fasern 7~ !(z) tragen die Struktur einer komplexen Ge-
raden, auf denen die komplexe Zahl g;;(x) fiir € U;; durch Multiplikation einen Auto-
morphismus induziert. Die kanonisch entstehenden Isomorphismen ¢;: 71 (U;) — U; x C
heilen auch ,lokale Trivialisierungen®.

15.1 Beispiele 1) Sind alle g;; = 1, so heifit (£, g;;) das triviale Geradenbiindel X xC.

2) Das tautologische?®) Biindel auf X = IP, ist gegeben durch

£i={(dv) e Bx ™ veC 2} TR,

26) Interpretiert man den Fulpunkt als eine Gerade, so bringt die Faser dariiber eigentlich
keine zusétzliche Information.
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Unter einem Homomorphismus von Geradenbiindeln ¢: (L, gij) — (£, g;;) iiber X
verstehen wir einen fasertreuen (i.e., ¢ o 7’ = m) Morphismus algebraischer Varietéiten
p: L — L' der faserweise linear ist. Damit ist auch der Begriff des Isomorphismus von
Geradenbiindeln iiber X wohldefiniert.

Man iiberzeugt sich leicht davon, dafl die Isomorphieklasse eines Geradenbiindels
(L, gi;) nicht von der gewihlten Uberdeckung (U;);c; abhiingt: Ist (V;),c s eine Verfeine-
rung und definiert man Ubergangsfunktionen hy, durch Einschrinkung aus geeigneten
gij, so erhdlt man ein isomorphes Geradenbiindel. Damit 148t sich leicht folgende Be-
merkung nachweisen:

15.2 Bemerkung Zwei Geradenbiindel (£, g;;) und (£, g;;) zur gleichen Uberdeckung
(Ui)ier von X sind genau dann isomorph, wenn reguldre Funktionen g; € O*(U;) zu
1 € I existieren mit

' firalle i,j€el.m

9ij = 9i9;9;

Die Menge der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln auf X 148t sich mit Hilfe

des Tensorprodukts zu einer abelschen Gruppe machen: Sind (£, g;;) und (L', g;;) Ge-

radenbiindel zur gleichen Uberdeckung (U;);e; von X, so heiBt das vom System von
Ubergangsfunktionen

9{? = gijg;j
definierte Geradenbiindel (£,gi;) @ (L', g{;) = L& L' das Tensorprodukt und das vom
System von Ubergangsfunktionen
(gi;l)i,jef
definierte Geradenbiindel (£, g;;)~" = £~! das inverse Geradenbiindel. Man verifiziert

leicht, daB beziiglich des Tensorproduktes X x C das neutrale und £~! = Hom(L, X x C)
das zu L inverse Element ist.

15.3 Definition Die Menge der Isomorphieklassen von Geradenbiindeln L iiber X, ver-
sehen mit dem Tensorprodukt als algebraischer Operation, heifit Picardgruppe Pic(X)
von X.

Als ,,Schnitt“ eines Morphismus 9: Y — Z bezeichnet man ein Rechtsinverses, also
einen Morphismus s: Z — Y mit ¢ o s = idgz. Ist ¥ ein Morphismus algebraischer
Varietdten und s eine rationale Abbildung, so sprechen wir von einem ,rationalen*
Schnitt.

15.4 Beispiele 1) Die Schnitte im trivialen Geradenbiindel auf X sind gerade die
reguldren Funktionen auf X, wobei die ,,Schnittfliche* der Graph der zugehorigen
Funktion ist.

2) Uber die affine Standardkarte Uy = IP, \ V() des IP, bestimmen wir einen ratio-
nalen Schnitt s im tautologischen Biindel £ auf 1P, durch

sUy— £, [ (2, (1, 2,...,22)).
20 20



172 Kapitel IV Topologie und Geradenbiindel

Fiir ein Geradenbiindel 7: (£, g;;) — X werde mit
T(X; (L, 9i))

die Menge der globalen reguléren Schnitte im Geradenbiindel £ bezeichnet. Sie tragt
kanonisch die Struktur eines xO(X)-Moduls: Mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen
U; x C laBt sich ein (reguldrer) Schnitt s als ein System (s;);e; regulirer Funktionen
si € O(U;) mit der Vertraglichkeitsbedingung s; = g¢;;s; fiir alle 4, j charakterisieren.
Damit lassen sich Summen regulérer Schnitte und skalare Multiplikation mit reguldren
Funktionen auf X faserweise definieren.

Fixieren wir nun eine lokale Trivialisierung iiber einer Karte U;, so ist der Vektor-
raum ['(U;, £) = xO(U;) als Unteralgebra von xR(X) interpretierbar. Die Priagarbe

U—T(UL), UeX

ist ersichtlich eine Garbe x O/, die durch die Wahl der lokalen Trivialisierung zu einer
Untergarbe von xR isomorph wird.

15.5 Bemerkung Die Garbe xO, ist eine lokalfreie Garbe vom Rang 1. =

Ist umgekehrt G eine lokalfreie Garbe vom Rang 1 auf X — solche Garben wer-
den auch ,invertierbar“ genannt, so gehort zu ihr kanonisch eine Isomorphieklasse
von Geradenbiindeln: Es seien (U;) eine offene Uberdeckung von X und G|y, = 1, O.
Dann existieren Garbenisomorphismen ¢;;: y;O|y,; — 1;0|u,;; sie sind von der Form
wij = (idu;,, gi5) mit g;; € O(Uy;). Ersichtlich erfiillt das System (g;;) die Kozykelbe-
dingung und definiert damit ein Geradenbiindel iiber X.

Auch in der Menge der Isomorphieklassen invertierbarer Garben 148t sich mit Hilfe

des halmweise definierbaren Tensorproduktes eine Gruppenstruktur einfiihren. Damit
gilt ([Ku, 36.9]):

15.6 Bemerkung Die Picardgruppe Pic(X) ist isomorph zur Gruppe der Isomorphie-
klassen invertierbarer Garben auf X. m

Wir werden daher zwischen invertierbaren Garben und Geradenbiindeln meist nicht
unterscheiden. AuBerdem werden wir der Einfachheit halber die Aquivalenzklassen meist
mit dem gleichen Symbol bezeichnen wie ihre Représentanten.

Wir wollen diese Uberlegungen fiir die Untersuchung von Divisoren fruchtbar ma-
chen. Wie {iblich betrachten wir zu den Divisorengruppen auch die zugehdrigen Klas-
sengruppen. Aus dem Diagramm (14.5.1) ergibt sich als einfache Konsequenz ein kom-
mutatives Diagramm:

Dive(X)/Divy(X) C  Diviy(X)/ Divg(X)
N N
Divg(X)/Divyg(X) C Divw(X)/Divg(X) .
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Wir zeigen in 15.11, daf3 die senkrechten Inklusionen in Wahrheit Gleichheiten sind,
was die Untersuchung der Restklassengruppen auf endlich erzeugte Gruppen reduziert.
Dabei bezeichnen wir mit ClDivyy (X) := Divw (X )/ Divg(X) die Gruppe der Weildi-
visorenklassen. In Anspielung auf die Chowgruppe tritt in der Literatur dafiir auch die
Bezeichnung A,,_1(X) mit n := dim¢ X auf, worauf wir in § 17 zuriickkommen werden.

Unter Verwendung der Bezeichnung R* fiir die Einheitengruppe eines Integritéts-
bereiches R erhélt man fiir die Weildivisorengruppe die exakte Sequenz

(15.7.1) 0 — OX)" - R(X)* — Divw(X) — ClDivywX — 0.

Denn fir f € R(X)* ist div f genau dann der Nulldivisor, wenn f reguldr und ohne
Nullstelle ist.

Wir erinnern an folgende
15.7 Beispiele 1) ClDivy(X,) = 0 ist dazu dquivalent, da8 X, regulér ist.
2) ClDivw(IP,) =Z- [H], wobei H eine beliebige Hyperebene im 1P, ist.
3) Fiir eine irreduzible Hyperfliche Y — IP,, vom Grad d ist C1 Divy (IP,\Y) = Z/(d).

Beweis 1) Ist X, glatt, so liefert 14.5
0 = ClDive(X,) = ClDivw(X,) .

Gilt umgekehrt ClDivy(X,) = 0, so ergibt [AG,10.32], daBl O(X,) und damit X,
faktoriell und folglich nach 9.20 regulér ist. — Zu 2) sei auf [AG, 10.30], zu 3) auf [AG,
10.34] verwiesen. =

Dariiber hinaus erinnern wir an einen Spezialfall des Lokalisierungslemmas ([AG,
10.29]:

15.8 Lokalisierungslemma Fiir py,...,ps € Al sei U := XA\ ij})j- Dann existiert
eine exakte Sequenz

P z-v, — ClDivyw(X) — ClDivw(U) —0. =
j=1

Wir haben bereits in (14.5.2) einen Zusammenhang von Geradenbiindeln mit Car-
tierdivisoren hergestellt. Dieser liefert eine Abbildung

¥:Dive(X) — Pic(X), D+ Op

mit den Eigenschaften (vgl. [Ha, I11.6.12 — 15]):
(i) ¥ ist Gruppenhomomorphismus,

(ii) kerd = Divy(X),

(iii) o ist surjektiv.
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15.9 Folgerung Der Homomorphismus 1 induziert einen Isomorphismus

ClDive(X) := Dive(X)/Divg(X) 2 Pic(X) . =

Fiir rationale Schnitte s: X — £ 148t sich ersichtlich die “Vielfachheit* vy (s) ldngs
einem Primdivisor Y < X definieren, indem man zu einer Y schneidenden lokalen Karte
sowie der zugehorigen Trivialisierung iibergeht und die dort definierte Vielfachheit (vgl.
[AG, 10.9]) tibernimmt. Damit 148t sich der Divisor eines rationalen Schnittes s wie
folgt definieren:

(15.9.1) div(s) = Y wy(s)-Y.

Y Primdivisor

Die néchste Aufgabe verallgemeinert (14.5.2):

Aufgabe 15.1 Es sei s ein rationaler Schnitt in einem Geradenbiindel £ iiber der normalen
algebraischen Varietét X. Man gebe einen kanonischen Isomorphismus Ogiy(s) = £ an (fur
15.10).

15.10 Beispiel Es sei s: IP, — £ der in Beispiel 15.4 2) definierte Schnitt des tauto-
logischen Biindels 7: £ — 1P,:

Y Uy) 25 Uy xC, (a1, 28,0, 20) = ([2],@)
N\ / N\ /
Us 2]

mit zugehorigem o, s : [2] — 1. Auf den anderen U; mit Trivialisierungen
_ Z Y
i Y U;) = U; x C, ([z],v) — <[z_(-)""’;""’;]’vi)

ergibt sich damit ;s = £t. Also ist div(g;«s)|y, = —V (20) und somit

20

div(s) = =V(IP;;29) =: —H.
Aus Aufgabe 15.1 ergibt sich damit ein Isomorphismus

L = pO_g = p O(-1).

15.11 Satz Es seien A ein nicht entarteter Fiacher und X = Xa. Dann existiert ein
exaktes kommutatives Diagramm

0 - M — Divg(X) — ClDive(X) — 0
[ N N
0 — M — Divy(X) — ClDivw(X) — 0
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Insbesondere gilt
ClDivg(X) = ClDive(X) € ClDivyy (X) = ClDivyy (X)

und Rang Cl Divyy (X) = |A!| — n. Falls A™ nicht leer ist, so ist C1Divg,(X) eine freie
abelsche Gruppe.

Beweis Fiir den Torus T = X, ¢ X ist ClDivyw(T) = 0 nach Beispiel 15.7. Aus dem
Lemma 15.8 ergibt sich eine exakte Sequenz (vgl. auch 14.2)

Diviy(X)= @ Z-V, 2 ClDivy(X) — ClDivw(T) = 0.
pEAL

Damit wird zunéchst ClDivw (X) von invarianten Divisoren erzeugt. Fiir die Exakt-
heit der unteren Sequenz der Behauptung bleibt Kern g = Divq};(X ) zu bestimmen;
weil A nicht entartet ist, liefert 14.3 eine Inklusion M C Divy (X). Diese ist eine
Gleichheit. Denn fiir ein f € R(X) ist div f genau dann T-invariant, wenn f|r in
C[M] invertierbar ist, also f zu einem Charakter von T gehort. — Damit folgt auch
ker (a:Divg(X) — ClDive(X)) = M; es bleibt zu zeigen, daB « surjektiv ist. Jede
Klasse [D] € C1Dive(X) € ClDive(X) liBt sich von einem D € Diviy (X)) reprisentie-
ren; ersichtlich gilt dann D € Divg(X).

Die Rangabschéatzung folgt nunmehr mit 14.2 aus dim Mg = n. Schliellich ist
Pic(X) frei, wenn ein 7 € A™ existiert: Nach 14.15 gilt

DivL(X) = ker[ P umnet — P M/Maend)t
oEAmax g#o-leAmax

Aus 71 = 0 folgt M/M N7+ = M und damit

Divg(X) ¢ M @& P M/Mno*.
T#0 € Amax

Wegen der bereits etablierten exakten Sequenz
0 — M — Divg(X) — Pic(X) — 0

haben wir mod M zu rechnen. Ersichtlich ist jedes M N o' ein saturiertes Untergitter
von M, also ist M/M Mo+ frei und somit auch

Pic(X) ¢ @ M/Mnot. =
T#0 € Amax

15.12 Beispiele Essei N =72 cC R*>=V.
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FIGUR 15.1 keg(2e; — e2,e2) und keg(2e1 — ea,e2)”.

T3

P

Ty
FIGUR 15.2 V(C3; W Ty — T3).

1) Zu vy :=2e1 — e, vy := ey und o := keg(vy,vy) vgl. Figur 15.1.

Die zugehorige Algebra A, ist von der Form C[Uy, UUs, U;U3]; setzen wir
T1 = U1, T2 = U1U22, T3 = U1U2 s

so ist X, = V(C* T\ Ty — T3), vgl. Figur 15.2.

Zu den beiden Kantenvektoren vy, vo gehoren die beiden invarianten Primdivisoren
von X, ; da diese gleichzeitig invariante Divisoren von €2 sein miissen, kommen nur
Koordinatenachsen in Frage, ndmlich V' (X,;77) und V(X,; 7). In der Bezeichnung
Vi = Vieg(v,) gilt damit Divgv(Xg) =7-V1®Z-V,y. Jeder Hauptdivisor 183t sich
mit einem u = (p,q) € M in der Form

div P9 = ((p,q),v1)V1 + ((p,q),v2)V2 = (2p — q)V1 + qVs
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darstellen. Damit sind zwar 2V, 2V, und V; — V5 Hauptdivisoren, nicht aber V;
oder V5. Es folgt unmittelbar mit 14.5

0 = ClDivg(X,) C ClDivy(Xy) = Z/(2) .

Insbesondere braucht ClDivy(Xa) im Unterschied zu ClDive(Xa) nicht frei zu
sein, wenn ein n-Kegel in A existiert!

2) Es sei A der im IR? von
v1 =e1, Vg =—e1; t+aey mit a>1 und vy = —ey

erzeugte vollstiandige Z2-Ficher, vgl. Figur 15.3.

Vg = —61 + aeg

"\\ \

1.
g

7

7

,///

w/

Vo = —€9

FIGUR 15.3 Der Ficher zu Beispiel 15.12 2.

Die Erzeugenden von M = Z - div x(M9 @ Z - div x(®Y liefern in der Gruppe
Diviy(Xa) =Z-V1 @ Z -V, @ Z - Vs die Relationen

div Y0 = V; —V,, divy©®Y = aV,— V5.
Fir die Restklassen mod M bedeutet dies

[Vl] = [Vg] llIld [V?,] = CL[VQ],
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also folgt ClDivy (Xa) = Z[Vs]. Zur Bestimmung der Gruppe Pic(Xa) sei der
Divisor D := b1V} +baVo + b3V5 € Divgv(XA) ein Cartierdivisor; dann mufl mit der
Bezeichnung X := Xyeg(v;,0;,,) €ine Darstellung

D|x, = divx®? = pV; — (p — aq)V,
existieren, i.e., [D] liegt in Za - [V2]. Andererseits ist aVy ein Cartierdivisor:
aVslx, = divxOY, aVy|x, = divx"*Y, aVy|x, = divyx®? .
Insgesamt folgt

Pic(Xpa) = Za-[Vy] C Z-[Vy] = ClDivyy(Xa). =

15.13 Korollar FEs sei A ein Fécher in V, in dem alle nichtsimplizialen maximalen
Kegel n-dimensional sind. Dann sind dquivalent:

1) A ist simplizial.

2) Zu jedem D € Divy, (X) existiert ein a € N mit aD € Divy(X).
3) Pic(X) ® Q = ClDivw(X) ® Q.

4) RangPic(X) = #(Al) —n.

Beweis Die Folgerung 1) = 2) wurde in 14.8 gezeigt; 2) = 3) ist trivial, und 3) = 4)
folgt unmittelbar aus 15.11. 4) = 1): Nehmen wir an, es gebe einen nichtsimplizialen Ke-
gel o € A™. Wir wollen daraus Rang(ClDivy (X)/ClDive(X)) > 1 ableiten. Zunéchst
ist Rang(Cl Divy (X,)) = #(0') —n > 1 nach 15.11. Damit existiert eine Klasse D aus
ClDivy(X,) C ClDivy/(X), die eine freie zyklische Untergruppe erzeugt. Nach 14.5 ist
ClDive(X,) = 0, also kommen die Klasse D und keines ihrer Vielfachen nicht einmal
auf X, von einem Cartierdivisor, geschweige denn auf ganz X. m

Ahnlich zeigt man die Umkehrung zu 14.9:

15.14 Korollar Fine torische Varietit ist genau dann reguldr, wenn jeder invariante
Weildivisor ein Cartierdivisor ist.

Beweis Es sei Divg(Xa) = Divyy(Xa). Die Regularitit von XA braucht nur lokal
nachgewiesen zu werden, also fiir alle X, mit ¢ € A™®*, Ohne Einschrinkung habe o
die Dimension n. Dann gilt

0 ' ClDive(X,) '=' ClDivw(X,) 2z o Pz, ;

J=2

also hat o genau n Kanten, und die diese erzeugenden primitiven Vektoren bilden eine
Matrix, deren Elementarteiler €; alle den Wert 1 haben. Somit ist o reguldr. m
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Aufgabe 15.2 Man zeige fiir torische Varietiten X7 und X direkt (ohne Riickgriff auf das
allgemein in [AG] gezeigte Resultat)

ClDivyy (X1) ® ClDivyy(X2) = ClDivyy (X1 x X2) .
Was gilt fiir Cartierdivisoren?

Aufgabe 15.3 Man berechne die Weil- und Cartierdivisorenklassengruppen fiir folgende tori-
sche Varietdten:

i) fiir die affine Varietdt X, zum dreidimensionalen Kegel mit quadratischer Grundfliche o
(vgl. 3.11).

i) fiir die vollstindige Varietit X op zum Wiirfel P im IR® mit Ecken (£1,=+1,41). Dabei
sei NV das von den Ecken des Wiirfels erzeugte Untergitter des 73.

Aufgabe 15.4 In Figur 5.5. wurde eine reguldre Unterteilung des Tetraeders angegeben, deren
zugehoriger Facher A nicht polytopisch ist. Man berechne ClDivg(Xa).

Aufgabe 15.5 Es sei P := konv((a,b) € IR?;a,b € {0,+1}). Fiir den vom Polytop P + e in
R2 x IRe = IR? erzeugten Ficher A bestimme man XA und ClDivyy (XAa).

Aufgabe 15.6 Es sei A := S(keg(e1,e2,e3 — e3),keg(ea, e3 — e2,e3 — e1)) im IR3. Man
bestimme X A und seine Divisorenklassengruppen.

Aufgabe 15.7 Es bezeichne A den Ficher zum deformierten Wiirfel im R? aus Figur 5.9.
Man berechne ClDivc(Xa) und vergleiche dies mit der Picardgruppe zum Standardwiirfel.



16. Projektive torische Varietéten

Mit Hilfe strikt konkaver Trégerfunktionen, die gerade den amplen Divisoren entspre-
chen, werden die projektiv algebraischen unter den torischen Varietdten charakterisiert.
Zur Vermeidung von fiir uns iiberfliissigen technischen Komplikationen betrachten wir
im ganzen Paragraphen nur ,,volldimensional erzeugte“ Facher A, was durch die Bedin-

gung
(16.0) AmSE = AP

charakterisiert wird.

Jedem invarianten Cartierdivisor D in X = X hatten wir geméfl 14.11 wie folgt
eine Tragerfunktion hp zugeordnet: Ist D|x, = x "o fir o € A", so ist

(16.0.0) hp = (Ug)oean und D = Y —hp(v,)V, .
pEAL

Dem entspricht ein konvexes M-Polyeder

(16.0.1) Pp = {u€ Mg; u>hp auf |Al}

oder

(16.0.2) Pp = m{UEMIR; (u—uqs,0) >0} = m(av-l-ug) :
ocEAT N

Wir erhalten aus hp(v,) = —ord D]y, wegen der stiickweisen Linearitét von hp

(16.0.3) Pp = {ue Mp; (u,v,) > —ordDly,,V p € A}

16.1 Beispiele 1) Fiir 0 := keg(e) ¢ IR' und den Divisor D := V, — X, ist das
Polyeder Pp = [—1, oo unbeschrankt.

2) Fiir den Divisor Dy — 1P, aus Beispiel 14.12 gilt

Pp, = {u:(ul,...,un)eR"; u; > 0, Zuigl}.

Beweis 1) Ersichtlich ist hp = —f € M = IR.
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€9 ¢

€1

FIGUR 16.1 Pp, zu Do — IP, fiir n = 2,3

j=0
J#0
und damit f; € Pp, geméaf (16.0.3). Also liegt auch deren konvexe Hiille in Pp,. Ist
umgekehrt u|y, > hpls,, so folgt mit j = 0 zunéchst u; = u(e;) > hp(e;) = 0 fiir
it =1,...,n; fiir j # 0 ergibt sich

—u() e) = u(v) > hp(vg) = fi(vg) = —1,
alsou(d e;)=>u; <1l.m

Aufgabe 16.1 Man verifiziere fiir D, D’ € Divg(X) und a € N_o:

2) Aus der Beziehung hp,|,, = f; fiir ¢ # 0 ergibt sich (f;,v;) = {(;1,

i) P,p =aPp,
ii) Pp+Pp: C Ppypr,

111) PD—I—diVXu :PD —Uu.

16.2 Satz Fiir einen invarianten Cartierdivisor D gilt:

Op(X) = P c-x*.

uePpNM

Beweis Aus |D| C X \ T folgt, dafl jedes f € Op(X) = {f € R(X);divf+ D > 0}
auf T regulér ist, also in O(T) = @, C - x" liegt. Setzen wir noch

Dix, =: D, =: divyx “°,
so gilt des weiteren Op(X) =(,ca» Ob, (X,) und
Op,(Xo) = {f € R(X);div(f x™")|x, = 0} .

Wihlt man fiir f € Op,_ (X, ) eine Darstellung f = > a,x" geméf 14.4, so gilt folglich
(u—ug)[s > 0, also 1dBt sich Op(X,) nach (16.0.2) mit P, crnp, C-x* identifizieren.
Aus Pp =) P, folgt damit die Behauptung. m

Das folgende Resultat haben wir fiir vollstindige Fécher bereits in Aufgabe 5.14
vorbereitet:

ocEA™
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16.3 Satz Ist der Féacher A nicht in einem Halbraum von V enthalten und ist
D € Divg(X A), so ist Pp kompakt und damit ein Polytop. Weiter hat der komple-
xe Vektorraum Op(Xa) die Dimension #(Pp N M).

Beweis Essei D =) a,V,. Nach Konstruktion ist Pp Durchschnitt von Halbrdumen:

Pp = m{u, (u,vp) > —a,} .

peEAT

Da die Vektoren v, € A! iiber IR>o den ganzen Raum IR" erzeugen, ist dieser Durch-
schnitt beschrankt und damit kompakt. Die Dimensionsaussage ergibt sich aus 16.2. =

16.4 Beispiel Essei X = IP, mit Gitter Z2 ¢ IR%. Als darstellenden Ficher A wiihlen

wir wieder den von

U1 = €1, U2 =€2, U3 = —€ — €2

erzeugten vollstandigen Facher. Dann ist Op, (IPy) = O(—1)( ) fiir Dy := —V (1P2; Tp)
ein dreidimensionaler, von {T;/Ty;i = 0, 1,2} erzeugter Vektorraum.

Beweis Geméfl 16.3 haben wir zunéchst die Zahl #(Pp, N M) zu bestimmen. Nach
Figur 16.1 ist das gerade 3. Fiir ein explizites Erzeugendensystem verwenden wir 15.10:

Opy () = {f € C(TRy); divfzdivTiO}.

Ist nun f = P/Q € Op,(IP) C C(IP) eine teilerfremde Darstellung durch normierte

homogene Polynome gleichen Grades, so ist () wegen der Divisorungleichung Teiler von
Ty, also 1 oder Ty. Daher kommen hochstens die angegebenen Erzeugenden in Frage. m

Fiir die Charakterisierung spezieller Cartierdivisoren kommen wir nun auf die
Tragerfunktionen zuriick und erinnern an folgende Definition sozusagen ,,superlinearer®
Funktionen:

16.5 Definition Fine Funktion h: A — IR auf einer konvexen Teilmenge A von V'
heiBt konkav, wenn fiir alle t € [0,1], v,w € A gilt

(16.5.1) h(tv+ (1 —t)w) > th(v)+ (1 —t)h(w) .

16.6 Beispiel Fiir den von v; = e; und vy, = —e; aufgespannten Féacher A im R mit
XA = 1P sei D :=a1V| + as¥h mit a; € Z. Die zugehorige Tragerfunktion

—a1x, x>0
—asx, <0

hp:z — {
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FIGUR 16.2 Graph von hp zum Beispiel 16.6

ist genau dann konkav, wenn a; > as ist.

Beweis Bezeichnet u(a): R — IR, x — a - x die Multiplikation mit a € IR, so ist
hp ersichtlich genau dann konkav, wenn dies auf hp + p(aq) zutrifft; letzteres ist mit
a1 — as > 0 gleichbedeutend. »

Allgemeiner kénnen wir uns den Graphen eines konkaven hp wie in Figur 16.3

zeltformig vorstellen:

16.7 Konkavitiatskriterium In der Darstellung h = (u,)sean fiir eine Tragerfunk-
tion h: |A| — IR sind dquivalent:

1) h= min u,:
) min v

2) h(v,) < uy(v,) fiir alle o € A™, p € Al;
3) h < u, fiir alle c € A™, d.h., fiir alle 0 € A™ ist u, € Pp.
Ist |A] konvex, so sind diese Eigenschaften &dquivalent zu:
4) h ist konkav, erfiillt also Bedingung (16.5.1).
Beweis Die Behauptungen 1) = 3) = 2) sind trivial. Fiir die Aussage 2) = 3) seien

o € A" und v € [A|. Fiir v € |7 mit 7 € A" existiert eine Darstellung v =3 1 t,v,
mit ¢, > 0. Damit gilt

h(v) = u,(v) = Z tour(v,) = Z toh(v,) < Z toue(v,) = ug(z tpvp) = ug(v) .

SchlieBlich ist 3) = 1) evident, denn es gilt einerseits A < minu,, andererseits aber
hle = Ug|o-
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02

01

FIGUR 16.3 Graph eines konkaven hp.

Der Teil ,1) = 4)“ folgt daraus, dafl das Minimum konkaver Funktionen konkav ist.
Zu ,4) = 2)“: Es seien 0 € A" und p € Al. Fiir p € o' gilt h(v,) = u,(v,). Andernfalls
withlen wir ein v € ¢° und dazu ein ¢ €]0, 1] mit tv, + (1 — t)v € o. Nach Ubergang
zur ebenfalls konkaven Funktion h — u, diirfen wir u, = 0, also h|, = 0 voraussetzen;
damit erhalten wir

0 = h(tv, + (L —t)v) > th(v,) + (1 —t)h(v) = th(v,) +0,

i.e., h(v,) <0, und 2) ist erfiillt.
Damit konnen wir fiir Tragerfunktionen den Begriff der Konkavitét erweitern:
16.8 Definition FEine Trigerfunktion hp zu einem invarianten Cartierdivisor D heif3t

konkav, wenn sie die Bedingung hp = mirAl u, erfiillt.
uo'e n

16.9 Lemma Ist die Trigerfunktion hp = (uy)scan zu einem invarianten Cartierdi-
visor D konkav, so liegt der Schnitt x"e in Op(Xa) und hat auf X, keine Nullstelle.
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Beweis Fiir jedes o € A" gilt u, € Pp N M nach 16.7 3) und damit nach 16.2

X's € Op(X) = P C-x"

uePpNM

Dem Schnitt x"< entspricht in der Trivialisierung von Op mit u(x ") auf X, nach
(14.5.2) die Funktion 1; er hat also auf X, keine Nullstelle. m

Fiir eine torische Charakterisierung konkaver hp benétigen wir zusétzlich folgenden
Begrift:

16.10 Definition FEin Geradenbiindel L iiber X wird ,von globalen Schnitten erzeugt®,
wenn zu jedem x € X ein globaler reguldrer Schnitt s in £ mit s(z) # 0 existiert.
Entsprechend nennen wir die zugehorige Garbe O, ,von globalen Schnitten erzeugt®.

Damit wird O, genau dann von globalen Schnitten erzeugt, wenn fiir jedes x € X
ein globaler Schnitt s € O, (X) existiert mit Oz , = O, - s. Dabei reichen fiir ein von
globalen Schnitten erzeugtes £ bereits endlich viele Schnitte aus: Ist s(x) # 0 fiir ein
x € X, so gilt dies in einer ganzen Zariski-offenen Umgebung von z.

16.11 Satz Der Fécher A sei volldimensional erzeugt. Ist D ein invarianter Cartierdi-
visor in XA, so wird Op genau dann von globalen Schnitten erzeugt, wenn hp konkav
ist.

Beweis Fiir 0 € A" sei D|x, = div x "°. ,<* Es sei hp konkav. Nach 16.9 hat
X" € Op(Xa) auf X, keine Nullstelle.

»= Wir verifizieren Kriterium 3) in 16.7, zeigen also u, € Pp fiir jedes o €
A™. Im zugehorigen Fixpunkt x, hat nach Voraussetzung wenigstens ein Schnitt aus
Op(X) =@.ucpynar € x* keine Nullstelle; ohne Einschrinkung sei er von der Form
X" fiir ein w € Pp N M. In der Trivialisierung von Op auf X, mit u(x ") entspricht
ihm die Funktion x“~% mit x* % (x,) # 0. Damit enthilt divy“ % fiir kein p € o
den Divisor V,. Also gilt (v — us,v,) = 0 fiir diese p, und damit stimmen u und u, auf
o =keg({p € o'}) iiberein. Aus dimo = n folgt u, =u € Pp. =
Aufgabe 16.2 Fiir einen invarianten Cartierdivisor D mit kompaktem Pp werde Op von

globalen Schnitten erzeugt, ferner gelte S C Pp N M. Man zeige, dafl {x“;u € S} genau dann
Op global erzeugt, wenn die Eckpunktmenge Pg in S enthalten ist. Zudem gilt

PP = {us;0 € A"} .

Es seien nun y"°, ..., x%" globale Schnitte in Op fiir einen invarianten Cartierdi-
visor D in der torischen Varietdt X a. Beziiglich einer Trivialisierung von Op auf einer
affinen Karte X, wird damit ein Morphismus

(16.11.1) 0o: Xy — CM 2 (U0 (2), ..., X" ()

definiert; geht man zu einer anderen affinen Karte X iiber, so unterscheiden sich ¢, und
@, durch Multiplikation mit einem g,, € O*(X,,). Setzen wir nun zusétzlich voraus,
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daB Op von diesen globalen Schnitten erzeugt wird, so bildet jedes ¢, nach (C""1)* ab,
und wir erhalten mit dem selben Symbol bezeichnete Morphismen ¢,: X, — IP,.. Fiir
o € A" und D|x, = divx~"“" mit einem u, von den u; kénnen wir auch

(16.11.2) Yo: Xo — Py, x+— [Xuo—wr (), ... 1, e (:C)}
schreiben. Die ¢, setzen sich zu einem globalen Morphismus
P X = By @ [Y0 (@), X" ()]

zusammen, weil beim Kartenwechsel die Schnitte mit Funktionen g,, € O*(X,n,) mul-
tipliziert werden. Durchlaufen die u; gerade die u, fiir 0 € A™ (vgl. Aufgabe 16.2), so
verwenden wir die Bezeichnung

ep: X — P, =[x (2),...,x" (2)] .

Wenn Op fiir volldimensional erzeugtes A von globalen Schnitten erzeugt wird,
liegt fiir jedes 0 € A™ das zu hp gehorige u, nach 16.11 in Pp N M. Aus 16.9 folgt

(16.11.3) op(X,) € P\ V(z) = (IB).. = C,

wenn man mit z, die zu u, gehérige homogene Koordinatenfunktion im IP, bezeichnet.

16.12 Definition FEine Trégerfunktion h = (u,)sean auf einem volldimensional er-
zeugten Fécher A heile A-streng konkav, wenn h(v) < u,(v) fiir alle v € |A|\ o gilt.

16.13 Lemma Der Fécher A sei volldimensional erzeugt. Es sei D ein invarianter
Cartierdivisor in X a, fiir den Op von globalen Schnitten erzeugt ist. Dann sind folgende
Bedingungen dquivalent:

1) Fiir alle o0 € A™ ist @Bl((IPT)ZU) = Xy;
2) hp ist A-streng konkav.
Beweis Nach (16.11.3) ist in 1) nur die Inklusion ,, C “ zu untersuchen.

2) = 1) Wir wihlen ein 0 € A" und ein z € o5, ((IP,)2, ), ie., ¢p(z) € (IP).,.
Dann existiert ein o/ € A™ mit x € X,/. Falls z € T, so ist 0 = ¢’ wihlbar und damit
z € X,. Andernfalls existiert ein p € (¢/)! mit z € V,. Damit gelte ohne Einschrinkung
x = x,. Nun ist nach (16.11.2)

ep(Tp) = [...,X
und es gilt
(16.13.1) x" "' (z,) =0 <= (Us — U, Vp) >0 = ux(v),) > U (v,) = hp(vy) ;

die erste Aquivalenz besagt niamlich gerade, da8 V, in div x*s "%’ mit positiver Viel-
fachheit auftritt. Nach Wahl von x = =z, ist jedoch x"* %' (z,) # 0 und damit
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us(v,) = hp(v,). Aus der vorausgesetzten strengen Konkavitét von hp folgt v, € o,
also p C o und damit z, € X,.

1) = 2) Zu zeigen ist, daB u,(v,) > h(v,) falls v, ¢ o, oder, nach (16.13.1), da8
X% % (x,) = 0, falls v, € ¢’ \ 0 mit ¢’ € A™. Letzteres ist gleichbedeutend mit
¢p(x,) ¢ (IP.),, . Dies trifft nun zu, weil nach Voraussetzung xz, nicht in X, liegt.

Am interessantesten ist die Situation, wenn der Morphismus ¢p eine (abgeschlos-
sene) Einbettung ist:
16.14 Lemma Die Varietdt X sei vollstéindig, und D sei ein invarianter Cartierdivisor
auf Xa. Dann sind dquivalent:
1) Die Abbildung ¢p existiert und ist eine Einbettung;
2) «a) hp = (ug)sean ist A-streng konkav;
B) fiir alle o € A™ gilt S, = (u — ugs;u € Pp N M).
Beweis Wir verwenden das Einbettungskriterium aus [AG, Bem. 3.36], nach dem

¢p genau dann eine Einbettung ist, wenn alle wgl((IPT)ZU) affin und die zugehorigen
Komorphismen

O(ep' ()=,) — O((P)s,)

surjektiv sind.

Fiir jedes 0 € A™ benutzen wir den Komorphismus zu (16.11.3)

* < Zr Ug—Ugs Upr—Us _
(00) ;@[—0 —} — Cly™ UL ] C C[X,] = C[S,].

Y
Zo Zo

Er ist genau dann surjektiv, wenn S, von den u — u, mit u € Pp N M erzeugt wird.

1) = 2): Es sei 0 € A". Nach dem Einbettungskriterium ist 5" ((IP.),, ) eine
affine torische Varietét, die X, enthélt. Weil ¢ maximal ist, gilt das auch fiir X, also
haben wir eine Mengengleichheit. Damit ist zunéchst Bedingung 1) in 16.13 erfiillt, und
hp ist folglich A-streng konkav. Aus der Surjektivitéit von (¢, )* ergibt sich, dafl S, von
der verlangten Form ist.

2) = 1): Wiederum aus 16.13 folgt, daB jedes o5, ((IP,).,) = X, affin ist. Die Sur-
jektivitiat von (¢,)* folgt aus der Voraussetzung iiber S,; damit sind die Bedingungen
des Einbettungskriteriums erfiillt. m

16.15 Beispiele a) Fiir N = Z? ¢ IR? und den von
U1 =¢€1, V2=¢€2, Uz3=—€, Us=—€2

erzeugten vollstindigen Ficher A in IR? ist XA = IP; x IP;. Fiir D := V; + V, mit
o; = keg(vj,vj11) und V; :=V,  enthilt

Pp = {u; (u,e1) > —1} N {(u, (u,e9) > —1} N {u; (u, —eq) > 0} N {u, (u, —eq) > 0}
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(u.e1) > 1 (4, —e1) > —1

FIGUR 16.4 Das Polytop Pp zu D =V +Vy in IP; x IP;

genau vier Gitterpunkte, vgl. Figur 16.4
Die Bedingung 16.14 2) ist erfiillt: Ersichtlich ist hp A-streng konkav. Weiter sei
o; = keg(v;,v;41). Dann ist u,, = —(1,1) und

501 = Nfl +Nf2 = N- ((07_1) _U’O'l) +N- ((_LO) _u(Tl) :
Der Graph von hp ist in Figur 16.5 abgebildet. — Entsprechend behandelt man
die anderen Kegel.

Damit 148t sich die Einbettung ¢p: IP; x 1P, — IP; wie folgt beschreiben: In ma-
thematisch positiver Orientierung der Punkte von Pp N M, beginnend mit 0, ist
Ooy ([1 by, 1, %l]) =11, TRl 5] und damit

’a

ch([a,b],[c,d]) = [bd,ad,ac,cb] =: [z, 21,22, 23] ,

so daBB pp(IP; x IP;) die singularitétenfreie Quadrik V (1Ps; TyTs — T17T3) ist.

b) Fiir D = Vi +V; ergibt sich mit #hnlichen Uberlegungen Pp = {[~1,1]x{0}} ¢ IR?.
Dies und der zugehorige Graph von hp ist in Figur 16.6 dargestellt.

Die Bedingung 16.14 23) ist nicht erfiillt: Es ist u,, = (—1,0), und S,, enthélt fs,
das nicht in Pp N M —u,, liegt. Entsprechend ist pp: IP; x IP; — IP; von der Form

([a, 0], [c,d]) = [a®, ab,b?],
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FIGUR 16.5 Graph von hy, 1y, zu V1 x Vo in 1Py x 1Py

—e1 |0 e1

Ug

Ugy

FIGUR 16.6 Py, 4y, und hy, 1y, zu V1 + V3 in IP; x 1P

also pp(IPy x Py) = V(IP; TyTy — T?) eindimensional.

Aufgabe 16.3 Fiir einen invarianten Cartierdivisor D zeige man:

1) codimpy, Pp ist die Dimension des maximalen linearen Unterraumes des Graphen I'(hp).
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2) Ist hp = (uo)oean A-streng konkav, so ist dim Pp = n, und die Eckpunkte von Pp sind
genau die us € M mit o € A",

(Fiir 16.18.)
Damit konnen wir zwei neue Klassen von Divisoren einfithren:

16.16 Definition Fin invarianter Cartierdivisor D heifle
— sehr ample, wenn @p eine Einbettung ist;

— ample, wenn ¢D fiir ein ¢ € N sehr ample ist.

Mit ¢D ist auch (¢ 4+ 1)D sehr ample: Statt der Abbildung ¢p, die iiber die Ex-
tremalpunkte gebildet wird, kann man gleichwertig eine Abbildung betrachten, deren
Komponenten aus allen Gitterpunkten in Pp gebildet werden. Daher entsteht ¢,y 1)p
aus ¢p im wesentlichen durch Hinzunahme weiterer Komponenten. Nach 16.14 ist D
genau dann sehr ample, wenn hp = (uy)scan A-streng konkav ist und S, fiir alle
o€ A" von Pp N M — u, erzeugt wird.

16.17 Satz Die Varietdt X a sei vollstidndig und D ein invarianter Cartierdivisor. Dann
ist D genau dann ample, wenn hp A-streng konkav ist.

Beweis Aus hyp = ¢hp fiir £ € N geméfl Aufgabe 16.1 folgt, dal hp genau dann streng
konkav ist, wenn dies fiir hyp zutrifft. Mit 16.14 ergibt sich daraus unmittelbar ,,= “.

»,<=“ Nach Lemma 16.14 geniigt es, eine positive natiirliche Zahl ¢ zu finden, mit
dem fiir hyp = (£ - ug)yean und alle o € A™ gilt:

(16.17.1) Se = (u—Ltus;u€ PopNM) .

Fiir festes 0 € A™ sei v’ € Sy, i.e., u/|; > 0. Wir suchen ein ¢ mit v’ € P;p N M — lu,.
Zunichst gilt fiir ein £ € Ny und a, := —hp(v,):

u +luy € Pop = {u€ Mg;(u,v,) > —la,, ¥V p¢€ Al}
= (W, v,) +luy,v,) > —La,, ¥ pe A
= ((ug,vp) +a,) > —(u,v,), Vpe A .

Fiir p C o ist diese Bedingung wegen v’ € S, und u, € Pp fiir alle ¢ erfiillt; fir p Z o
ist
(Ug,v,) > hp(v,) = —a,, also (us,v,) +a, > 0

und damit die Bedingung fiir alle groflen ¢ erfiillt. Da S, endlich erzeugt ist, existiert
ein ¢, das fiir alle v’ die Bedingung erfiillt, soda8 fiir S, die Darstellung (16.17.1) gilt. =

Aufgabe 16.4 Man zeige fiir einen amplen Divisor D in einer vollstdndigen torischen Varietét
X:

i) Fiir n = dim X ist der Divisor nD sehr ample.

ii) Ist X regulir, so ist D sehr ample.
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In 5.21 hatten wir einem n-dimensionalen M-Polytop P in V* mit Eckpunktmen-
ge PY = {u1,...,u,} einen Fécher Ap und damit eine torische Varietit Xp = Xa,
zugeordnet. Weiter gehort zu P eine (als Minimum linearer Funktionen konkave) Trager-
funktion

16.18.1 hp := mi = i

o151 PSR = R

wobei die letzte Gleichung leicht zu verifizieren ist: Es sei u = ) j tju; € P mit t; >0,
>it; =1und u; € PY. Zu gegebenem v € V sei etwa uj(v) = min; u;(v). Dann ist
ersichtlich u(v) > uq(v) und damit hp(v) = up (v).

Nach 14.11 bestimmt hp einen invarianten Cartierdivisor Dp mit hp = hp,.

16.18 Lemma 1) Fiir ein n-dimensionales M-Polytop P in V* ist der Divisor Dp
ample, und es gilt Pp, = P.

2) Ist A ein vollstdndiger Féacher und D ein ampler invarianter Cartierdivisor in X,
so ist
Ap, = A.

Beweis In 5.23 haben wir eine Bijektion

PO L (Ap)r, w0y = {veV;(vu) = ggg(ﬂw}

etabliert.

1) Damit gilt o; := {v € V;(v,u;) = h(v)}, und insbesondere ist hly, = u;|s,, s0
dal h beziiglich Ap (stiickweise) linear ist. Da alle u; paarweise verschieden sind, ist
h = (uo,)i=1,....r sogar Ap-streng konkav, und Dp ist nach 16.17 ample. Weiter folgt
aus Aufgabe 16.3 2)

Pp, = konv(ui,...,u,) = P.

2) Es sei Pp C V* das Polytop zu D. Dann ist die Tragerfunktion hp = (ty)sean
zu D nach 16.17 Ap-streng konkav, also Pp nach Aufgabe 16.3 1) volldimensional;
insbesondere ist Ap, vollstindig. Zu o € A" existiert also ein o; € AL mit dim(o N
o;) = n. Esist 0 = 0; zu zeigen. Mit (Pp)® =: {u1, ..., u,} sind wie oben die maximalen
Kegel von Ap, von der Form o, := {v € V;(v,u;) = mingep,(v,u)}. Aus (16.18.1)
erhalten wir

oi = {veVi{v,u) =hp(v)}.

Aus Uy |one; = ADlone; = Uilono,; folgt zunédchst u; = u,; weil alle u; paarweise ver-
schieden sind, liefert dies o C ;. Weil hp sogar Ap,-streng konkav ist, sind auch alle
u, paarweise verschieden, und es folgt o = o;. =

16.19 Korollar Fiir eine vollstdndige Varietédt XA sind folgende Bedingungen dqui-
valent:

1) Xa ist projektiv algebraisch.
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2) Es gibt eine A-streng konkave Tréagerfunktion auf A.
3) A ist polytopisch.

Beweis ,1) = 2)“ Wir fixieren eine dquivariante Einbettung ¢: X < IP. mit » minimal.
Fir H := V(IR 20) ist p.On|x = xOxnm, und mit dem Cartierdivisor D := X N H
in X gilt

OD(X) = C[TJ/T(),] = O, .. .,T] N
weil wegen der Minimalitdt von r die Erzeugenden T; /T, in R(X) linear unabhéngig

sind, vgl. auch 16.4. Damit ist ¢p nach Konstruktion gerade + und D sehr ample, nach
16.14 ist hp also A-streng konkav.

»2) = 1)“ Ist hp die Trigerfunktion, so ist D nach 16.17 ample, also liefert ¢;p
fiir hinreichend grofles ¢ eine Einbettung in einen projektiven Raum.

»2) = 3)“ Bezeichnet D den geméfl 14.11 zur gegebenen Tragerfunktion h = (u,)
gehorigen (amplen) invarianten Cartierdivisor, so ist Pp nach Aufgabe 16.3 ein n-
dimensionales Polytop mit Ecken u,. Aus 16.18 2) folgt A = Ap,.

»3) = 2)“ Ist A = Ap, so sei Dp der gemif 16.18 zu P gehorende ample Divisor
mit Tragerfunktion hp,. Nach 16.17 ist diese A-streng konkav. m

Da jeder zweidimensionale vollstdndige Facher polytopisch ist, folgt damit:

16.20 Korollar Fiir n < 2 sind die Bedingungen ,vollstindig® und ,projektiv alge-
braisch®“ an XA dquivalent. m

Dies gilt ab n = 3 nicht mehr, wie folgendes Beispiel in Figur 16.7 fiir eine glatte
vollstindige Varietéit ohne streng konkave Tréagerfunktion illustriert:

16.21 Beispiel Es sei P ein Polytop im V* = IR?, das (bei geeigneter Wahl der
Eckpunkte ¢ := v;) aus einem Tetraeder mit 0 im Innern, Basis 1,2,3 und Spitze 4
entsteht, indem die Seitenmitten 5 von 14, 6 von 24 und 7 von 34 sowie die Kanten

16, 27, 35, 56, 67, 75 hinzugefiigt werden, vgl. Figur 5.5.

Angenommen, fiir den von P erzeugten Fécher A existiert eine A-streng konkave Tréger-
funktion h. Dann folgt aus vy + vg = vy + v5 mit o := keg(vy, vs, vg):

h(v1)+h(vg) = h(vi+vg) = h(va+v5) = Uy (V2 +v5) = Uy (V2) + 1y (v5) > h(vy) +h(vs).

Analog findet man
h(vs) + h(vs) > h(v1) + h(v7)
h(Uz) + h(v7) > h(v;),) + h(UG) .
Eine Addition der drei Ungleichungen ergibt einen Widerspruch. =

Aufgabe 16.5 Ist A vollstdndig und hochstens zweidimensional, so ist jeder ample invariante
Cartierdivisor in XA sehr ample.

Aufgabe 16.6 Es sei ¢: X — IP;5 eine iiber den vier Koordinatenebenen verzweigte zweiblétt-
rige Uberlagerung. Dann ist der Verzweigungsdivisor in X ample, aber nicht sehr ample.
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1

FIGUR 16.7 Reguldrer Facher ohne streng konkave Trigerfunktion

Kleines Worterbuch § 16

#(Pp N M) dimg Op(Xa)

hp ist konkav Op ist von globalen Schnitten erzeugt
A ist polytopisch X ist projektiv algebraisch

hp ist A-streng konkav D ist ample

hp A-streng konkav, So = Pp " M — ugs D ist sehr ample



Kapitel V
Chowgruppen und Kohomologie

In diesem Kapitel werden wir die Divisorenklassengruppen und insbesondere die
Schnittheorie vom Fléichenfall auf simpliziale Féacher, d.h. auf torische Varietéten iiber-
tragen, die héchstens Quotientensingularitdten haben. Damit kommen wir zu den Chow-
gruppen bzw. Chowringen, die anschlieend im Satz von Jurkiewicz-Danilov kohomolo-
gisch interpretiert werden. Es schlieflen sich Hinweise auf die effektive Berechnung der
ganzzahligen Homologie mit abgeschlossenen Tréagern an.

17. Chowgruppen

Fiir einen Cartierdivisor D auf einer algebraischen Varietdt X und eine irreduzible Un-
tervarietéit V von X 148t sich ein Schnittzykel D-V als Weildivisor auf V leicht definieren,
wenn D NV nur glatte Punkte von X enthélt und D und V sich transversal schneiden
(i.e., alle Durchschnitte T,, D N'T,,V von Tangentialriumen in 7T, X die theoretisch mini-
mal mogliche Dimension annehmen); dann gestattet D -V eine rein mengentheoretische
Beschreibung. Liegen in D NV Singularitdten von X, so kommen Vorfaktoren hinzu;
ist der Durchschnitt nichttransversal, so hilft nur der Ubergang zu den jeweiligen ratio-
nalen Aquivalenzklassen. — Mit Hilfe der Schnittheorie beweisen wir ein Kriterium fiir
ample Divisoren (Nakai-Moishezon); weiter geben wir geometrische Erzeugende fiir die
Chowgruppe an und beschreiben den Chowring.

A. Schnittzykel D -V

a) Es sei D € Divg(X) ein Cartierdivisor, und es bezeichne [D] = > a;D; mit Prim-
divisoren D; den assoziierten Weildivisor; weiter sei V < X eine irreduzible Unterva-
rietdt. Wir fordern, dafl V' von D ,eigentlich geschnitten wird, also V' nicht im Trager
Dl =, 20Di von D enthalten ist. In diesem Falle definiert man folgenden Schnittzykel

D-V = [Dly] :

Sind f; € R(U;) lokale Gleichungen fiir D auf der offenen Uberdeckung (U i)jes von X,
so ist der Cartierdivisor Dy auf V' durch die lokalen Gleichungen f;|y € R(U; NV)
gegeben.
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Im torischen Fall 148t sich der Schnittzykel invarianter D und V, — invariante
irreduzible abgeschlossene Untervarietéiten sind nach 7.7 von der Form V, mit o € A
— auch fiir nicht simpliziales A wie folgt beschreiben: Ist

(17.1.0) D = Y a,V, € Divg(Xa),
peEAT

so bedeutet V, ¢ |D|, dal D|y, ein invarianter Cartierdivisor auf V, ist. Da V, eine
torische Varietdt zum Ficher A/o beziiglich des Gitters N/o = N/(N Nlino) ist (vgl.
7.14), existiert eine Darstellung

(17.1.1) DV, =Y bV,

o<17

deren Vielfachheiten b, zu bestimmen sind. Mit K (v\ o) bezeichnen wir dazu die Menge
aller Kanten aus v! \ o!. Das Gitter N, /N, ist eindimensional; ist e. ein Erzeugendes
(oder ein Représentant davon), so hat v, fir p € K(v\ o) die Gestalt v, = s,e, mit
s, € Z. Wir wihlen e so, daf§ alle s, positiv sind.

FIGUR 17.1 0 <1 v

17.1 Lemma Fiir jedes p € K(v\ o) gilt by = a,/s, in (17.1.1).

Beweis Zum Cartierdivisor D gehort eine Tragerfunktion hp mit folgender Eigenschaft:
Ist 0 <1 vy und hply =: u(y) € M/M(v), so gilt

(W), = —a, fir pert

und damit D = div xy %) auf X.,. Weiter ist u(7)|, = 0, also u(y) € M(c)/M(v), denn
andernfalls existierte eine Kante p € o' mit u(y)(v,) = —a, # 0, d.h. mit V, C |D|; aus
Vo, C V,, resultiert ein Widerspruch zur Voraussetzung V, ¢ |D|. Nunist Vo = (J,_, B~

nach 7.7 und x %) eine rationale Funktion auf B, ; weiterhin ist V., = Ekeg(ew) mit dem
primitiven Vektor e, geméf der Konstruktion in 7.14. Also folgt einerseits

by = (=u(y),ey) -
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Andererseits gilt fiir p € K(v\ o) wegen u(y) € M(o)/M(y) C M/M(~):
a, = (—u(y),v,) = (—u(v),spey) = sp(—u(y),ey) = Spby. m

Setzen wir nun der Einfachheit halber voraus, daf§ A in Teil a) simplizial ist.

17.2 Beispiel Ist der Primdivisor D, := V, fiir ein p € A! ein Cartierdivisor, schneiden
sich D, und V,, eigentlich und ist v := keg(c, p) ein regulérer Kegel, so ist der Schnitt
transversal, und es gilt

D, -V, = {DPHVU:V7, falls v € A

0 sonst.

Beweis Zunichst sei v nur simplizial. Aus V, = |J,_. B, und D, = UHT]B%T folgt
ersichtlich, daf8 die Bedingung ,V, ¢ |D,|“ zu ,p A o dquivalent ist. Somit erhalten
wir

falls y € A

sonst.

(17.2.1) D,NV, = |JB, = {8’%

Y<T

Fiir den Nachweis der ,, Transversalitdtsbedingung®, daf} alle a, den Wert 1 haben, seien
ohne Einschrankung A = &(v), ferner sei v reguldr und volldimensional; wir setzen
o =keg(e,...,en—1) und p = keg(e,,). Dann ist

v, = {(0,...,0)} ¢ X, = C"

und D, NV, = (C"' x 0)N (0 x C). Weil Xa glatt ist, gilt N, = N, @ Z (), Wobei
wir mit p(vy) das einzige Element von K (v \ o) bezeichnen. Damit ist s,,) = 1, also
b, =1 gemé&f 17.1. Somit folgt die behauptete Formel fiir D, - V,. m

17.3 Beispiel Ist der Primdivisor D, fiir ein p € Al ein Cartierdivisor und schneiden
sich D, und V,, eigentlich, so gilt mit v := keg(o, p) und den Multiplizitdten m, und
My

(17.3.1) D,V = { ms ¥y, fallsyeA

0 sonst.
Beweis Nach (17.2.1) geniigt es, die Vielfachheit von V. in D, -V, zu bestimmen.
Es seien wi,...,w, primitive Kantenvektoren mit ¢ = keg(ws,...,w,), ferner gelte
N, = N, @ Ze,. Wir setzen in den Bezeichnungen von 17.1 v := v, und s := s,, so dafl

v = sey mod N, gilt. Damit ist
my = [Ny :lin(wy,...,w,v)] = [(No ®Zey): (lin(ws, ..., w,) ®ZLsey)] = my-s.m
17.4 Bemerkung Im allgemeinen ist im simplizialen Facher A nicht D, selbst ein

Cartierdivisor, sondern nur ein geeignetes ganzzahliges Vielfaches aD,, vgl. 14.8. Wenn
sich D, und V, eigentlich schneiden, kann man aber immer noch durch

1
Dp . Vo- = E(CEDP) : Vo-
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einen Schnittzyklus einfithren, wobei man allerdings rationale statt ganzzahliger Koeffi-
zienten zuzulassen hat. Wir werden die technischen Einzelheiten zu dieser naheliegenden
Verallgemeinerung nicht ausfiihren.

Durch Induktion ergibt sich damit aus (17.3.1) unmittelbar folgende Aussage:
Fiir paarweise verschiedene Primdivisoren Dq,..., D, zu primitiven Kantenvektoren
v1, ..., 0. aus dem simplizialen Facher A ist (mit Wert 0 fiir keg(vy,...,v,) ¢ A)

A 1
(17.3.2) Vieg(uy,owy =[|Dj md Dy-...-Dp = ——— Vit o) -

]:1 mkeg(vlr"av’r)

b) Wir lassen nunmehr fiir einen Cartierdivisor D und irreduzibles V — X zu, daf
sich D und V' nicht eigentlich schneiden. Es bezeichne Ch;(X) fiir eine n-dimensionale
algebraische Varietit X die j-te Chowgruppe und

Ch, (X) := éChj(X).

Die Gruppe Ch;(X) ist nach Definition die von den irreduziblen j-dimensionalen Un-
tervarietidten erzeugte freie abelsche Gruppe Z;(X) modulo der Untergruppe, die von
Zykeln der Form div(f), f rationale Funktion auf einer (j 4 1)-dimensionalen Unterva-
rietdt von X, erzeugt wird. Wir nennen zwei Zykel rational dquivalent und schreiben
Z1 ~ Zo, wenn sie die gleiche Klasse in der Chowgruppe représentieren.

17.5 Beispiele 1) Ch,(X)=7-X.
2) Ch,,_1(X) = ClDivy, (X).

e - {8 170

Beweis 1) folgt daraus, dafl X irreduzibel ist. 2) ergibt sich unmittelbar aus der
Konstruktion. Aussage 3) ist evident fiir n = 0. Der allgemeine Fall ist eine Konsequenz
aus folgendem Satz [Fu, 1.9], wenn man ihn auf die konstante Abbildung f:C" — {0}
anwendet:

Ein Morphismus algebraischer Varietdten f:Y — X heifle affines Biindel vom Rang /,
wenn f1(U;) = U; x € fiir eine offene Uberdeckung (U;) von X gilt.

17.6 Satz Ist f:Y — X ein affines Biindel vom Rang ¢, dann ist der pull-back
f*:Chyj(X) = Chyyp(Y), [V]— [f71(V)]

ein surjektiver Homomorphismus. =

Man definiert eine Schnittklasse D -V € Chgjyy—1(V) fiir einen Cartierdivisor
D auf X und irreduzibles 2: V' — X wie folgt: Die durch ,analytische Einschrankung*
entstandene invertierbare Garbe

" xOp = ((XO/VI) ®x0 XOD) ’V
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auf V' ist von der Form yOp mit einem Geradenbiindel E auf V', vgl. 15.9. Die Klasse
[E] des zugehorigen Divisors definiert man nun als das Schnittprodukt

D-V .= [E] c ChdimV—l(V) .

Falls sich V und D eigentlich schneiden, gilt £ = D|y, und wir erhalten (bis auf die
Klassenbildung; wir bezeichnen Schnittzykel und ihre Klassen bisweilen mit dem glei-
chen Symbol) die bisherige Definition. Fiir einen Hauptdivisor div(f) gilt ersichtlich
div(f) -V ~ 0, also héngt die Klasse D - V nur von der Klasse von D in Chgjy, x—1(X)
ab.

Spezialisieren wir das nun wieder auf eine torische Varietdt X = Xa. Dabei 148t
sich der Schnitt von Zykeln in beliebiger Lage wie folgt auf den Fall eigentlicher Schnitte
zuriickfithren:

Ist Vo, C |D| mit einem Cartierdivisor D = > a,V, und u(c) € M/M (o) mit
D|x, = divx "), so wihle man ein v € M, das u(c) représentiert. Dann schneidet
V, den zu D aquivalenten Divisor

(17.5.2) D' = D+divy" = Z (ap + (u,v,))V,
peEAT

eigentlich. Denn andernfalls géibe es eine Kante p € A mit V, C V, C |D’|, also ergiibe
sich a, + (u,v,) # 0 fiir den Vektor v, € p < o, was a, = (—u(0),v,) = (—u,v,) fir
p =< o widerspricht. Halten wir fest:

ap, + (u,v,) = 0 fir p<o.

Fiir simpliziales A resultiert daher aus (17.3.1) und 17.4 mit den zu v gehdrigen

Mgy

(17.5.3) D-Vy ~ D -V, =Y (%m+<7~wp<fy>>)m—7

o<1y

v, .

B. Die Schnittzahlen (D - C)

Es sei D wieder ein invarianter Cartierdivisor auf X = X, ferner sei C — X eine
irreduzible invariante kompakte Kurve (die nach 7.15 zu P; dquivariant isomorph ist).

17.7 Definition Fiir eine Darstellung D - C = [Y a;x;] mit ; € C heifit

(D-C) = deg[D-C] = Zaj
die Schnittzahl von D mit C.

Sie ist wohldefiniert, denn der Divisor ) a;x; in C ist bis auf einen Hauptdivisor
eindeutig; rationale Funktionen auf IP; haben aber gleich viele Pol- wie Nullstellen.
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1

FIGUR 17.2 Zu Lemma 17.8

Zur Vorbereitung einer Charakterisierung ampler Divisoren betrachten wir folgen-
de Situation: Es sei 7 = keg(vy,...,v,-1) € A" ! eine Facette zweier verschiedener

reguldrer n-Kegel o' = keg(vy,...,v,—1,v") und ¢” = keg(vy,...,v,_1,0"); ersichtlich
ist 7 deren Durchschnitt, und dadurch sind sie bei gegebenem 7 eindeutig bestimmt. Es

sel Vl = Vkeg(vi)-

Wir erhalten insbesondere eine Verallgemeinerung von Aufgabe 8.2:

17.8 Lemma a) Zu ¢’ und o" existieren eindeutig bestimmte ay,...,a,_1 € Z mit

n—1
v 40" = E a;v; .
i=1

b) Fiir jedes 1 < j <n —1 gibt es ¢}, ¢} € Z mit V; - V. = [V, + ¢V und
—a; = C;—l—C;/ = (VJVT) = (DJQ"DI"-"Dj—l'Dj—l—l"-"Dn—l)~

Beweis a) Da ¢’ und ¢” regulir sind, existieren eindeutige Darstellungen mit ganz-

zahligen Koeffizienten
n—1 n—1
!/ / /
Vo= E a;v; +ad’v"  und V" = E ayv; +a'v’
i=1 =1

und damit gilt

UI+Z(_ai)Ui = a0V = Z(a;a”)vi—f—(a’a”)v'.
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Also ist entweder a’ = a” = —1, und dann ist die Behauptung evident, oder a’ = a” = 1,
also v/ —v” € linT = R"!. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, daB v’ und —v”
beziiglich lin 7 im gleichen offenen Halbraum von V' liegen.

b) Zunéchst erhalten wir aus (17.3.2)

n—1
vV, = (]%Q = Dy-...-D,_q .
1 =1

Wihlen wir (vy,...,v,-1,?") als Basis von N und schreiben V; auf dem glatten X, in
der Form V;|x. = divx~"“(") mit u;(7) € M/M (7). Es sei u; € M ein Reprisentant
von u;(7) mit (uj,v;) = —6;; fiir 1 <4 < n —1. Nun ist V; nicht in D[ mit dem

Divisor D :=V; +div x*/ enthalten, vgl. (17.5.2); also liefert (17.5.3) fiir die reguliren

o’ und o

Vi Vo ~ DV = (u,v")Vor + (uj,v")Von =t Vo + ¢ Von .
n—1
Nach a) gilt v" = Zaivi —v'; Anwendung von uy; liefert ¢f = —a; —c}. =
i=1

Als Anwendung zeigen wir den Satz (eine Version fiir allgemeinere algebraische
Varietédten findet man etwa in [Ha, App. A, Th. 5.1])

17.9 Nakai-Moishezon-Kriterium FEs sei X = X eine glatte kompakte torische
Varietéit der Dimension n und D € Divg(X). Dann ist D genau dann ample, wenn die
Schnittzahl (D . VT) fiir alle T € A"~ positiv ist.

Beweis Nach 16.17 148t sich die Bedingung ,, D ist ample“ durch ,, Die Trigerfunktion
hp ist A-streng konkav* ersetzen. Driicken wir daher zunéchst die Schnittzahlbedingung
des Kriteriums unter Verwendung der Tragerfunktion aus: Fiir jedes v € A fixieren wir
eine Darstellung

hp = uy € M/M(y) auf yNN.

Stellen wir D in der Form

D = > (~hp(vy))V,

pEA
dar und fixieren eine Facette 7 = (vq,...,v,-1) von A. Da A vollstandig ist, existieren
dazu eindeutig n-Kegel ¢’ = keg(r,v’) und ¢’ = keg(r,v"), fiir die gemi Lemma

17.8 b) gilt:
1 falls p = keg(v’) oder keg(v")
(Vp . VT) = —a,; falls p = keg(v;)
0 falls p ¢ (o/)* U (o”)! .
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Daraus folgt unter Verwendung der Linearitdt von u,:

(DVT) = —hD Zath Uz — hp ( )

= <ugz,—v> + z:al<ugf,vZ <ugu,v">
178 ugf,v Za vz> + Zaz<u01,vz> — <ugu,v >
— <UU’7U>_<U'U”7U>'

Daher ist fiir 7 € A""! die Bedingung (D . VT) > 0 dquivalent zu: Fiir die beiden
maximalen Kegel ¢’ und ¢” mit gemeinsamer Facette 7 gilt

(17.9.1) (ugr, ") = hp(") < (ugr, 0"
Wegen hpl|; = uy |- und der stiickweisen Linearitét ist das wiederum gleichwertig zu
(1792) h’D‘O’”\T < U’C"/‘U”\T .

Bedingung (17.9.2) ist wiederum genau dann fiir alle 7 erfiillt, wenn hp A-streng konkav
ist (und damit D nach 16.17 ample ist), also fiir jeden maximalen Kegel o auf dessen
Komplement hp < wu, gilt: Die Notwendigkeit der Bedingung fiir die Konkavitéit ist
evident. Es gelte umgekehrt Bedingung (17.9.2) fiir jedes 7 € A®~!. Durch Ubergang
zu einem Ebenenschnitt 148t sich der Beweis auf den Fall n = 2 reduzieren. Ist ohne
Einschrinkung v ein Punkt der linken Halbebene H ™,

o' =keg(vi,e2) € HY, o =kegles,vs) ¢ H-, ..., oW

eine aneinanderstoBende Kette von Kegeln aus A2 mit v € 0() und zugehorigen Cha-
rakteren v/, u”, ..., ul) € M, so gilt zunéichst u” < v/ im Innern von H~ nach (17.9.2);
insbesondere trifft dies in v zu. Induktiv erhélt man damit die Behauptung. m

C. Erzeugende fiir Ch, (Xa)

Aus dem Lokalisierungslemma 15.8 folgt, dafl die Gruppe Ch,,_1(X) von den Klassen
[V,] mit p € Al erzeugt wird. Dieser Sachverhalt 148t sich verallgemeinern; doch sind
zunéchst einige Vorbereitungen erforderlich:

17.10 Lokalisierungslemma Fiir eine (abgeschlossene) Untervarietét 1: Y — X der
algebraischen Varietdt X bezeichne j:U — X die Inklusion von U := X \ Y. Dazu
gehort fiir jedes ¢ eine exakte Sequenz:

(17.10.1) Chy(Y) = Che(X) 2% Chy(U) — 0.

Beweis Zunichst gilt dies ersichtlich fiir die analoge Sequenz

Zo(Y) 2 Zy(X) L5 Z,(U) — 0,
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die durch Z — Z und V — V NU induziert wird. Damit folgt die Surjektivitit von 7* in
(17.10.1). Ist nun « € Zy(X) mit j*« ~ 0, so existiert eine Darstellung 7*a = > div(ry)
mit 7, € R(Wy) fiir geeignetes Wy <— U der Dimension ¢ + 1. Ohne Einschriankung
kénnen wir annehmen, daf jedes rj eine rationale Funktion auf dem Abschlu8 W in
X ist. Also gilt j* (o — > div(rk)) = 0 in Z,(U). Daher ist o — Y div(rg) = 1.(8) fiir
ein 8 € Zy(Y), woraus leicht die Behauptung folgt. m

17.11 Korollar Ist U eine offene Untervarietét von C", so gilt

0, k

Beweis Wihlen wir in der exakten Sequenz (17.10.1) X = C" und Y = C" \ U, so
verschwindet nach 17.5 fir k # n der Term Chy(C") und damit auch Chg(U). =

17.12 Satz Die Gruppe Chy,(Xa) wird durch die Klassen [V,] mit o € A""* erzeugt.

Beweis Wir wenden Lemma 17.13 auf die durch

(17.12.1) Xy = Uv, = (JB

UeAnfk UeAzn—kz

gegebene invariante aufsteigende Filtrierung von XA durch abgeschlossene Unterrdume
an, fiir die Xy, \ Xp_1 = UaeAn—kBg gilt. m

17.13 Lemma Die algebraische Varietdt X besitze eine aufsteigende Filtrierung
=X, C..CcX,=X

aus abgeschlossenen Untervarietiten Xy, fiir die alle X \ Xy_1 eine (mdglicherweise
leere) disjunkte Vereinigung offener Untervarietiten Uy; von C* sind. Dann wird die
Gruppe Ch, (X) durch die Klassen [Uy;| erzeugt.

Beweis Wir fixieren i; fiir k < 7 ist dim X < k und damit Ch;(X}) = 0. Daher zeigen
wir durch Induktion iiber k > i, da Ch;(X}) von Klassen [Uy;] mit £ < k erzeugt wird.
Fiir k = ¢ erhalten wir aus 17.10 die exakte Sequenz

0= Chy(Xp-1) — Chp(Xx) — EPChi(Us;) — 0.
J

Dabei faktorisiert jedes Chy(Xy;) — Chy(Ug;) iiber Chy(Uy;). Fiir den Induktions-
schritt ,k = k + 1“ verwenden wir zusétzlich 17.11 und erhalten die exakte Sequenz

ChZ(Xk) — Chl(Xk_H) — @Chi(Ulﬂ_Lj):O,

J

woraus mit der Induktionsvoraussetzung fiir Ch;(X}) die Behauptung folgt. =
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Neben den Erzeugenden von Chy(Xa) lassen sich auch deren Relationen beschrei-
ben. Dazu bezeichne Rat},(Xa) die von

{diV(X“) — V., ue M(r), 7€ A”_(k+1)}

erzeugte Untergruppe von Zx(Xa); die Erzeugenden haben eine Darstellung

diV(Xu) = Z <U7UTU>V0'7

T<10€An—k

wobei die primitiven Vektoren v,., € 0 N N so gewéhlt seien, dafl Z - v, & N, = N,
gilt. Damit 148t sich das fiir k = n — 1 in 15.11 gezeigte Resultat verallgemeinern (vgl.
[FuSf, 1.1]):

17.14 Satz Fiir jedes k und jede torische Varietiat X gilt

Chp(XA) = Z{(Xa) /Rat,(Xa).s

D. Der Chowring Ch*(Xa)

Neben der (homologisch zu interpretierenden) Chowgruppe Ch, (X) fithrt man einen
kohomologischen Chowring Ch*(X) ein. Dies ist im allgemeinen sehr diffizil; es gibt
mehrere Kandidaten dafiir, die sich jeweils durch unterschiedliche Vorziige auszeichnen
(vgl. etwa [Fuy, § 17.3], [FuMPh]). Anders ist es, wenn X R-regulir ist fir R = Z
oder Q; wir werden daher hier nur diesen Fall betrachten, wobei wir jeweils R als
Koeffizientenbereich verwenden werden. Fiir R = @QQ bedeutet dies, dafl X eine rationale
Homologiemannigfaltigkeit ist.

Fiir Ch, (X;R) := Ch,(X) ®z R definieren wir die Chowkohomologie
Ch/(X;R) := Ch, ;j(X;R).

Dann trigt der Chowring Ch*(X; R) := @, Ch?(X, R) die Struktur eines kommuta-
tiven graduierten Ringes: Schneiden sich zwei Untervarietéiten Y, 7 — X eigentlich,
d.h. gilt codim C' = codim Y + codim Z fiir jede Komponente C von Y N Z, so ist der
Schnittzykel Y - Z die Summe dieser Komponenten mit geeigneten Multiplizitédten, die
bei transversalem Schnitt 1 sind. Im allgemeinen ist der Schnittzyklus jedoch nur bis
auf rationale Aquivalenz bestimmt.

Wir wollen die Produkte im torischen Fall X = XA genauer beschreiben; dabei
profitieren wir davon, da3 A fiir R = Q nach 9.21 simplizial ist. Geméafl 17.12 geniigt
es, Produkte der Form V, - V. zu betrachten. Nach (17.3.2) ist V, bis auf einen Faktor
ein Produkt von Primdivisoren D,,.

Zunéchst nehmen wir an, dafl sich o und 7 eigentlich schneiden, also gilt:

dimkeg(o,7) = dimo +dim7 .
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17.15 Bemerkung 1) Ist v := keg(o,7) € A, so gilt

Vs, V. \%
—. > = = S Zdirnv(X; Q) .

My My My

2) Ist y ¢ A, soist V, -V, =0.

Beweis Da XA eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist, sind geeignete Vielfache
der Primdivisoren D, nach 14.8 Cartierdivisoren, woraus nach (17.3.1) und (17.3.2)
induktiv folgt:

My - My

VoV, = —— V.
m. K

Ebenso ergibt sich 2). =

Durch Riickfithrung auf 1) und 2) lassen sich mit den Uberlegungen zu (17.5.3) alle
Schnittprodukte in Ch*(X; R) ausrechnen; dabei verwendet man, daf fiir simpliziale
Varietédten jeder invariante Weildivisor rational gesehen als Cartierdivisor behandelt
werden kann, vgl. 14.8.

Wir schlieflen mit einer Bemerkung iiber die Untersuchung torischer Varietédten X
mit beliebigen Singularitéiten. Eine Standardtechnik besteht darin, Probleme auf ein
singularitatenfreies Modell zuriickzuspielen, dort zu l6sen und das Ergebnis fiir X zu
interpretieren. Ist ganz allgemein f: X’ — X ein eigentlicher Morphismus algebraischer
Varietéten, so wird ein Homomorphismus ,,push-forward* mit Hilfe des Abbildungsgra-
des durch

fi Chg(X') = Chy(X), [V] {Sf’g(v/ Ve A = dimy —
beschrieben, vgl. [Fuy, 1.4]. Dabei wird der Abbildungsgrad deg(V/f(V)) durch den
Kérpergrad der Erweiterung [R(V) : R(f(V))] definiert. Fiir torische Varietéiten ist
die Situation vergleichsweise einfach: Zum Facher A existiert nach 11.8 und 11.11 eine
Auflésung durch eine Unterteilung A’. Dann ist die induzierte Abbildung f: XA — Xa
nach 8.3 eigentlich und birational. Es sei o/ € A’; dieses liegt in genau einem o € A
minimaler Dimension.

1) Ist dimo’ = dimo, so ist die von f induzierte Abbildung f:V, — V, birational
und surjektiv, also eigentlich und vom Grad 1, so dafl gilt:

f*([VU’]) = [Va]'

2) Ist dimo’ < dimo, so ist dimf(VO./) < dimV,, und damit f*([VO./]) =0.
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¢ 17 Anhang: Ein Satz tiber Chowgruppen von Quotienten

In § 18 betrachten wir folgende Situation: Es bezeichne G eine endliche Gruppe, X
eine normale affine G-Varietdt und geméf [AG, 11.18] m: X — X/G den kanonischen
Morphismus auf den (geometrischen) Quotienten.

17.16 Satz Der induzierte Homomorphismus 7*: Ch, (X/G; Q) — Ch, (X; Q)% in den
Vektorraum der G-invarianten Klassen ist bijektiv.

Beweis Zunichst konstruiert man einen surjektiven Homomorphismus

™ Z2.(X/G;Q) — Z.(X;Q)
Ist die Untervarietit Z < X /G von der Dimension i und irreduzibel, so ist die Unter-
varietit Y := 771(Z) — X von gleicher Dimension und G-invariant; die G-Wirkung

vertauscht ihre irreduziblen Komponenten Y7, ..., Y,. Mit dem sogenannten , Stabilisa-
tor* Ig(Y) :={g9 € G;¢gly =idy} von Y in G setzt man in Z;(X; Q)

™(2) = Y # (Y)Y

Fiir alle g € G gilt I(gY) = glg(Y)g™! und damit g - 7*(Z) = 7*(Z). Die Abbildung
ist surjektiv: Ein C' = Yy ayY € Z,(X;Q) ist genau dann invariant, wenn ay = agy
fiir alle g € G gilt; daher sei C' € Z, (X; Q)¢ ohne Einschrinkung von der Form C =
> gec 1oy 9Y fir ein irreduzibles Y — X. Aus 7 Hm(z)) = G- fir z € X folgt

GY = U G-y = U ! (n(y)) = 7= (7))

und damit C' = (1/#(Ig(Y))n* (7 (Y)).

Diese Konstruktion bildet Hauptdivisoren in Hauptdivisoren ab und induziert daher
den gesuchten Homomorphismus der Chowgruppen: Es sei V' eine (i + 1)-dimensionale
Varietéit in X/G, in der Z durch eine rationale Funktion h dargestellt wird. Auf Grund
der Verzweigungsordnung von  iiber Z gilt dann ordy,7*(h) = #(I¢(Y;)) - ordzh auf
7~ YV) (vgl. [Fug, 1.7; insbesondere 1.7.6]) und damit

(17.16.1) div(7*(h)) = 7*(divh),
woraus die Behauptung auf dem Zykelniveau folgt.

Es bleibt die Injektivitéat fiir die Chowgruppen zu zeigen. Dazu reprisentiere C' eine
Klasse in Ch, (X/G; Q) aus dem Kern von 7*. Dies bedeutet, dafl es eine Obervarietét
W der Dimension (i + 1) von 7~ !(C) in X und eine rationale Funktion h € R(W)
mit 7*(C) = div h gibt. Weil 7 endlich und damit eigentlich ist, diirfen wir W geméif
[AG, 9.11] als G-invariant voraussetzen. Mit 7*(C') ist also auch div(h) unter G inva-
riant, d.h. fiir alle g € G stimmen div h und div A9 iiberein. Die G-invariante Funktion
f=1l,ech? € R(W) laBt sich auf Grund der Beziehung O(W/G) = O(W)€ in der
Form f = n*(k) fur ein k € R(W/G) schreiben. Nun gilt

#(G) - 7(0) = divf = dive*(k) "= a4 (divk)
also ist #(G) - C' =0 in Ch;(X/G, Q) und damit auch C =0. =



18. Der Satz von Jurkiewicz-Danilov

Fiir eine kompakte torische Varietdt X = Xa der Dimension n wird zunéchst im glatten
Fall mit Hilfe invarianter Untervarietédten V, eine geometrische Basis fiir die Chowgrup-
pe Ch, (X) und die ganzzahlige Homologie H, (X;Z) konstruiert; dieses Verfahren wird
sich fiir simpliziales X auf Ch, (X;Q) und H, (X;Q) iibertragen lassen. Da wir fiir
die Chowgruppen nach 17.12 schon wissen, dafl es ein solches Erzeugendensystem gibt,
haben wir aus diesen Erzeugenden eine geeignete Auswahl zu treffen und dann deren
lineare Unabhéngigkeit zu zeigen. Nach 13.4 brauchen wir dazu mindestens m := #A"
Elemente; reicht umgekehrt diese Anzahl aus, dann ist notwendig H, (X; R) fiir R = Z
oder @ frei, und die ungeraddimensionale Homologie verschwindet.

Es sei also A ein vollstandiger Fécher. Wir fixieren eine Ordnung (o1,...,0m)
auf A™. Fiir jedes ¢ mit 1 < ¢ < m interessiert uns nun besonders die Seite (mit
ag ij = 0; No j)

(18.1.1) T o= M o

j>t,dimo;; >n—1

von o;, welche also der Schnitt aller o; € A™ mit j > 4 ist, die o; wenigstens in einer
Facette schneiden.

Diese Konstruktion ist besonders leicht zu iiberschauen, wenn A zusétzlich simpli-
zial ist, was gleichzeitig der fiir uns wichtigste Spezialfall ist: Fiir jeden dieser Kegel o;
ist jede seiner Facetten o; M o; dadurch charakterisiert, dafl sie genau einen primitiven
Kantenvektor v; von o; nicht enthélt. Daher gilt dann fiir Durchschnitte von r paarweise
verschiedenen Facetten von o;:

(18.1.2) v o= ﬂaiﬁagj = konv{vg € o0y; Z;«éﬁl,...,&}.
j=1

Also ist im simplizialen Falle die Anzahl der bei der Bildung des Durschnittes v erfor-
derlichen Facetten einfach die Kodimension von ~.

Ersichtlich gilt stets 7,,, = o,,,. Weil A vollstandig ist, ergibt sich 71 = {0} als Durch-
schnitt aller Facetten von o1. Wir werden im folgenden nur Ordnungen (o1, ..., 0,,) von
A™ verwenden, fiir die jedes 7; folgende Bedingung erfiillt:

(18.1.3) Gilt 7, < oj, so folgt i <j.
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18.1 Definition Fiir einen vollstidndigen Fécher A heifle eine Anordnung (o1, ...,0m)
von A" eine Schéilung, wenn sie der Bedingung (18.1.3) gentigt. Wir nennen A schélbar,
wenn auf A eine Schélung existiert.

Bedingung (18.1.3) ist trivialerweise fiir 7 und 7, erfiillt; sie gilt auch fir 7,,_1,
da jede Facette eines Kegels in hochstens zwei Kegeln enthalten ist. Dafl die Bedingung
nicht immer fiir alle restlichen Kegel 7; zutrifft, 148t sich mit verschiedenen Ordnun-
gen fiir einen zweidimensionalen Facher demonstrieren; nur die dritte Ordnung verletzt
Bedingung (18.1.3) (die Kegel 75 sind jeweils durch fette Darstellung hervorgehoben):

04 o3 -

o3 o4 -
g1 o1 o1

g2

FIGUR 18.1 Schilungen im Zweidimensionalen?

Bedingung (18.1.3) hilft, A in ,Intervalle® zu partitionieren:

18.2 Lemma Ist der Facher A geschélt, so gilt:
1) Zu jedem Kegel v in A gehort eindeutig ein Index j = j(y) mit

T, <Y < 05.

Er ist das kleinste j mit der Eigenschaft .y < o;“.
2) Aus v =9/ folgt j(v) < j (7).

Beweis Behauptung 2) folgt aus (18.1.3) und 1) wegen
Tty =7 < = e -

Zu 1) zeigen wir zuniichst die Eindeutigkeit: Gilt auch noch 7; < v < oy, so folgt
i < j mit (18.1.3) aus 7; < 0;; aus Symmetriegriinden gilt sogar die Gleichheit. Fiir den
Existenzbeweis wihle man das minimale j mit v < ;. Ist v # 0, so stelle man v gemif
1.20 als Durchschnitt von Facetten von o; dar. Diese sind jeweils der Durchschnitt von
0; mit einem anderen maximalen Kegel, der einen hoheren Index hat, weil j minimal
gewéhlt war. Insbesondere ist 7; in v enthalten. m

Fir R = Z oder Q hat man eine kanonische, den Grad verdoppelnde Abbildung
der Chowgruppe Ch, (X; R) nach H, (X; R). Dies ist evident fiir die (abgeschlossenen)
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Untervarietiten von X27); daB sich diese Abbildung auf rationale Aquivalenzklassen
durchdriickt, wird etwa in [Fug, Prop. 19.1.1] gezeigt. Wir nennen A bzw. XA R-regulr,
wenn sie regulér bzw. (fiir Q) simplizial sind. Deuten wir mit [V,] die Klasse von V,, in
Cheodim o (X; R) bzw. Hs codim o (X; R) an, so gilt:

18.3 Theorem Ist die kompakte torische Varietdt X R-reguldr und ist A schélbar,
dann sind die R-Moduln Ch, (Xa; R) und H, (Xa; R) isomorphe freie R-Moduln mit
Basis ([V.],...,[V..]).

Beweis Wir verwenden folgende Partition von XA in Mengen Y; mit 1 <1¢ < m, deren
Beschreibung sich aus 7.7 ergibt:

Yi = U ny = Vn mXUi )

Ti XY=
also gilt Y; = V., und wir definieren dazu fiir jedes i die Menge
Z; = Y;U...UY,, .

Mit Hilfe des Lemmas
18.4 Lemma 1) Jedes Z; ist Zariski-abgeschlossen in Z1 = X, und Z; \ Z; 11 = Y;.

2) Ist XA R-regulir, so verschwindet die ungeraddimensionale Homologie mit abge-
schlossenen Tréagern von Y;, und es gilt

Chy (Y R) = H3l(vi;R) = {BYe J=n-dn(m)
0 sonst .
18t sich durch fallende Induktion iiber i zeigen:
Die kanonische Abbildung Ch, (Z;; R) — H,(Z;; R) ist ein Isomorphismus von R-
Moduln mit Basis ([V-],...,[V,.]).
Der Fall i = m ist trivial, denn Y,,, = Z,, ist einpunktig. Fiir den Schritt ,,i +1 —
1 verwenden wir zu p € N folgendes kommutative Diagramm mit Koeffizienten in

R, das sich fir Y; = Z; \ Z;41 aus dem Lokalisierungslemma 17.10 und der exakten
Homologiesequenz ergibt:

Chy(Ziy1) — Chy(Zi) — Chyp(Yi) — 0

= o, = |

0=Hs (Vi) — Hop(Zin) — Hop(Z:) — Hs(Yi) — Hyp 1(Zig1)

Dabei ist die erste vertikale Abbildung nach Induktionsvoraussetzung ein Isomorphis-

mus, die dritte nach Lemma 18.4, aus dem sich auch H%‘ﬂrl(Yi) = 0 ergibt. Aus einer

27) Hj 4imv, (Vo; R) hat die Form R-Vg; mit 2 : Vo — X gilt

Vo] =2(Vo) € Hagimv, (X; R) .
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geeigneten Fassung des Fiinferlemmas folgt damit, da ¥, ein Isomorphismus ist. Als
einzige neue Klasse kommt nach Lemma 18.4 im Induktionsschritt

[Yz] € Chn—dim(Ti)(Yi) = HQ(n_dim(Ti))(Y;)

hinzu, das in Z; durch Y; = V., reprasentiert wird. m

Beweis von Lemma 18.4 Nach 18.2 1) bilden die Y; eine Partition von Xa, und
es gilt Z; = Xa. Der Abschluf8 einer Bahn B, ist nach 7.7 2) die Vereinigung aller
Bahnen B, mit v < e. Aus 18.2 2) folgt damit unmittelbar, daf} jedes

Z; = G U B,

=t T;<7=<0;

abgeschlossen ist, also gilt 1). Des weiteren ist Y; = V., N X, eine affiner offener Teil
der torischen Varietdt V. , der einem maximalen Kegel zum Gitter N/7; entspricht;
dieser hat die Dimension ¢ := codim 7;. Ist dieser Kegel regulér, so ist Y; isomorph zu
C', vgl. 3.6 2), so daB die Homologieaussage folgt; fiir die Chowgruppen vgl. 17.11. Im
simplizialen Fall hat Y; die Gestalt C*/G mit einer endlichen Gruppe G, vgl. 9.5. Dann
gelten

(18.4.1)  Ch,(C'/G;Q) = Ch.(C; Q)Y und HIM(C'/G;Q) = HM(C,Q)C,

vgl. 17.16 und [Br, Th. I1.19.1], so daf die Behauptung aus dem reguléren Fall folgt. =

Es ist praktisch, ganz allgemein fiir einen Féacher A einen f-Vektor

einzufiithren, wobei f;(A) die Anzahl der j-Kegel bezeichnet. Dann gilt fiir polytopische
Ficher natiirlich f;(AP) = f;_1(P).

18.5 Korollar Ist A vollstidndig, simplizial und schélbar, so folgen baj+1(Xa) = 0,

n

. J
byy(Xa) = 3 (~1) (J) fos(d), £ = 3 (Z - f) bon_e(Xa)
i=j =0
Beweis Man fixiere eine Schélung von A. Dann gilt by; = dimg Ch; (X, Q) nach 18.3.
Zu jedem der by, oy Erzeugenden 7; von Ch,,_y(X) gibt es genau (Z:f) j-dimensionalen
Kegel v mit 7, < v < 0;. Da nach Lemma 18.2 jeder j-dimensionale Kegel in genau
einem solchen Intervall auftritt, folgt die Formel fiir f;. Die Formel fiir by; ergibt sich
daraus durch einfaches Umrechnen, vgl. Aufgabe 18.1. m

Man kann fiir einen beliebigen vollstdndigen Fécher A rein formal einen h-Vektor
hA) = (ho(A), ..., hn(A)) mit Komponenten

n

(18.5.0) (&) = 3 0 (5) fmia)

=7
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einfithren. Damit ergibt sich auch h;(P) := h;(AT), wobei an f;(P) = f;+1(AT) erin-
nert sei.

Aufgabe 18.1 Man zeige f;(A) = Z:O (Z:ﬁ) hp_p(A).

Dann liest sich 18.5 fiir schilbares vollstindiges simpliziales A als
(18.5.1) hj(A) = by;(Xa) -

Diese Identitédt kann sich nicht fiir alle Werte von j auf nicht simpliziale Féacher iibert-
ragen, da gewisse h;(A) sogar negative Werte annehmen koénnen: Bezeichnet etwa P
den dreidimensionalen Standardkubus, so ist

fo(Ap) =1, fi(Ap) =38, fo(Ap)=12, f3(Ap)=6

und damit

= > (=) fsi(Ap) = —1.

=1

Durch eine einfache Rekursion kann man den h-Vektor aus dem f-Vektor berechnen:
Man konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck (mit nicht bezeichneter Spitze), dessen
rechte Seite durch Punkte fy,..., f,, und dessen linke Seite durch 1,...,1 gegeben sei.
Man fiille von oben beginnend das Innere wie im folgenden Beispiel fiir n = 4 durch
Differenzbildung ,,rechts — links* auf:

1= fo
1 fi
1 fi—1 f2
1 fi—2 fa—f1+1 E
1L fi=3 fa—2fi+3 fs—fotfr—1 fu
hs ha h1 ho

Allgemeiner folgt auf die mit f,, schliefende Zeile die mit den Zahlen h,,_1, ..., hg.
Fiir die Bettizahlen von Xp gilt auch bei allgemeinem Polytop P in V*:

(18.5.2) ho(AP) = b() =1= hn(AP> = bgn und hn—l(AP> = bgn_g = fl(AP)—

Wiéhrend die Behauptung fiir h, (Ap) trivial ist, gilt mit f;(OP) = fit1(Ap)

ho(Ap) = Y (1) fumi(Ap) = =) (=)' fu_(i41)(0P)
1=0 1=0

- n+l(z )' Fi(OP) = [1(0P)) = (=)™ (=1)" =1
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nach dem Eulerschen Polyedersatz [Ew, Th. I11.3.1], angewandt auf den sphérischen
Komplex dP. Die Berechnung von h,,_1(Ap) wurde in 9.17 durchgefiihrt.

Aufgabe 18.2 Fiir eine kompakte dreidimensionale torische Varietdt X zeige man
hi(A) = b2(Xa) —b3(Xa) .

18.6 Satz Jeder polytopische simpliziale Féacher A ist schélbar.

Beweis Man wihle zur zugehorigen projektiven Varietdt X := XA geméfl 16.19 eine
A-streng konkave Tragerfunktion hp = (uy)searn bzw. einen invarianten amplen Car-
tierdivisor D. Dann sind die u, nach Aufgabe 16.3 die genauen Ecken des Polytops Pp
in MR, fiir das nach 16.2
Op(X) = @ C-x"
uePpNM

gilt. Wir bestimmen nun eine Héhenfunktion auf M, welche die Ecken von Pp trennt:
Weil N die Punkte von M trennt, gibt es ein v € N, fiir das die Zuordnung o +— (u,, v)
auf A™ injektiv ist. Damit 148t sich A™ so anordnen, dafl

(Ugy, V) < oo < (Ug, ,V)

gilt. Unter dem ordnungsumkehrenden Verbandsisomorphismus

\

S(Pp) — A, Q — oo = (keg(Pp —Q))

entspricht jeder Ecke u; := u,, gerade der maximale Kegel o;, vgl. 5.23. Es bezeichne
nun @; die zum Kegel 7; aus (18.1.1) korrespondierende Seite von Pp, also die kleinste
Seite, die u; und alle Kanten w;w; von Pp mit j > ¢ enthélt. Wie bereits zu (18.1.2)
vermerkt, enthélt (); keine weiteren Kanten von Pp, d.h., alle anderen Kanten liegen
nach Wahl von v im oberen Halbraum

HY = {ue Mg; (u—u;v) >0} .

Die Schélbarkeitsbedingung (18.1.3) besagt nun, dafl ); keine Ecke u; mit j < ¢ enthilt;
sie trifft zu, wenn @Q; in H enthalten ist. Wenn das nicht erfiillt ist, betrachte man den
Stern

Sterng, (u;) = U F°

u; EF<Q;

von u; in @Q;. Fiir € > 0 schneidet die Hyperebene H_. := {u € MR; (u—u;v) = —5}
alle Seiten F' von (@); transversal, da die Linearform v die Ecken von Pp trennt. Fiir
hinreichend kleines ¢ ist daher H_. N Sterng, (u;) ein nicht leeres Polytop, dessen Ecken
gerade die Schnittpunkte von H_. mit Kanten in Sterng, (u;) sind. Also existieren doch
Kanten durch u; in Q;, die nicht in H™ liegen, ein Widerspruch! =

Da polytopische Ficher nach 16.19 zu projektiven Varietéten fithren, haben wir
mit 18.5 erneut einen Spezialfall von 13.10 bewiesen:
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18.7 Korollar Ist die torische projektiv algebraische Varietidt XA eine rationale Ho-
mologiemannigfaltigkeit, so gilt

bi(Xa) = 3 (-1)]‘—@'6)]0”_]-@) — hi(A) und bassr(Xa) = 0. m

j=i
Schilbare Féacher miissen nicht simplizial sein:

Aufgabe 18.3 Man gebe fiir den vollstindigen Facher A C R3 mit den Kanten
v1=e1, v2=e2, v3=—(e1+e3), va=—(e2+e3), vs=e3,
der zum projektiven Abschlufl des Segre-Kegels (vgl. 1.26) gehort, eine Schilung an.

Als néchstes bringen wir eine geometrische Beschreibung der Chowgruppen sowie
der Homologie mit Hilfe von Divisorenklassen. Dieses ist am einfachsten in den jeweiligen
(im R-reguléren Fall &quivalenten) kohomologischen Versionen mit ihrer Ringstruktur
zu formulieren. Auf Grund der Poincaré-Dualitét existiert fiir R-regulires vollstandiges
schilbares A nach 18.3 ein Isomorphismus

(18.8.1) Ch/(X;R) = Ch,_;(X;R) = Hy,_;(X;R) = HY(X;R).

Dies soll nun zu einem einfachen algebraischen Formalismus erweitert werden, und auch
dazu dient die kohomologische Schreibweise: Es seien Dy, ..., Dy die irreduziblen in-
varianten Divisoren von X, die den primitiven N-Vektoren vq,...,vr mit k := k(A)
entsprechen. Im Polynomring R* := R[D;, ..., Dj] bezeichnen wir

1) mit I das von den Monomen D;, ... D;, fiir keg(v;,,...,v;,) & A,

k
2) mit J das von den Elementen Z(u, v;) D; filr u € M (Hauptdivisoren, vgl. (14.1.1))
i=1
erzeugte Ideal in R*. Der Faktorring R[D1,..., Dy|/I heifit in der Literatur auch der
Stanley-Reisner-Ring von A.

18.8 Satz von Jurkiewicz-Danilov Ist die kompakte torische Varietdt X = Xa
R-reguléir und A schélbar®® | so gibt es kanonische Ringisomorphismen

R[D:,...,Di]/(I+J) = Ch*(X,R) = H*(X,R).

Beweis Interpretiert man 18.3 geméafl (18.8.1), so geniigt es, R* /(I + J) = Ch* (X)
zu zeigen. Der kanonische Homomorphismus von R-Algebren

(1882) R —>Ch.(X) mit D“DMHD“D

)

bildet Hauptdivisoren ebenso wie Produkte mit keg(v;,,...,v;,) € A auf die Nullklasse
ab, vgl. (17.3.2). Also erhalten wir einen induzierten Homomorphismus

(18.8.3) 9:R*/(I+J) — Ch*(X).

28) Nach [Da] gilt dieser Satz ganz allgemein fiir kompakte R-regulére torische Varietéten.
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Dieser ist nach 18.3 und (17.3.2) surjektiv. So bleibt nur dessen Injektivitit zu zeigen.
Dazu verwenden wir die Abbildung

pA— R /(I+J), o=keg(viy,...,v;,) —plo)=p(v1,...,v,)=D; ...D;,+(I+J).

Fixieren wir nun eine Schélung auf A™ und bestimmen dazu 74, ..., 7, gemif (18.1.3).
Wenn (p(71),...,p(7m)) ein Erzeugendensystem des R-Moduls R* /(I + J) ist, dann
ist ¥ injektiv und damit der Satz gezeigt, weil (Ip(71),...,9p(7)) in Ch*(X) nach
Theorem 18.3 eine R-Modulbasis bildet. Wir erhalten den fehlenden Schritt aus einem
algebraischen ,, Moving Lemma®, das im simplizialen Fall die Uberlegung des Abschlusses
von § 17 A verallgemeinert:

18.9 Lemma Esseien o 3 v < 8 Kegel aus dem R-reguliren Fécher A. Dann existieren
Kegel v; € AY™Y mit o < v; ¢ 8 und r; € R mit

p(y) = Y _mp(yi) in R*/(I+.J).

Geometrisch bedeutet das Moving Lemma: Ist eine Kette Vg C V, G V,, irredu-
zibler invarianter Untervarietdten in XA gegeben, dann existiert ein zu V. R-rational
dquivalentes V' mit Vg ¢ V' C V,,.

Zunichst folgt aus 18.9 die Beziehung

(18.9.1) R /(I+J) = > Rp(v),

YEA

wozu nur zu zeigen ist, dafy der von R - Im(p) in R* /(I + J) erzeugte Untermodul eine
R-Unteralgebra (und damit alles) ist, also keine Erzeugenden mit mehrfachen Faktoren
benotigt werden: Es geniigt offensichtlich zu zeigen, dafi sich (der einfacheren Notierung
halber) etwa die Klasse von Dy -p(v1, ..., v;) als Summe von Elementen ohne mehrfache
Faktoren darstellen 148t. Dazu wenden wir 18.9 auf

0 < keg(v1) < keg(vy,...,v;)

an und erhalten eine Darstellung p(v;) = Zf: 41 7ip(vi) und damit durch Einsetzen

k
Dl 'p(vla oo 7Uj) = p("Ul) 'p(vla oo 7Uj) = Z 7‘ip(vla .. '7Ujavi) ;
i=j+1
nach Fortlassen aller Summanden p(vy, ..., v;,v;) mit keg(vy, ..., v;,v;) ¢ A ergibt sich

die gewiinschte Darstellung.

Ahnlich zeigen wir durch fallende Induktion iiber ¢ < m:

(18.9.2) T <vy=<0; = p(y)€ Y Rp(rj)CR/I+]).

jzi
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Ist v = 7;, was insbesondere fiir den Induktionsbeginn ¢ = m erfiillt ist, so ist die
Behauptung (18.9.2) trivial. Andernfalls wenden wir das Moving Lemma auf die Kette
T; < 7 < o; an und erhalten Kegel v, mit 7; < v, ¢ o; und p(y) = >_ rep(7e). Zu jedem
¢ existiert nach 18.2 genau ein j # ¢ mit 7; < ¢ < 0. Dies impliziert 7; < 05, nach
(18.1.3) also j > i. Daher konnen wir auf 7, die Induktionsvoraussetzung anwenden und
erhalten die Behauptung.

Nach 18.2 liegt jedes v € A in einem Intervall 7; < o, so dal aus (18.9.1) und
(18.9.2) schlieBlich folgt, daB (p(71),...,p(7m)) ein Erzeugendensystem von R* /(I +.J)

1st:

ZRp(’y) C ZRp(Ti). "
YEA i=1

Beweis von 18.9 In einer geeigneten Numerierung der v; kdnnen wir annehmen:

a =keg(vi,...,vp), v =keg(vi,...,vp), B =keg(vi,...,vq)

mit p < £ < ¢ < n, und (vy,...,v,) ist eine R-Basis von N ®7 R. Fiir die Linearform
u € M mit

gy = [ it
i 0, i#6 1<i<n

k
ist D := Dy + Z (u,v;)D; ein Hauptdivisor, also liegt D; ... D,—1D in (I + J), d.h.
j=n+1
k
Dy...Dy1Dg ~ — Y (u,v;)Dy...DpyD; mod (I+.J).
j=n+1
Laft man aus der rechten Summe noch alle Terme mit keg(vi,...,ve—1,v;) ¢ A fort,

so erhélt man die gewiinschte Darstellung in R* /(I + J). u

Wir bringen noch zwei Anwendungen fiir den h-Vektor aus (18.5.0), die im Zusam-
menhang mit der McMullen Vermutung relevant werden:

18.10 Dehn-Sommerville-Gleichungen Ist A ein simplizialer vollstindiger Fécher,
so gilt hj(A) = h,—;(A).

Beweis Fiir kompakte rationale Homologiemannigfaltigkeiten ist der Poincaréhomo-
morphismus nach (9.20.1) ein Isomorphismus und damit b;(Xa) = b2,—;(Xa), woraus
mit 18.3 die Behauptung folgt. — Natiirlich kann man dieses Resultat auch rein kom-
binatorisch, also ohne Riickgriff auf die Topologie beweisen, vgl. etwa [Ew, III 3.5 —
3.7. =

Ubertriagt man die Dehn-Sommerville-Gleichungen auf die f-Vektoren, so ergeben
sich dafiir explizite Beziehungen.
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Aufgabe 18.4 Man zeige die Aquivalenz zwischen dem Gleichungssystem fiir h-Vektoren in
18.10 und dem Gleichungssystem

Z(—ni(;)fim) — (~D)"f;(A) fir 5=0,...,n.
i

18.10 iibertrdgt sich nicht auf beliebige projektive torische Varietéten: Fiir den
dreidimensionalen Kubus P haben wir im ersten Teil dieses Paragraphen gesehen, daf}
hQ(AP) =8—-3= 5, aber hl(AP) = —1 ist.

18.11 Korollar Ist A ein vollstiandiger simplizialer Féacher und X = XA projektiv, so
gl]t h; < hi—l—l fiir i < n/2

Beweis Nach 18.3 geniigt es, b;(X) < bj12(X) fiir j < nund X := Xa zu zeigen. Dazu
bedient man sich des ,,Harten Lefschetz Theorems* (vgl. 23.9) fiir rationale Koeffizienten
auf der rationalen Homologiemannigfaltigkeit Xa: Bezeichnet H € Hs, o(X; Q) die
Klasse eines Hyperebenenschnittes von X und w := P; ' ,(H) das Poincarédual, so ist
die durch das Cup-Produkt gegebene Multiplikation

H (X)) "D getix)
ein Isomorphismus. Insbesondere sind fiir j < n die Teilabbildungen
HI(X) "9 giv2(x)

injektiv, woraus die Behauptung folgt. m



19. Homologie mit abgeschlossenen Trégern

Es geht in diesem Abschnitt um die effektive Berechnung der ganzzahligen Homologie
torischer Varietdaten. Sie basiert auf einer Spektralsequenz, die sich fiir abgeschlossene
Trager wesentlich besser behandeln 148t als fiir kompakte Triger, was fiir kompakte
Varietédten natiirlich keinen Unterschied macht. Wir gehen nur auf den einfachen Fall
ein. Dabei setzen wir die Theorie der Spektralsequenzen als bekannt voraus (vgl. et-
wa [Sp] oder [MCI]). Die Beschreibung der Homologie wird tibersichtlicher, wenn man
sich auf nicht entartete Varietdten beschrankt. Dieses ist wegen den Kiinnethformel fiir
abgeschlossene Tréger (vgl. [Br, V.13.4])

0— > HMT:G)or H{T;G') - H}T xT';Go G
i+j=¢
— Z Tor (Hy'(T; G), H{'(T';G")) — 0

i+j=0—1

keine Einschrinkung: Zerlegt man einen allgemeinen Facher A in der Form A’ & o mit
nicht entartetem A’ in einem Untervektorraum von IR" der Kodimension d, so ist nach
4.5

H{(Xa;R) = HM (XA R) @r HE((CH)% R))

mit Hfllfi((C*)d; R)) ~ R(Y). Daher werden wir im ganzen Paragraphen X als nicht

entartet voraussetzen.

Die natiirliche aufsteigende Filtrierung der torischen Varietdt X = XA durch inva-
riante abgeschlossene Unterrdume (vgl. (17.12.1))

X; = (JB,

ocEAZn—J

fithrt fiir jeden Modul G iiber einem gegebenen Hauptidealbereich R zu einer konver-
genten Spektralsequenz (vgl. [Sp, 9.1.6])

Ei,v(A; G) = HLCLI-SU(XuaXu—HG) - HEI_EU(X,G> .
Damit gilt fiir j =1,...,00
(19.1.1) El ,(A;G) = 0 aufer fir 0<v<u<n.

Je nach Situation schreiben wir einfach EJ, ,(A), EJ (G) oder EJ .



§ 19 Homologie mit abgeschlossenen Trigern 217

Eine konkrete Auswertung dieser ,torischen“ Spektralsequenz (die iibrigens auch
mit kompakten Triagern existiert, vgl. [BaBrFiKps], dann aber wesentlich komplizierter
wird) soll in vier Schritten versucht werden:

1) Man bestimme E; ,(A;Z) aus dem Ficher A.
2) Man bestimme E, (A;G) aus E}, ,(A;Z) und G.
3) Man bestimme E° (A; G) aus E (A; G), moglichst ohne Riickgriff auf die expli-

: 1 3 T . T T
zite Form der Differentiale d;, ,: By, , — Ey_,. 1 -

4) Man bestimme HZY, (X;G) aus E° (A; G).
Vor einer Detaildiskussion wollen wir darauf eingehen, dafl sich fiir die hdufig be-
sonders interessanten Randterme bereits aus den spérlichen vorliegenden Informationen
Aussagen ableiten lassen. Dazu benutzen wir (in einer geeigneten Metrik in V') die

Bezeichnung Sa := S"" 1 N|A|:

19.1 Satz Flir die torische Varietdt X = XA gilt:
H§(X;G) = Ef, H{“(X;G) = H"*(55:6),
HN(X;G) = Z, Hs' (X;G) = 0,

H5! o(X;7) = B 1 (Z), H5! 3(X5Z) = EX . 2(Z).
Weiter existieren exakte Sequenzen

0 — Eil(G) — HJMX;G) — fI("_l)_Q(SA;G) — 0

0 — E3,(G) — H§YX;G) — H"V7%(55:6) — 0

0 — E2—2,n—2(Z> - Hglld—z;(X?Z) - E7’2L—1,’I’L—3(Z) — 0.

Fiir weitere Aussagen dieses Typs sei auf [BaBrFiKps] verwiesen. Wir werden hier
nicht die Spektralsequenz direkt interpretieren, sondern erst in 19.31 einen anderen
Beweis einer verschirften Aussage bringen. — Aus 19.1 ergibt sich als erste Anwendung
wegen E2 ((A;G) =2 H" 1=%(Sa; G), da H'(Sa;2) fiir i = 0,1 frei ist ([Jo, 2.4.9]):

19.2 Beispiel Fiir n < 3ist H'Y(Xa; Z) bereits durch E?(A;Z) vollstindig bestimmt.

Aufgabe 19.1 Fiir n = 4 bestimme man H;ld(XA;Z) aus E?(A;Z), wobei man fiir j = 4
voraussetze, daf} E??,l(A3 Z) torsionsfrei ist (vgl. auch 19.26).

Fiir eine weitergehende explizite Anwendug der torischen Spektralsequenz ist nun
eine algebraische Beschreibung grundlegend, die zunéchst erldutert werden soll.

Erster Schritt

Wir beginnen mit einer allgemeinen Konstruktion eines Kettenkomplexes zu einem ko-
varianten Funktor auf dem Fécherraum A, die (in kohomologischer Form) auch fiir den
Anhang grundlegend ist. Dazu seien R ein Hauptidealbereich und

F:A — Kategorie der R-Moduln
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ein kovarianter Funktor. Fiir die Inklusion 7 < o bezeichnen wir den zugehorigen Ho-
momorphismus mit
F(r<o):F(oc) — F(1).

In unserem Text sind die beiden folgenden Beispiele mafigebend: Fiir 7 < ¢ und mit
der Bezeichnung T(7) = T/7 sei

Tro: (1) — T(0)
die Projektion. Es sei G ein fester R-Modul.
a) Homologie:

H.A co— H, (T(U);G), F(r<o):=H,(r:,): H, (T(T)QG) — H, (T<U)5G) .

)

b) AuBere Algebra:

Ao — (A*N/o)®rG, F(r <0):=A"(7;5)®1G: A*N/T@rG — A*N/o@rG .

Aus der Konstruktion von 12.9 ergibt sich folgendes, fiir explizite Rechnungen niitz-
liche Resultat:

19.3 Bemerkung Es gibt eine natiirliche Aquivalenz von Funktoren zwischen den
kovarianten Funktoren H2 und A% auf A. a

Fiir jedes Element der Menge {V,; o € A} mit
V, = lino

sei eine Orientierung fixiert. Wir setzen fiir 7 <1 o

7 := 1, falls die Orientierung von V;, gefolgt von einem beliebigen Vektor aus

0°, die Orientierung von V,, liefert;

e OT

« andernfalls sei or? := —1.

Zum kovarianten Funktor F' auf A fithren wir auf folgende Weise einen endlich

erzeugten Kettenkomplex (Ci (A F), (51-) n:

ien ©
19.4 Definition Ftir ¢ > 0 seien

Ci(AF) = B F(o)

und
§; = Zori F(r<o0): C(AF) - Ci1(AF) .
T<10€EAN—1
Damit ergibt sich nach [Jo, 2.4.1] fiir die torische Spektralsequenz folgende alge-
braische Beschreibung;:
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19.5 Satz Fiir jeden R-Modul G sind die Kettenkomplexe E}  (A), C, (A; HA) und
C, (A; A2) isomorph, es gibt also ein kommutatives Diagramm

By () = CuAHR) = Cu(AAY)

. [suca2) [sua2)

E, (A> Cu—l(A;HvA> Cu—l(A;AvA) - u

u—1,v

112
12

Zweiter Schritt

Der néchste Schritt ergibt sich damit rein algebraisch aus der Kenntnis des endlichen
Kettenkomplexes (C’. (A;A%), 5) mit ganzzahligen Koeffizienten:

19.6 Satz Die E?(A; G)-Terme sind iiber die Isomorphismen
Ep (D) = Hy(AHP) = Ho(AjAD)

explizit berechenbar.

Beweis Von Sophie Térouanne wurde 1998 bei einem Praktikum unter Leitung von G.
Barthel an der Universitdt Konstanz ein Maple-Programm zur Bestimmung von Eg’ (Z)
implementiert. Unter Verwendung von Ideen von Matthias Franz hat dies Marion Dieu-
donné wahrend ihres Praktikums 1999 sicherer und wesentlich schneller gemacht. Damit
folgt die Behauptung aus 19.7. =

Fiir die Bestimmung von E_. , (G) geniigt die Berechnung von E,  (R):

19.7 Universelles Koeffiziententheorem Fiir jedes (u,v) existiert eine spaltende
exakte Sequenz

0 — E2 (R)orG — E2,(G) — Tor(E2_, ,(R),G) — 0.

Beweis Nach Definition gilt E} (G) = E} , ®r (G). Andererseits ist E,, ,(R) nach
19.5 ein freier R-Modul. Fiir festes v ist E ,(G) durch die Homologie des Komplexes

Ei’U(G) gegeben. Damit folgt die gesuchte spaltende exakte Sequenz etwa aus [Sp, Th.
5.2.8]. =

Gerade fiir niedrige Dimensionen ist folgendes Resultat hilfreich:
19.8 Bemerkung Es ist
1) E? (A;Z) =0 fiir v <n—1;
2) E7 o(A;G) =0 fiir n # 0.
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Aufgabe 19.2 Man zeige:
N 2 > JO firv<n—1;
i) Eno(A; R) = {R fir v = n.
ii) B o(A;G) =0 fiir n # 0.
Man kann {ibrigens fiir entartetes A nicht erwarten, dafl E,QL’U(G) firi=1,...,n—1

verschwindet (und hier geht unsere Generalvoraussetzung, dafli X nicht entartet sei,
entsprechend ein), wie die folgende Aufgabe demonstriert:

Aufgabe 19.3 Es seien a,b € N+ . Fiir den vollstéindigen zweidimensionalen Ficher A, der
von den Vektoren (—1,0) und (1,4a) mit ¢ = —1,...,b erzeugt wird, zeige man:

Z 1 =0,4
Hi(XAZ) =  Z2°®Z4 i=2
0 sonst.

Aufgabe 19.4 Man zeige fiir einen von {o} verschiedenen Ficher A:

Pro/p) [ 1m| 3 wopidu(V) — AuN/p)| v A0

2 <1 ~
En—l,v(A_ VAR pEAL pEAL pEAl
zk(A)-1 v=20.

Dritter Schritt

Nunmehr ist entscheidend, dafl die Spektralsequenz E*® (A; G) weitgehend an der Stelle
E? | degeneriert“, also E/tY(A; G) = EI(A; Q) fiir j > 2 gilt. Dafiir ist nach der allge-
meinen Konstruktion von Spektralsequenzen dZ’. (A;G) = 0 zu zeigen. Es seien dazu
fiir festes 7 > 2 und u,v € N:

o = {a(j,v) falls v +2j — 1 < u < n,
we 1 sonst

mit den positiven Zahlen
a(j,v) = ggT{"("~" —1);£ € Nxo} .

Dann gilt ([Jo, 2.4.5]):
19.9 Satz Fiir alle j > 2 und u,v € N ist a/ ,d? (A;G) =0.n

u,vu,v

Eine erste Konsequenz ist, da sich alle Bettizahlen b5'9(Xa;Z) aus E*(A; Q) ab-
lesen lassen (vgl. 19.23), denn es gilt:

19.10 Korollar Fiir G = Q (oder allgemeiner einen divisiblen R-Modul G) gilt

E?.(AG) = EX,(AG).

Beweis: Keines der af, , verschwindet. Weil G divisibel ist, folgt d7, ,(A; G) = 0 fiir
j > 2aus 19.9. Aus B/t = H(E7) folgt damit die Behauptung. m
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Alle Anstrengungen sind daher darauf gerichtet, fiir eine feste Primzahl p die p-
Torsion von H'Y(Xa;Z) zu berechnen. Einerseits {ibertrigt sich Korollar 19.10 auf alle
p-Gruppen mit p > n /2, vgl. 19.21. Fiir die restlichen p erhilt man zusétzliche Aussagen
aus der folgenden expliziten Beschreibung in [Jo, 2.4.7]:

19.11 Lemma Fiir j > 2 und v > 0 hat a(j,v) := ggT{¢*(#=1 — 1);£ € N5} folgende
Primzahlzerlegung:
1) Fiirv =0 ist a(j,0) = 1.
2) Fiir v > 1 wird a(j,v) von 2 geteilt.
a) Ist j gerade, so ist a(j,v) = 2.
b) Ist j ungerade und b > 2, so wird a(j,v) genau dann von 2° geteilt, wenn v > b

ist und j — 1 von 2°~2 geteilt wird.

¢) a(j,v) wird nur von Primzahlen < j geteilt. Genauer: Ist p eine ungerade
Primzahl und b > 1, so wird a(j,v) genau dann von p® geteilt, wenn v > b gilt
und j — 1 von p*~t(p — 1) geteilt wird.

Fir n < 3 gilt 19.10 damit fiir beliebiges G; bei n = 4,5 tritt a(2,1) = 2 als
Sonderfall auf, fir n = 6,...,9 kommt die Ausnahmeprimzahl p = 3 hinzu etc.; an-
hand von 19.11 lassen sich dann unter Zusatzvoraussetzungen weitere Torsionsgruppen
berechnen.

In einem ersten Ansatz beschéiftigen wir uns mit dem systematischen Aufbau von
A aus den niederdimensionalen Geriisten, um etwas mehr iiber das Verschwinden des
Differentials dfw(A; G) zu erfahren. Nach Lemma 19.11 haben wir unser Augenmerk
dabei nur auf die 2-Torsion zu richten.

Fiir einen Unterfiacher I' eines Féchers A existiert eine kanonische Projektion von
Komplexen (dabei bezeichne A, jeweils den einschligigen Funktor) mit

Ci(AiA) = P Ao) — GIA) = A,

O—eAn—i ,-yel"n—z

wobei A, (o) auf Null abgebildet wird, wenn o nicht in I' liegt. Durch den Kern dieser
Projektion wird ein Kettenkomplex

Ci(A\T;A,) = P A.(o)
oce(A\I)—?
mit
o = Y orZ A (r <) ) Ci(A\T;A,) — Cii(A\T;A,)

T<10€(A\I)"n—*

bestimmt. Zu dieser Konstruktion gehort eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 — C,(A\TI;A,) — C,(AA,) — C,(T;A,) — 0,
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welche eine exakte Homologiesequenz
- = Hu(A\T5A,) — Hu(A5A,) — Hu(I5A)) — Hua(A\TA) — oo
induziert. Wir erinnern an A, = @Zzl A, mit
Ay(0) = A°(N/o) = H,((S")«!™7)

fir N/o = N/Nnlino. Nach 19.6 ist E2  (A) = H,(A; A,). Fiihren wir an dieser Stelle
als Bezeichnung (die Spektralsequenzeigenschaft bleibt zu rechtfertigen; wir interessieren
uns in den Anwendungen ausschlieBlich fiir den Fall A\ T' € A’ fiir ein ¢, in dem die
Filtrierung trivial und damit nichts zu zeigen ist)

B2 (A\T) i= H,(A\T;A,)
ein, so erhalten wir fiir jedes v eine exakte Sequenz

(19.12.1) ... — E. (A\T) — E. (A) — E. (T) — E

u—1,v

(A\T) — ... .
Diese Uberlegungen sind ersichtlich auch fiir allgemeine Koeffizienten G zutreffend.

Betrachten wir nun den Spezialfall I' := ASf so ist A\ T' = AZ1, Wir erhalten

19.12 Lemma Fiir einen Fédcher A und beliebiges G existieren Isomorphismen

(19.12.2) EZ (A) = E2 (ASY) fir u>n—(+1

(19.12.3) EL (A2 = B2 (A) fir u<n—{—2
und eine exakte Sequenz

(19.124)  0—E;_, O —E;_, ,A)—~E;_,_, &)~ E 0.

Beweis Aus (AZH1)"=% = () fiir u > n — ¢ folgt C,,(AZ*F1:A,) = 0 und damit
(19.12.5) E2 (A2 = 0 fir u>n—¢.

Analog ergibt sich O, (AS%;A,) =0 aus (AS*)"% = () fiir u <n — ¢ — 1 und damit
(19.12.6) EL (ASf) =0 fir u<n—(—1.

Damit geniigt es, die exakte Sequenz (19.12.1) anzuwenden. =

Beim Aufbau eines Féchers A iiber seine Geriiste A< geht keine Torsion verloren:

19.13 Bemerkung Es ist

Tors E?w (AS*T1 R) = Tors E?w (AS%; R)
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aufler moglicherweise fiir u = n — ¢ — 1, wo aber ETQL_@_LU(ASE ; R) verschwindet. Mit
anderen Worten: Ist E?(A; R) frei, so auch jedes E?(ASY; R).

Beweis Wir wenden die exakte Sequenz (19.12.1) auf A<t < ASHL an. Sie liest sich
als

- Ei,v(AZ—i_l) - E12¢,1)<A§£+1) - Ei,v(Agz) - Ei—l,v(AZ—i_l) e

Aus Beispiel 19.14 folgt damit zunéchst die Behauptung fiir w # n — ¢ — 1,n — ¢, und
mit (19.12.6) ergibt sich eine exakte Restsequenz mit Koeffizienten in R

0 — Ep (A — B, (A% — Ej_, (A" — B, (A" — 0,

n—~4,v n—~4,v

in der Ei_g_lﬂv(AHl;R) nach 19.14 frei ist, woraus die Behauptung fiir u = n — ¢
folgt. m

Fiir einen reguliren Ficher A braucht allerdings E2  (A;Z) nicht notwendig frei
zu sein, wie man etwa an E?2 (ASY 7)) = HS (X a;7Z) abliest.

n—1,n—1

19.14 Beispiel Fiir A gilt

P H((S")"5G), u=n—t

occ AL

I

E. (A% G)
0 sonst.

Beweis Nach Konstruktion gilt fiir Koeffizienten G
@ Ay(o) u=n—1/¢
OU(AZQAU) = TEA?
0 sonst.
Insbesondere ist das Differential auf C, (Aﬁ; A,) die Nullabbildung, woraus die Behaup-
tung folgt. =
Aufgabe 19.5 Man zeige fiir den Nullfdcher o:

1I\n. o
B of0;0) = {Ho(8)75€), u=n
0 sonst.

Damit kénnen wir den Ubergang zu E3(A) = H(E?(A)) vorbereiten:

19.15 Korollar Fiir einen Féacher A gelten mit beliebigen Koeffizienten G':
1) Istu<n—0—2, soistd2 (A)=d2 (A=)
2) &%y 1, (A) =0 <= d}p_, | (A=) =0.
3) Fiiru>n—{0+2gilt d2 ,(A) = d2 ,(ASF).

Beweis Fiir u <n — /¢ —1 ergibt sich aus (19.12.1) und (19.12.6) ein exaktes kommu-
tatives Diagramm mit Koeffizienten in G
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EZ (A=t —f— B2 (D) — 0
ldi,vmﬂ“) ldi,vm)

E3—2,0+1(A2£+1) = E12L—2,’U+1(A> 9
wobei ¢ fiir u < n — £ — 2 sogar ein Isomorphismus ist. Daraus folgen 1) und 2).

Zu 3) betrachtet man analog fiir u > n — ¢ + 2 das Diagramm
E? (D) = E. (A=)
S | .20

0 - Eg—2,v+1(A> - E?L—Z,v—l—l(ASZ) )

wobei (19.12.2) und (19.12.4) verwendet wurden. Damit ergibt sich die Behauptung
unmittelbar. =

n—4 ‘ .
‘ L] L]
‘ L[] [ ] L[]
‘ L] L[] L[] L[]
‘ L] L] L] L] L]
‘ L] L] L] L[] L[] L[]
‘ L] L] L] L] L[] L[] L[]
‘ L] L] L] L] L] L] L] L]
n-¢-1 ‘ . . . . . . . . .
1 ° ° . . . ° ° ° °
0
0 n-+2 n-1 n

FIGUR 19.1 Moglicherweise nicht verschwindende d%,v(Age; Z)

19.16 Korollar Es gilt
(19.16.1) dZ (AS5G) = 0 fir u<n—Ll+1.

Beweis Nach (19.12.6) verschwindet E2 (A% G) fir w < n — ¢ — 1, also auch
d? ,(AS5G) firu<n—(+1.m
19.17 Beispiel Fiir einen Fécher A gilt:

¢ =2 Fiir G ohne 2-Torsion oder u # n ist d7 ,(A=*;G) = 0, und damit folgt
EL o (AS%G) = B, (AS%G).
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€ =3 Ist u<n—2oder u#n—1und G ohne 2-Torsion, so ist d;, ,(A=3;G) =0,

Die Bedingungen sind allerdings nicht notwendig, wie ein von M. Franz in Maple
berechnetes Beispiel zeigt, in dem d2 | (A;G) =d2_; (A= Q) ist:
19.18 Beispiel Es sei o der im IR® von den Vektoren
(1,0,0,0,0), (1,2,0,0,0), (1,0,2,0,0), (1,0,0,2,0), (1,0,2,2,4)

erzeugte simpliziale Kegel. Dann hat E? , (0;Z) die Gestalt

0o 0 0 Zy 78 0
0o 0 Z, 0 74 0
0O 0 0 0 7 0
0 0 0 0 0 0

Dennoch gilt d? , (¢;Z) = 0, und damit berechnet sich H¢'(X;Z) wie in Figur 19.2.

Fiihren wir nun zur Vorbereitung der Untersuchung von E7 fiir allgemeines j der
Einfachheit halber folgende Sprechweise ein: Fiir eine natiirliche Zahl a heifle eine Prim-
zahl p eine a-relevante Primzahl, wenn gilt:

. a ist gerade und p = 2;
« a ist ungerade und p — 1 Teiler von a — 1.

Des weiteren interessieren uns Bedingungen des Typs, daf} fiir abelsche Gruppen E und
H mit endlich erzeugtem E die abelsche Gruppe Tor? (E, H) fiir eine feste Primzahl p
keine p-Torsion habe. Dies ist insbesondere dann erfiillt, wenn eine der beiden Gruppen
ohne p-Torsion ist.

19.19 Lemma Fiir j > 2 hat die torische Spektralsequenz das Konvergenzverhalten
E] (G) = EX,(G), falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1) j>n/2.
2) n=2j und (24,1) £ (u,0) £ ().

Beweis Aus der Spektralsequenz ist jeweils

a7

(G) u+j,‘u*j+1(G) E'] (G) di,v(G)

Ej

(19.19.1) E’ u—j,o+j—1

u+j,v—j5+1

(@)

zu untersuchen; geméafl 19.9 ist dabei die Einschrankung 25 +v — 1 < u < n zulédssig.
Wegen E? ((G) = EX)(G) sei weiter v > 1. Fiir j > n/2 tritt damit kein kritisches Paar
(u,v) fiir &, ,(G) auf; fiir n = 2j ist nur dfﬁ(G) kritisch. =
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Aufgabe 19.6 Fiir j > 2 zeige man Eﬁ,U(G) = E;(G), falls eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist:

i) Fir j = n/2: (u,v) ist eines der Paare (27,1), (j,7), und TorZ(E%j_Ll(Z),G) hat fir
keine j-relevante Primzahl p Torsion.

ii) Fiirn =25 + 1:
a) (u,v) ist keines der Paare (2j+1,1), (j+1,7), (2/+1,2), (j+1,7+1), (25,1), (4, 5);
b) (u,v) ist eines der Paare (2j,1), (j,j), und fiir jede j-relevante Primzahl p gilt
E%j,l(G) ®7, Zp = 0 oder Eij(G) ist ohne p-Torsion;
¢) (u,v) ist eines der Paare (25 +1,1), (j + 1,7), und TorZ(E%j’l(Z),G) hat keine p-
Torsion fiir eine j-relevante Primzahl p;

d) (u,v) ist eines der Paare (25 +1,2), (+ 1,57+ 1), und TorZ(Eng(Z),G) hat keine
p-Torsion fiir eine j-relevante Primzahl p.

19.20 Lemma Fiir alle (u,v) gilt
(19.20.1) E. (Zym) = Ej (Zym) fiir j=2,...,p.

Allgemeiner ist d’(Zym) = 0, falls p — 1 kein Teiler von j — 1 ist.

Beweis Die bei der Konstruktion von EJ%!(Z,m) auftretenden Differentiale d?(Zym )
erfiillen die Verschwindungsbedingung a(j,v)d’(Z,m) = 0. Fiir j < p ist a(j,v) zu p™
teilerfremd, also existieren a, § € Z mit aa(j,v)+ fp™ = 1. Modulo p™ gerechnet folgt,
da a(j,v) in Z,m eine Einheit ist, also verschwindet d’ (Z,m ). — Allgemeiner folgt aus
19.11, da3 &’ (Z,m ) einerseits eine Ordnung hat, die durch p teilbar ist; andererseits kann
d’(Zym ) damit nach Teil 2c) von 19.11 nur dann nicht selbst der Nullhomomorphismus
sein, wenn p — 1 Teiler von 7 — 1 ist. m

19.21 Korollar FEs seien m € N und p eine Primzahl. Dann gilt
Ezi?v(me) = EQZL,’U ® me ® EQQL—I,’U * me ’

falls

1) p>n/2, oder

2) p=n/2 und (2p, 1) # (u,v) # (p,p).
Beweis Ist p > n/2, so folgt 1) aus 19.19 1) und 19.7. Es sei nun p = n/2. Dann ist
hochstens d), | (Zpm) nicht trivial, und wir erhalten aus (19.20.1) eine exakte Sequenz

dgpyl(zpm) »
é
D,p

O — ES;,I(ZP"”) — Ep 1(Zp'm>

2p, (Zp’") — B (Zp’") — 0.m=

p,p

Aufgabe 19.7 Ist p = n/2 eine Primzahl, so zeige man
Exy(Zym) = Eny@Zpm & Ey_y4%Zpm

falls E?L_LI(Z) * Zp = 0 oder Ei/2,n/2(Z) * Zp = 0.
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Vierter Schritt

Die Berechnung der Bettizahlen b;(Xa) aus denen von E*°(A) ist einfach; wir gehen
im ersten Teil darauf ein. Im zweiten présentieren wir einen Satz von Matthias Franz
(vgl. [Fr]), der den delikaten Zusammenhang zwischen E?(A;Z) und H, (A;Z) mit dem
zwischen den E?(A;Z,,) und H, (A;Z,,) vergleicht; da es hiiufig einfacher ist, die ver-
schiedenen Primzahlen p separat zu behandeln, fithren wir die Uberlegung allgemeiner
fiir die Lokalisierungen

R = Z(p) mit Z(l) = 7

durch. Im dritten Abschnitt gehen wir schlieflich auf eine rekursive Berechnung der

p-Torsion von H, (Xa) mit Hilfe aller E*°(A;Z,m) fiir m > 1 ein.

Wir wollen zunéchst die Bettizahlen b;ld(X A; Zyp) in allen Charakteristiken p > 0
fiir die Restklassenkorper szg) aus den Bettizahlen

e?f,)v(p> - = dimzp EZ,OU(ZP>

berechnen:

19.22 Satz FEs gilt

bCld<XA7 Z eu@ u
u=[£/2]

Beweis Ersichtlich sind die Zahlen €%, , (p) hochstens fiir £/2 < u < £ positiv. Wir
benutzen die kanonische Filtrierung auf Hy := H{4(Xa; Z,ym)

0 =F H C FyH, Cc ... C F,H)=H,.

Dazu gehort nach Konstruktion der Spektralsequenz fiir alle natiirlichen Zahlen u eine
exakt Sequenz

(19.22.1) 0 — Fy1He — FuHe — Egy ((Zpm) — 0,
also gilt fiir die Anzahlen #F,H, = #F_1H, - #E%_,(Zpm) , falls p # 0. Daraus
folgt induktiv
‘
(19.22.2) HH (X Zpm) = [ #E5u(Zpm) .
u=[t/2]

Durch Ubergang zu log,, fiir m = 1 oder durch direktes Zdhlen der Dimensionen folgt
daraus die Behauptung; letzteres Verfahren ist auch fiir p = 0 zuléssig. =

29) Dabei sei Zg := Q.
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Etwas hiibscher 148t sich das im divisiblen Fall folgendermafien formulieren:

19.23 Korollar Fiir G = Q (oder allgemeiner eine divisible abelsche Gruppe) gilt

H(XA;G) = D Hu(A5A2(G)) . m
ut+v=~¢

Wir kommen nun zum Vergleich der Spektralsequenzen bei unterschiedlichen Ko-
effizienten. Diese Uberlegungen sind eher formaler Natur. Es seien dazu p wieder eine
Primzahl oder die Zahl 1 und R = Z,); insbesondere ist Z) = Z. Weiter sei C' ein
positiv graduierter Kettenkomplex mit Differential d und einer zusétzlichen Filtrierung

0 =F_C; C F(; C ... C FiC; C ...

auf jedem C}, die mit d vertréglich ist. Dazu gehort eine Spektralsequenz E = (E7) ;>0
mit Egvv = F,Cuiv/Fy—1Cyyy, deren sukzessive Homologiemoduln bigraduiert sind:

H(E!)) = @ E), = E/(C) = E!.

i i
ut+v=1t

Wir interessieren uns fiir einen Vergleich zwischen dem zugehorigen graduierten R-
Modul E?(C) und der Homologie H(C) =: H(R). Wir nennen einen graduierten R-
Modul L = @ L; gradweise endlich erzeugt, wenn jedes L; endlich erzeugt ist. Im
folgenden sei C stets ein Kettenkomplex freier R-Moduln.

Fiir jede positive Nichteinheit  in R erhélt man einen neuen filtrierten Kettenkom-
plex
C(T) =C ®pr Z, mit FiCj(T) = (FZCJ> KR Ly ,

wobei die Restklassenringe R, und Z, identifiziert werden; es ist daher unerheblich, ob
das Tensorprodukt als @ g oder als ®y, gelesen wird. Insbesondere darf man C(r) einfach
als Komplex abelscher Gruppen behandeln. Wir verwenden folgendes Standardergebnis
fiir den Hauptidealbereich R (vgl. 2.18):

19.24 Fundamentalsatz fiir endlich erzeugte R-Moduln Jeder endlich erzeugte
R-Modul ist bis auf Isomorphie von der Form R" @ @, R,, mit eindeutig bestimmtem
n und Primelementpotenzen r;. m

Die zu C(r) gehérige Spektralsequenz werde auch mit E(r) bezeichnet, die Homolo-
gie von C(r) mit H(r) und EY(C(r)) mit E}(r). Die Spektralsequenz erfiillt ersichtlich

ES’U(T) = FuCuto(r)/Fu1Cuyu(r) = Eg,v QR Ly -

Ist E° ein freier R-Modul, so gilt auch E} ,(r) = E} , ® Z,, in Analogie zu 19.7.

Fiir die Lokalisierungen R = Z,) von Z erhalten erhalten wir analog Komplexe

C(Zwp)) = C®zLy)
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und die zugehorigen Spektralsequenzen.
Nach M. Franz gilt nun:
19.25 Satz Sind die R-Moduln E° und E' frei und ist E? gradweise endlich erzeugt,
so sind folgende Bedingungen dquivalent:
1) Die graduierten R-Moduln E* und H(C) sind isomorph (und E? = E>).
2) Fiir alle Nichteinheiten r € R sind die graduierten Moduln E?(r) und H(r) iso-
morph.
2') Fiir alle Nichteinheiten r € R gilt E(r) = E>(r).
3) Fiir alle Primzahlpotenzen p™ in R sind die graduierten Moduln E?(p™) und H (p™)
isomorph.
3') Fiir alle Primzahlpotenzen p™ in R gilt E?(p™) = E>(p™).

19.26 Beispiele 1) Es tritt hochstens folgende nichttriviale Homologie mit Koeffizi-
enten in G auf:

¢ G, 1= 2n,
E. |, 1(AShH) =G i=2n—1
H'Y(Xp<;G) 2 S B2 (AL Z) 0, GO B2y, (AL Z) G n<i<2n—2
GHAI—L i=n—1
0 sonst .

2) Es sei X eine n-dimensionale torische Varietéit mit A = A=2 oder n < 5; ferner sei
p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fiir alle ¢

(19.26.1) HM(X:Z)®2Zp) = @D Hu(ANim) @2 Zg) -

Diese Darstellung trifft in folgenden Fiéllen auch fiir Koeffizienten Z zu:
n =4 FE3,(Z) oder E3,(Z) hat keine 2-Torsion;
n=>5 E}(Z), E} 5(Z) sind ohne 2-Torsion, und E3 »(Zs) = 0 oder E} ,(Z2) = 0.

Beweis 1) Nach (19.16.1) ist E2(ASY G) = E*°(ASL; Q) fiir alle G = Z, mit einer
Nichteinheit 7 € Z. Gemifl 19.25 ist damit HF'4(X a<1;Z) = E2(ASY;Z). Aus 19.7 folgt
die Ubertragung auf allgemeine Koeffizienten G.

2) Fiir festes p > 3 geniigt es, die Bedingung 19.25 3) zu verifizieren. Dies erreicht
man unmittelbar mit 19.16 und 19.21 1). Fiir Koeffizienten Z ist zusétzlich p = 2 zu
untersuchen. GeméB 19.21 2) ist fiir n = 4 das Differential df | (Zym ) das einzig potentiell
nicht verschwindende. Nun kann man Aufgabe 19.7 heranziehen. Fiir n = 5 argumentiert
man analog mit Aufgabe 19.6 ii). m
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Fiir die Berechnung weiterer noch fehlender Homologiegruppen bleibt es uns nicht
erspart, eine verschérfte, ziemlich technische Version von 19.25 zu zeigen:

19.27 Lemma Ist R = Zg, mit p = 1 oder prim, sind die R-Moduln E°(R) und
EY(R) frei und ist E?(R) gradweise endlich erzeugt, so gilt fiir jedes i € N:

a) Sind E?(R) = H;(R) und E? |(R) = H; 1(R), so gilt E?(R,) = H;(R,) fiir alle
Nichteinheiten r € R.

b) Genau dann ist E?(R,) = H;(R,) fiir alle Nichteinheiten r € R, wenn das fiir alle
Primpotenzen in R gilt.

c¢) Genau dann ist E?(R,) & EX®°(R,) fiir alle Nichteinheiten r € R, wenn das fiir alle
Primpotenzen in R gilt.

d) Fiir m € Nsg ist E?(Rym) = H;(R,m) dquivalent zu E?(Rym) & E°(Rym).
e) Es sei p # 1. Gelten E?(R,m) = H;(R,m) fiir ein hinreichend grofes m und
Tors E? |(R) = Tors H;_1(R), so ist

E(R) = Hi(R).

f) Es sei p # 1. Gelten E?(Rpym) = H;(R,m) und E?(R) ® Rym = H;(R) ® Rym fiir
ein hinreichend grofles m, so ist

Tors H;_1(R) = Tors E? |(R) .
Beweis a) Aus dem kovarianten Universellen Koeffiziententheorem der Homologie folgt:
HZ(RT) = HZ<R) ®R Rr EB TOI‘(Hi_l(R),RT)

E?(R)®gr R, & Tor(E? ,(R),R,)
>~ E}(R,) .

12

Dabei verwendet der letzte Isomorphismus ein universelles Koeffiziententheorem
E?(R,) = E}(R)®rR, & Tor(E; |(R),R,).

Dieses beruht einfach darauf (vgl. 19.7), dal der R-Modul E! nach Voraussetzung frei
ist.

b) folgt aus der Additivitdt der Homologie beziiglich der Koeffizienten. Stets gilt
R, =P, R,m: mit der Primfaktorzerlegung von r. Analog folgert man c).

d) ,=* Die Gruppen E ,(R,=) sind nach Voraussetzung endlich, was damit auch
fiir alle EJ ,(Rpm) und H;(Rym) gilt. Also hat EZ°, (Rpm) hochstens so viele Elemente
wie E.  (Rpm ), und gleiche Elementzahl ist mit Gleichheit #quivalent. Andererseits sind
fir L = H;(R,~) mit der von der Spektralsequenz induzierten Filtrierung die Vorausset-
zungen von Lemma 19.28 erfiillt, so dafi corang H;(Rym) < corang @, ,—; Eo%, (Rpm)

folgt. Aus H;(Rpm) = EZ(Rpm) ergibt sich damit insbesondere EZ(Rym) = E°(Rym).
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»<* Nach Voraussetzung ist H;(R,=) ein endlich erzeugter und endlich filtrierter
p-Modul mit Quotienten &, ,_ ; B, (Rpm), so dafl Lemma 19.29 anwendbar ist. Fiir
die folgende Argumentation bemerken wir, da8 R, = 7Z, ein Korper ist und damit aus
19.22 und der Voraussetzung auch E?(R,) = H;(R,) folgt. Damit erhalten wir

corang H;(Rym) = dimg, (Hi(Rym) ®@7Z,) =" dimg, Hi(R,)

= dimg, E2(R,) "= dimg, (EX(Rym) © Z)

né/'.

= corang E7(Rym) corang E7°(Rym) .

Nunmehr resultiert die Behauptung aus Lemma 19.28.

e) Die Eigenschaft H;(R) & E?(R) ist dquivalent dazu, dafl diese beiden R-Moduln
den gleichen Rang haben und ihre Torsion iibereinstimmt. Die Universellen Koeffizien-
tentheoreme liefern

HZ‘(Rpm> = HZ(R) & me &, TOI'(HZ‘_l(R>, me)

(19.29.1) 5 ) )
E; (Rpm) = E;(R)® Lpm @ TOT(Ei—1(R)7me) .

Nach Voraussetzung sind die beiden dufleren Terme isomorph, also folgt
Hi(R) ® Zym = E*(R)® Zpm .

Da EZ(R) endlich erzeugt ist, haben H;(R,m) und E?(R,m) fiir hinreichend grofies m
(man kann als grobe Abschéitzung fiir m das Maximum des in E?(R) auftretenden Wer-
tes sowie nach 19.9 log,,(|n/2]) wéhlen) als Rang die Anzahl der direkten Summanden
von der Ordnung p"*, wihrend deren Komplement die p-Torsion ist. Und der Rang ist
definitionsgem#f die Anzahl der freien Summanden von H;(R) bzw. E?(R).

f) Entsprechend folgt aus den Koeffizientenformeln (19.29.1) die Ubereinstimmung
der Torsion im Grad ¢ — 1. =

Beweis von Satz 19.25 Die Beziehungen
1) = 2) < 2) = 3) < 3)

sind eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 19.27. Es bleibt

3) = 1): Dazu gehen wir induktiv vor. Als Induktionsbeginn verwenden wir
Hy(R) = E§o(R) = Ejo(R) = EF(R).

Fiir eine Primzahl p sei nun E2(R) = H_;(R). Mit der Voraussetzung liefert dann e)
den gewiinschten Induktionsschritt H;(R) = E?(R). Dies 148t sich nach Voraussetzung
fiir alle Primzahlen p durchfiithren; aus 19.30 ergibt sich dann auch der Fall p = 1, i.e.,
R=7Z7Z.unu

Wir haben im Beweis drei Lemmata verwendet. Dabei heifit eine abelsche Gruppe
L fiir eine Primzahl p eine p-Gruppe, wenn die Ordnung eines jeden Elementes aus L
eine Potenz von p ist.
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19.28 Lemma Es sei L eine endlich erzeugte abelsche p-Gruppe; auf ihr existiere eine
endliche Filtrierung 0 =L_1 C Lo C ... C L, = L. Setzt man K, :== L;/L;_4, so gilt

n
corang . < Z corang K; ,
=0

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn L zu @©;K; isomorph ist.

Beweis Nach dem Struktursatz 19.24 ist corang L = dimgz, L ®z Z,. Wir gehen durch
Induktion iiber n vor; fiir den typischen Schritt diirfen wir n = 1 annehmen. Aus
Ky = L ergibt sich eine exaktes Sequenz

(2

(19.28.1) 0 - Ky - Ly — K1 — 0

und damit eine exakte Sequenz

Ko®Zp, 28 L1®7Z, - K1®7Z, — 0.

Also gilt
corang I, < corang Ky + corang K7 ,

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn 1®id injektiv ist. Das wiederum ist &quivalent
zur folgenden Bedingung: Ist g € Ly = K und p Teiler von 1(g), so ist p auch Teiler von
g. Dieses schliefflich ist nach dem Struktursatz iiber endlich erzeugte R-Moduln gleich-
wertig damit, dal Ly ein direkter Summand von L; und damit die Sequenz (19.28.1)
spaltend ist. m

19.29 Lemma Ist H(C) ein gradweise endlich erzeugter R-Modul, so gilt fiir a,b € N:

H(ggT(a,b)) = H(C(b)®Z,) = H(b)QZ, .

Beweis Aus Z, ® Zy = Zggr(a,p) folgen
C)®Z, = C(ggT(a,b)) und Tor™(L, Zger(as)) = Tor™(L,Zy) @ Z,

aus dem Struktursatz 19.24 fiir jeden endlich erzeugten R-Modul L. Damit diirfen wir
a als Teiler von b annehmen. Insbesondere ergibt sich dann fiir jedes j nach dem kova-
rianten Universellen Koeffiziententheorem (analog 19.7, da C' frei ist)

Hi(a) = H{(C)®Zq & Tor(H;—1(C),Z4)
(H;(C) @ Zy) @ Zy ® Tor(H;—1(C),Zy) @ Zqg
Hi(b)®Z, . .

I

I

19.30 Lemma Ist C' Komplex von freien abelschen Gruppen, so gilt fiir jede Primzahl p

Rang H;(C) = Rang H;(C' ®z Z)) und p-Tors H;(C) = Tors Hy(C ®z Zy)) -
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Der Beweis ist unmittelbar mit dem Universellen Koeffiziententheorem. m
Wir wollen aus Lemma 19.27 konkrete Angaben iiber die Homologie in kleinen
sowie in groflen Graden ableiten.

19.31 Satz Es sei X eine torische Varietdt der Dimension n. Ist p eine Primzahl und
1 < 2p, so gelten

HYY(X;Z)) = E}(Ly)) und H5L (X3 Zg) = B3, (Zg) -

2n—1

Beweis Wir erinnern zunéachst an
(19.20.1) E. (Zym) = EL (Zym) fiir alle (u,v)

Fiir den Grad 2n — i bleibt nach Lemma 19.32 E%, ,.,(p™) = E, ,.,(p™) zu
zeigen. Zunéchst ist

(19.31.1) B ii1(Zym) = ERYL L (Zpm) s

wobei das einzig kritische Indexpaar (n,n—i+1) ist. Die dabei auftretenden Differentiale
haben fiir ¢ < 2p ihr Bild in der Nullgruppe. Der Fall i = 2p scheitert im iibrigen nur
an der mangelnden Kenntnis von d,, ,,—2p+1(Zpm ). Damit bleibt

(19.31.2) BV (Zpm) = B iy (Zpm)

zu verifizieren. Fiir alle 7 > p+1 landen jedoch ersichtlich auch die Differentiale dfm_i 41
in der Nullgruppe.

Fiir kleine ¢ ist nach Lemma 19.33 geméf (19.20.1) analog zu zeigen:
(19313) Eg2p_1(Zp7n) — E%OQp—l(anL> .

Dazu weisen wir zunichst ganz allgemein

(19.31.4) dJSQj(G) =0
fiir beliebiges G und j > 2 nach: Fiir dfm._u: Ei’i_u — Ei—j,i—l—j—u—l mit ¢ < 27 ist nur

der Fall ¢ — u > 1 interessant, also sei ohne Einschrinkung u < ¢ — 1. Andererseits hat
u—j >i+j—u—1zugelten und damit v > j+i/2—1/2 >i—1/2,alsoi—1/2 <i—1,
woraus (19.31.4) folgt. Beriicksichtigt man noch di+j,z‘+1—u—j(G) =0 fir j > p und
1 < 2p, so liefert die Konstruktion der Spektralsequenz

E2,,(G) = E%, (G) = kerd, (G) — E% (G) = E2,(G).

— EP

Betrachten wir andererseits d” E? D

wtpitl—u—p: Eutpitl—u—p mit ¢ < 2p. Dann sei
wiederum ohne Einschrinkung i +1 —u —p > 1, also u < i — p. Andererseits konnen

wir u > 1 — u, also u > i/2 voraussetzen. Das fithrt zu p = i/2 = u bzw.

(19.31.5) &, (G)
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als einzigem kritischem Fall. Insbesondere folgt dﬁ ipi +1_u_p(G) =0firi<2p—1und
damit (19.31.3). =

Wenn der betrachtete Féacher hinreichend gutartig ist, erhalten wir eine etwas schér-
fere Aussage im unteren Bereich:

Aufgabe 19.8 i) Ist Egp,l(Z) ohne p-Torsion, so gilt (fiir 19.34)
1d ~ 2
H3p (X3Z) = E3p(Zgy))

wenn 2 ~ D dgp,l(Z(P)) D ~ 2
Eap1(Zp)) = By (Zip) ———Epp(Zy)) = Epp(Zy))

der Nullhomomorphismus ist.
ii) Ist E?z—l,n—2p+1(Z) ohne p-Torsion oder E?L_p’n_p(Z) ® Zp = 0, so ist
1d ~
Hgn—Qp(XQZ(p)) = E%n—Qp(Z(p)) :

Aufgabe 19.9 Zu freien Erzeugenden a,b,c betrachte man den homologischen Komplex C
mit Cy := Za & Zb, Cy := Zc als einzigen nichttrivialen Termen, d(c) := a + 2b als einzigem
nichttrivialen Bestandteil des Differentials und der Filtrierung

0 =F 1 C Fp:=%a C h:=C1 C Fr:=C.

Man zeige, dafl die durch Egﬂ, = FuCuytv/Fu—1Cutv gegebene Spektralsequenz auf dem 2-
Niveau degeneriert, dies aber nicht fiir die zugehorige Spektralsequenz mit ES’U(Q) gilt. — Man
vergleiche H(C) mit E?.

Aufgabe 19.10 Fiir die Spektralsequenz zum Komplex C in Satz 19.25 zeige man:
i) Ist E?(C) = H(C), so folgt E? = E*.
ii) Die Umkehrung von i) gilt nicht.

Fiir dem Beweis von 19.31 haben wir zwei Vorbereitungen benotigt:

19.32 Lemma Gilt in der torischen Spektralsequenz fiir eine Primzahl p und ein m
so daf3 E%a(Z(p)) keine Elemente der Ordnung p™ hat, die Beziehung

E%a—l—l(pm) = Egoaﬁ—l(pm)?
S0 ist
(19.32.1) HSG(X;Zp) =2 B2, (Zy)) -

Ist die Voraussetzung fiir alle p erfiillt, so gilt (19.32.1) auch mit Koeffizienten Z.

Beweis Wir argumentieren durch fallende Induktion iiber den Grad ¢ mit ¢ > a+1. Fiir
i = 2n+1 gilt Formel (19.32.1) trivialerweise. Fiir den Induktionsschlu$ ,,i) = i—1) lie-
fern 19.27 d) und f) mit der Induktionsvoraussetzung die Gleichung ,, Tors H; 1 (Zy)) =
Tors E? 1 (Z,))“. Da H;(R) und E?(R) fiir jeden Hauptidealbereich R der Charakteri-
stik 0 gleiche Bettizahlen haben, stimmen auch die Bettizahlen tiberein, so daf§ (19.32.1)
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folgt. Aus p-Tors H,(Z) = Tors H,(Z,)) ergibt sich schliefllich damit auch die Ubert-
ragung auf Z. m

19.33 Lemma Hat E%Q(Z(p)) keine Elemente der Ordnung p™ und gilt die Beziechung
E%a@m) = E%oa(Pm), S0 ist

(19.33.1) HINX: Zyy) = E2,(Zy)) -

Ist die Voraussetzung fiir alle p erfiillt, so gilt (19.33.1) auch mit Koeffizienten Z.

Beweis Fiir einen Induktionsbeweis iiber i < a gilt Formel (19.33.1) ersichtlich mit
i = 0. Der Induktionsschlufl ,;i — 1) = 4)“ ergibt sich nunmehr aus e) und d) in 19.27
fiir R = Zy). Aus p-Tors H,(Z) = Tors H,(Zy)) resultiert somit auch die Ubertragung
auf Z. m

19.34 Beispiele Fiir eine torische Varietéit X gilt:
1) H!(X;7Z) = E2(Z) fiir i < 3 und fiir i > 2n — 3;
2) Falls p>3und i <5 oder i > 2n — 5:

(19.34.1) HYY(X; Zy)) = BN L)) -

3) Aussage 1) gilt auch fiir

i =4 wenn Ej3, |(Z) ohne p-Torsion und

~ p1(Zwp)) ~
Egp,1(Z(p)) = E2p 1(Z(p))L’E (Z(p)) = Ef;,p(Z@))
der Nullhomomorphismus ist.

i=2n—4 ,wenn E._;, o . (Z) ohne p-Torsion oder EZ_ ,  (Z) ® Z, = 0 ist.

Beweis 1) Ersichtlich kann man 19.31 fiir alle Primzahlen p anwenden; gemé&fl 19.30
folgt damit die Behauptung auch fiir Z. Fiir 2) verwendet man 19.31 mit p > 3, wihrend
sich 3) aus Aufgabe 19.8 ergibt. m

Damit kénnen wir bis zur Dimension 4 eine nahezu vollstédndige explizite Bechrei-
bung der Homologie angeben:

19.35 Beispiel Hat X hochstens die Dimension 4, so gilt

HIY(X;7) @H (A Ai_y)

mit der moglichen Ausnahme der 2-Torsion fiir i = 4 = dim X, falls Fs5 ;(Z) 2-Torsion
hat.
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i\n 1 2 3 4 5

0 Eg Eg Eg Egq Eg

1 0 E2?, E?, Ef, Ef,

2 E12,1 E?, Eg,o @ Ef, Eg,o @ E12,1 E3,& E12,1
3 0 0 E3, Ej @ B3, B3 @FE3,
4 0 E3, E3, E3 @ E3, Ej@F; @F3,
5 0 0 0 E?%,z EZJ ©® E?%,z
6 0 0 E3 E3 E3,®E3;
7 0 0 0 0 Ej 5

8 0 0 0 E3?, Ef,

9 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 EZ;

FIGUR 19.2 H{(X;Z,) fiir n < 5.

Wiéhrend im vierdimensionalen Fall der Homomorphismus di,1(Z2m) fiir die ma-
ximale in E3 | (Z)) auftretende Ordnung 2™ Probleme bereiten kénnte, sind das im
fiinfdimensionalen Fall die Homomorphismen d} ;(Zam), d | (Zam) und d o(Zgm ), wel-
che allerdings ebenfalls nur fiir die 2-Torsion Probleme bereiten, und zwar fiir ¢ = 4, 5, 6.
Dabei vermuten wir, daf$ d3; X.e (G) fiir alle G verschwindet. Jedenfalls gilt die Tabelle
19.2 fiir alle p > 3 und unter den angegebenen Einschriankungen auch fiir Z:

Nach 19.21 ist fiir Primzahlen p oberhalb von n/2 neben dem freien Anteil auch
die p-Torsion von H(X;Z) bestimmt. Wenn wir fiir die restlichen Primzahlen auch
keine geschlossene Formel angeben koénnen, so 148t sich doch aus der Kenntnis von
B, (Zym) fiir alle m > 0 die p-Torsion der ganzzahligen Homologie H(X;Z) durch
ein rekursives Verfahren in den fehlenden mittleren Graden zu bestimmen.

Wir erinnern daran, daf§ die p-Torsion von H{'(X; Z) mit Tors H{'4(X; Z,,) iiber-
einstimmt. Wir nun rekursiv iiber £ und m vor, wobei wir jeweils die Anzahl ¢}' der
zyklischen Summanden der p-Ordnung mindestens m von Tors H{'9(X; Z(py) bestim-
men:
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19.36 Satz Fiirm =1,...,mo und festes k sei E;;°(Zyn) bekannt. Dann Iafit sich c;'°
rekursiv aus H'Y, (X;Z) berechnen.

Sind alle ¢} bekannt, so ergibt sich die Gruppe Tors H ,gld (X Z(p) unmittelbar!

Beweis Wir verwenden das universelle Koeffiziententheorem3°)

0— HINX)® Zpym — HI(X; Zym) — HP (X)) % Zpm — 0 .
Damit gilt nach (19.22.2)

ex(m) = log, #E"(Zym) = log, #HI (X Zym)
= log, #(H{(X; Z) @7 Zym ) + log, # (H{ (X Z) % Zym ) .

Andererseits ist
log, #(HP (X3 Z) @z Zpm) = mb(X;Z) + (e —c}) + 2(ch— ) + ...+ m(cy —0)

= mb(X;Z) + )

i=1

und entsprechend
log, # (Hf%) (X Z) % Zpm) = log, #(Tors H{'Y\ (X Z(p)) @z Zym) = Y ch 4 -
=1

Damit folgt damit die gesuchte Formel

(19.36.1) = eulm) = mb(XsZ) = 7 ey + i) =

Wir beenden diesen Paragraphen mit einer weiteren interessanten Anwendung der
Spektralsequenz (vgl. [Jo, Theorem 3.3.1]), die man als eine Verallgemeinerung des
Satzes von Jurkiewicz-Danilov betrachten kann:

19.37 Theorem Fiir jeden Fécher A und jedes j existiert ein kanonischer Isomorphis-
mus zwischen der Chowgruppe Ch;(Xa) und E? ;(Xa,Z).

30) Begeichnet X eine torische Kompaktifizierung von X und setzt man A= X\ X, so
folgt der Satz wegen Hgld (X,G) =2 H(X, A; G) sofort aus dem iiblichen kovarianten relativen
universellen Koefliziententheorem der Homologie.
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In diesem Paragraphen geht es um die Charakterisierung simplizialer Polytope P mit
Hilfe der zugehorigen projektiv algebraischen Varietdt Xp.

Fiir ein Polytop P bzw. den zugehorigen Féacher Ap hatten wir aus dem f-Vektor
den (gleichwertigen) h-Vektor konstruiert. Es ist niitzlich, eine weitere Umformulierung,
den g-Vektor, zur Verfiigung zu haben. Mit h_; := 0 setzt man

gj = gJ(P) = h](P) —hj_l(P) .

Damit ist go = ho und h; = >, ; 9i- Auf die Komponenten des g-Vektors haben wir
folgende Konstruktion anzuwenden:

Fiir zwei gegebene positive natiirliche Zahlen a und j ist entweder a = (7;?), oder
es existieren eindeutig bestimmte natiirliche Zahlen 1 </ <n, < ... < n; mit

) ()

Man setze n; := max{m € N; a > (T)} und fahre rekursiv mit

Nj_k = max{meN; a> <7;J> + ...+ (j,@;::_l) + <ka)}

fort, bis man die gewiinschte Gleichheit erhélt. Dann heifit die Zahl

(j) .: n]—f—l Nj_l—f—l TLg—f—l
a : (j+1)+( i +...4+ 041

fiir @ # 0 und 0%} := 0 die j-te Pseudopotenz von a. Beispielsweise ist
50 =15, 52 =7 58 =6 5% =6 5°=5.

Man nennt nun (in Anlehnung an Macaulay) einen Vektor (1,as,...,a;) € NN*! einen
M-Vektor, wenn gilt:

0< amq < a fir i=1,...,5—1.

7

Ein einfaches Beispiel ist etwa der Vektor (1,3,2) € N2, das wir spiiter verwenden
werden.
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Damit kénnen wir mit der Bezeichnung |¢] := max{a € Z;a < t} das auf eine Ver-
mutung von McMullen zuriickgehende zentrale Resultat dieses Abschnittes formulieren:

20.1 g-Theorem Ein Vektor f = (f_1,..., fn_1) € N1 tritt genau dann als f-
Vektor eines n-dimensionalen simplizialen Polytops auf, wenn folgende Bedingungen
ertiillt sind:

1) hj :hn—j fUI'j :O,...,n.
2) (90, ---,9|ns2)) Ist ein M-Vektor.

Die Existenz eines simplizialen Polytops zu einem solchen f-Vektor wurde von L.
Billera und C. Lee in [BiLe] mit Hilfe zyklischer Polytope gezeigt. Der erste Nachweis der
Notwendigkeit von Stanley in [Sts] verwendete Hilfsmittel der algebraischen Geometrie,
die wir auch aus diesem Grunde zum Teil bereits vorbereitet haben. Inzwischen existiert
von McMullen unter Verwendung der Gewichtsalgebra ein rein kombinatorischer Beweis
(vgl. [McM]), auf den wir hier jedoch nicht eingehen wollen.

Der folgende Satz (vgl. [BruHe, Th. 4.2.10]) mag das auf den ersten Blick obskure
Auftreten der M-Vektoren verstdndlicher machen:

20.2 Satz von Macaulay Eine endliche Folge (1,...,a;) € N1 ist genau dann ein
M-Vektor, wenn tiber einem Kérper K eine endlichdimensionale kommutative graduierte
Algebra R* = @f:o R existiert, die vom homogenen Bestandteil R' erzeugt wird und
fiir die a; = dimg R’ fiir alle i gilt.

Zum Beweis von 20.1 Wir wollen die Notwendigkeit der Bedingungen zu zeigen; fiir
das Hinreichen geben wir nur ein illustratives Beispiel an. Dazu sei P ein n-dimensionales
simpliziales Polytop; dann ist A := Ap polytopisch. Wir haben bereits in 18.10 die
Dehn-Sommerville-Gleichungen 1) verifiziert. Fiir 2) benutzen wir einen Quotienten der
kommutativen endlichdimensionalen graduierten Algebra H*®(X), wobei wir rationale
Koeffizienten unterstellen. Gemifl 18.8 wird sie von H?(X) erzeugt und verschwindet
damit insbesondere in ungeraden Graden. In den Bezeichnungen des Beweises von Ko-
rollar 18.11 ist fiir j < n + 1 die Multiplikation

H~2(X) " Hi(x)
injektiv, also gilt fiir die endlichdimensionale kommutative graduierte Algebra
R* = H>(X)/wH> 2(X)
nach 18.7
dim R’ = dim H¥ (X)) /wH*72(X) = b* (A) — b¥72(A) = hj(A) — hj_1(A) = g;(A) .

Nach 20.2 ist also 2) erfiillt. m

Abschlielend wollen wir die Konstruktion von Billera-Lee mit Hilfe eines Beispiels
andeuten:
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20.3 Beispiel Essei f = (f_1,..., fn_1) € N**! ein Vektor, fiir den der zugehorige
h-Vektor die Dehn-Sommerville-Gleichungen erfiillt und einen M-Vektor erzeugt. Dazu
beginnen wir mit dem zyklischen Polytop C' := C(fp,n + 1) mit den Ecken v;. Man
stelle wie in Aufgabe 5.5 zu alle Facetten F' von C, welche die Ecke vy, enthalten, die
geordnete Matrix der Kennzahlen auf. Wahlen wir als Beispiel

n =5 und f = (1,9,32,48,55,22),
also
h = (ho,...,hs) = (1,4,6,6,4,1) und g = (g0,91,92) = (1,3,2)

und betrachten somit zunéchst C' = C'(9, 6). Ersetzen wir in der Kennzahlmatrix in allen
Zweierblocks von Einsen, die nicht in der gleichen Position wie in der dariiberstehenden
Zeile stehen, die erste 1 durch ein ®, so erhalten wir im Beispiel die ersten fy Spalten
der folgenden Matrix:

V1 Vg V3 V4 Vs Vg V7 Vg Vg Marke Seite
o 0 o 1 1 1 1 1 1 0 F
0O 0 ®» 1 0 1 1 1 1 1 F
0 0 ®»® 1 ® 1 0 1 1 2 F3
0 ®» 1 0 0 1 1 1 1 1 F,
0 ® 1 0 ® 1 0 1 1 2 F5
0 ® 1 ® 1 0 0 1 1 2
® 1 0 0 o0 1 1 1 1 1 Fy
® 1 0 0 ® 1 0 1 1 2
® 1 0 ® 1 0 0 1 1 2
® 1 1 ®» 0 0 0 1 1 2

Zur Kennzahlmatrix werde nun eine Spalte mit der Anzahl der ®-Zeichen jeder Facet-
tenkennzahl als Marke hinzugefiigt; im Beispiel also die Marken ¢ = 0,1, 2. Fiir jede
auftretende Marke i werden die ersten g; Seiten ausgewéhlt, welche diese Marke tra-
gen. Dann werden diese Seiten in der Reihenfolge des Auftretens durchnumeriert. Die
Kollektion § dieser Facetten erweist sich nun als eine simpliziale Zelle, die in der an-
gegebenen Reihenfolge schélbar ist. Die Symbole ® in einer Facette kennzeichnen die
minimale Teilmenge von Ecken dieser Facette, die in keiner vorangehenden enthalten
ist. Ist 4 die Marke der Facette Fj, so trégt F; damit einen Anteil 1 zu h,11-;(§) bei.
Daraus 148t sich im Beispiel h(F) = (0,0,0,0, g2, g1, go) folgern. Weil § eine schilbare
Zelle ist, hat der Auflenrand OF die Struktur einer simplizial zerlegten (n — 1)-Sphére.
Daraus 143t sich

fi(§) = fi(9%) fir —1<i<|[n/2] -1
ableiten. Aus der Definition der h; in (18.5.0) ergibt sich durch Einsetzen

hn—i—l—i(%) — hn—z<88{) - hn—l—l—i(ag)
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und folglich
hn_l(a;§> = hn—i fiir ZS |_n/2J .

Wendet man nun die Dehn-Sommerville-Gleichungen auf die n-Kugel an, welche von
der simplizial unterteilten Sphére 0§ berandet wird, so erhélt man die restlichen Kom-
ponenten des h-Vektors h(90F) = (ho, ..., hn).

Das gesuchte Polytop P soll nun so konstruiert werden, dafl sein Rand zu 0F kom-
binatorisch dquivalent ist. Man erhélt es mit Hilfe einer Art geradliniger ,, Kreuzrip-
penwolbung®, die man auf 0F an C' ansetzt. Aus diesem Grund zeigt man: Die Ecken
v; von C lassen sich so wihlen (Verschieben dndert die Kombinatorik nicht!), daf der
Komplex § genau der von einem geeigneten Punkt z auflerhalb von C' ,sichtbare* Teil
von C ist. Die konvexe Hiille @) von C' und z wird dann von den nicht sichtbaren Facet-
ten F' i.e., F' ¢ §, und einem Kegel iiber F mit Spitze z erzeugt. Schneidet man () mit
einer Hyperebene H mit z € H>" und v; € H<" fur alle j, so kann man P := QN H="
wéahlen.

FIGUR 20.1 Zu Beispiel 20.3 fiir C' = C'(4,3) mit § = {F}, Fa}.



Anhang

Aquivariante Schnitthomologie
torischer Varietiten

nach einer Gastvorlesung von

Karl-Heinz Fieseler

Im Anhang wird das Ziel verfolgt, den Satz von Jurkiewicz-Danilov mit reellen Ko-
effizienten von der Klasse der simplizialen vollstéindigen Féacher auf eine allgemeinere
Situation zu erweitern. Dies ist auch fiir das Zusammenspiel zwischen f-Vektoren, h-
Vektoren und Bettizahlen von Interesse. Es seien drei Gesichtspunkte hervorgehoben:

1) Fiir nichtsimpliziale Varietéiten spiegelt die Schnitthomologie geometrische Eigen-
schaften héufig besser wider als die gewohnliche (singulire oder simpliziale) Homo-
logie.

2) Auch wenn man sich vor allem fiir polytopische Fécher interessiert, ist es zumin-
dest aus technischen Griinden empfehlenswert, garbentheoretische Methoden als
eine wohlentwickelte Sprache zu verwenden, was die Einbeziehung nicht vollstandi-
ger Ficher erzwingt; nicht die Bedingung ,,vollstéindig®, sondern die allgemeinere
yaquivariant formal“ ist die dem Problem angepafite. Beispielsweise sind auch affine
Facher dquivariant formal.

3) Fiir diese Klasse von Féachern 148t sich die Schnitthomologie auf einfache formale
Weise aus der entsprechenden &dquivarianten Theorie beziiglich der Toruswirkung
berechnen. Dabei hat die Prigarbe der dquivarianten Schnitthomologie im Vergleich
zu der der iiblichen Schnitthomologie den entscheidenden Vorteil, eine Garbe auf
dem Fécherraum zu sein.

Die dquivariante Schnitthomologie 148t sich auf rein formalem Wege auf die Klas-
se der nichtrationalen Ficher erweitern, wodurch sich fiir nicht rationale dquivariant
formale Facher umgekehrt eine ,virtuelle“ Schnitthomologie einfithren 1dt. Als we-
sentliches, noch offenes Problem fiir die rekursive Berechnung von Schnittbettizahlen
nichtrationaler Fécher stellt sich die Frage nach einer kombinatorischen Version eines
harten Lefschetzsatzes, der nicht auf die Kategorie projektiv algebraischer Varietidten
rekurriert.

An den Anfang stellen wir eine genauere Analyse simplizialer Varietédten, deren
aquivariante Kohomologie uns als Ariadnefaden fiir die Untersuchung allgemeinerer
Fécher dienen soll.



21. Aquivariante Kohomologie simplizialer Varietéten

Wir beginnen mit einer Darstellung der dquivarianten Kohomologie von komplex-alge-
braischen T-Varietéiten X gemé&fl der Borelkonstruktion. Wir werden dabei, wenn nicht
anders vermerkt, stets reelle Koeffizienten wéahlen. Fiir die allgemeine Theorie sei etwa
auf das einleitende Kapitel in [AlPu] verwiesen.

Es sei
c>) .= {(a;) € C*; fast alle a; =0}

versehen mit der Vektorraumtopologie mit einer Basis von Nullumgebungen in der Form

¢ n H{aj € C;|la;| < g;} fiir eine Folge (¢;) in Rsg. Beziiglich der kanonischen
j=1

Inklusionen €7 — € ist dies gerade die Topologie eines induktiven Limes. Die kom-

ponentenweise skalare Multiplikation von C auf C) induziert fiir festes n € N eine

freie Operation von T = (C*)™ auf

(21.0) ET := (C)\ {0})".

21.1 Bemerkung Der topologische Raum ET ist zusammenziehbar.

Beweis Zunichst ist jede kompakte Teilmenge K in einem B; := €7 \ {0} enthalten:
Andernfalls existierte ohne Einschrinkung eine Punktfolge (a;)jeny in K mit a; aus
B; \ Bj_y. Sie bildet eine abgeschlossene Menge in ET, da sie mit jedem B, einen
endlichen und damit abgeschlossenen Durchschnitt hat. Also definiert die Folge eine
unendliche diskrete abgeschlossene und damit kompakte Teilmenge in K, was nicht sein
kann. — Folglich verschwinden alle Homotopiegruppen m;(ET), denn jedes stetige Bild
einer j-Sphére in ET liegt damit in einem B,,,, und fiir m > j ist dieses Bild nullhomotop.
Nach dem Satz von Whitehead [tD, 111.4.19], angewandt auf eine konstante Abbildung
auf dem CW-Komplex ET, ist ET auf einen Punkt zusammenziehbar. =

Konstruiert man analog P, :=lim IP,,, so wird aus ET durch Quotientenbildung

nach der Wirkung von T ein Biindel
(21.1.1) ET — BT:=(Py)"

mit Faser T, das ein T-Prinzipalbiindel ist. Man nennt BT den , klassifizierenden Raum®“
zu T und ET das ,universelle T-Biindel“. Ist nun X eine komplex-algebraische Varietéit
mit T-Wirkung, so erhilt man vermittels der Ubergangsfunktionen des Biindels ET —
BT aus dem Produkt mit der ,getwisteten“ diagonalen T-Wirkung

T x (X xET) — X xET, (¢ (z,9)) — (tz,t™'y)
als Bahnenraum das assoziierte Biindel

Xr:=X x"ET — BT
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mit Faser X.

21.2 Definition Die Kohomologie
Hi(X) = Hi(X;R) := H*(Xm;R)

heifit die dquivariante (reellwertige) Kohomologie der T-Varietit X .

Fiir den Vektorraum V 22 IR" bezeichnen wir mit
A= SR(VY)

die reelle symmetrische Algebra iiber dem dualen Vektorraum V*, also die Polynom-
algebra R[Ty,...,T,], wobei Ty, ..., T, eine Basis von V* ist. Die Algebra ist graduiert,
jedes T habe definitionsgemifl den Grad 2, so daf A°dd verschwindet. Als abstrakte
Vektorrdume sind A® und H* (BT) isomorph. Fiir spitere Anwendungen benétigen wir
folgende explizite Identifikation:

21.3 Lemma Es gibt einen kanonischen Isomorphismus graduierter R-Algebren

A* = H*(BT).

Beweis Die Wahl eines Isomorphismus N = Z" liefert Isomorphismen
M =7" T = C" BT = (P,)", A> 2 M®; R.

Die Algebra H*(BT) wird von H?(BT) erzeugt, die Algebra A* von A%. Fiir n =1 ist
die Behauptung unmittelbar zu sehen: Dem Erzeugenden 1 € M = 7Z wird die komplexe
Gerade C versehen mit der skalaren Multiplikation zugeordnet, wodurch diese eine C*-
Varietat wird. Zum Geradenbiindel C — pt gehort das Geradenbiindel Cr — pty = BT.
Dies ist das tautologische Biindel £ = liin L; auf P, das aus den tautologischen

Biindeln £; auf IP; entsteht. Damit ist die gesuchte explizite Abbildung A% — H?(BT)
mit Hilfe der ersten Chernklasse durch die lineare Fortsetzung von 1 — L +— ¢1(L£)
gegeben. — Fiir allgemeines n ist

H*(BT) = (H*(IPy))”" und 4°* = (R[T])""
nach der Kiinnethformel (12.7.1), woraus die Behauptung folgt.

Will man allerdings die Behauptung ,, kanonisch* augenfilliger machen, so empfiehlt
sich der weniger anschauliche Weg, fiir festen Charakter x € M eine T-Varietdt C, als
die komplexe Gerade C mit der T-Wirkung

TxC—C, (tz)r— x(t)z

zu definieren. Die erste Chernklasse ¢1(£,) des Geradenbiindels L, := (Cy)r iiber BT
ist dann das Bild von x ® 1 in H* (BT). =
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21.4 Beispiele 1) Fiir X =T ist Tt = ET zusammenziehbar, und daher gilt

Hi(T;R) = H*'(ET;R) = R°,

wobei R* der graduierte Vektorraum ist, der nur im Grad 0 von Null verschieden
und dort R ist. Damit {ibernimmt X = T in der dquivarianten Theorie sozusagen
die Rolle des Punktes in der iiblichen Kohomologie.

Es sei X ein einpunktiger Raum pt, dann ist pty = BT und
Hy(pt) = H*(BT) = R[Ty,...,T,] = A°

mit dem cup-Produkt ein Isomorphismus graduierter IR-Algebren, wobei die Unbe-
stimmten T; vom Grad 2 sind. Insbesondere hat Hy (pt) in unendlich vielen Graden
nicht verschwindende Terme. m

Wirkt T trivial auf X, so ist X1 = BT x X, und die Kiinnethformel (13.2.1) liefert

Hi(X) =2 A* @r H*(X) .

Fir n =1ist T = C* und A* = IR[7}] mit einer Unbestimmten vom Grad 2. Mit
der skalaren Multiplikation ist das Geradenbiindel Cr iiber IP,, zur Basis homotop,
also gilt

Hi(C) =2 H*(IP,) =2 R[TY].

Mit einer Zerlegung (IP;)r = X7 U X» fir X; & Cp und X; N Xo = ET liefert die
exakte Mayer-Vietoris-Sequenz eine Struktur als A* = IR[T}]-Modul

Hy(IP) = Re H22(X)) 0 H2*(X,) = R[T,T3]/(TiT3) = A* @ T3A° .

Aufgabe 21.1 Man berechne die dquivarianten Kohomologievektorrdume fiir die torischen
Varietéten

€%, Cx Py, P, P{\{(0,0)} und P\ {(0,0),(c0,00)} .

Wie sieht die jeweilige Struktur als Hy (BT)-Modul aus?

21.5 Bemerkung Die Abbildung Xt — BT macht Hy(X) = H*(Xr) auf kanonische
Weise zu einem Modul iiber A* = H*(BT). n

Im folgenden sei X = XA fiir einen Facher A C V = IR". Es seien weiter 0 C V

ein d-dimensionaler N-Kegel und T, die Isotropiegruppe der abgeschlossenen Bahn
B, — X,. Wir wihlen einen komplementiren Torus T mit T = T, x T/, so dafl wir

gemif (3.19.1) eine dquivariante Produktzerlegung X, = Z, x T’ erhalten, wobei Z,
beziiglich V, = lino gebildet wird.

21.6 Lemma Es gibt eine kanonische Identifikation (graduierter) reeller Algebren

Hy(Xo) = Hyp (Z5) = 5°(V5).
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Beweis Der Produktzerlegung von T entsprechen Zerlegungen der Biindel
ET = ET, xET und (X,)r & (Z,)r, x ET
iiber BT. Weil ET’ zusammenziehbar ist, folgt fiir die Kohomologie

Hy(X,) = H* ((XU)T) = H° ((Zg)qycr XET') = H* ((Zg)qrg) = H; (Z,).

o

Jedes v € 0° N N definiert eine T-vertrdagliche Deformationsretraktion Z, ~ z, auf den
Fixpunkt, und diese wiederum induziert eine Homotopie zwischen idz, und Z, — z,
(vgl. 21.4 2))

(Zs)r, =~ (25)1, = BT, .

Also erhilt man
Hy (Z,) = H*(BT,) = S*(V)).=

o

Wir definieren nun allgemein fiir ¢ € A die Polynomalgebra®!)

Ar = S (VD)

o

die wir auch als Algebra von Funktionen auf der Teilmenge o von V, auffassen. Er-
sichtlich ist A5 = A* fiir ¢ € A™. Wir erhalten mit 21.6 zur offenen Uberdeckung
(Xs)oeamax von X einen kanonischen Homomorphismus

Hi(Xa) —  (DHI(X)

o€ Amax

(21.6.1) lg
A(A) C P4

o€ Amax

wobei wir folgende Bezeichnung verwenden:

21.7 Definition Fiir einen Féacher A bezeichne

A (A) = {f:|A] = R; Vo e A3f, € AL mit fl, = fs|o}

g

die Algebra der ,/A-stiickweise polynomialen Funktionen* auf A.

Wir verwenden auch die Abkiirzung A* (o) fiir A*(&(0)) = A5. Mit den kanoni-
schen Einschriankungen ist die Pragarbe

A A*(A) fir A <A

eine Garbe auf dem Facherraum A.

31) Der aufmerksame Leser wird Ag nicht mit der affinen Algebra S, = C[Ss] verwechseln.
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Wir wollen (21.6.1) zu einem kommutativen Diagramm ergénzen. Dazu betrachten
wir die Préagarbe

(21.6.2) Hp:A— Hp(Xy)

Fiir ihre Halme in den o € A existieren nach 21.6 einschrankungsvertragliche graduierte
Homomorphismen
(Hp)e — A

Damit liefert (21.6.1) einen Pragarbenhomomorphismus H; — A®, und A* ist die
assozilerte Garbe Hy zur Pragarbe Hp; weiterhin ergénzt sich (21.6.1) kanonisch zu
einem kommutativen Diagramm.

21.8 Satz Fiir simpliziale Facher A ist der induzierte Homomorphismus
H(Xa) — A°(A)

ein Isomorphismus von A®-Algebren. Insbesondere verschwindet H2(X ).

Beweis Der Fall eines affinen Féachers &(o) wurde bereits im Lemma 21.6 behandelt.
Fiir eine Induktion iiber die Anzahl der Kegel in A sei 0 € A™®*; ferner bezeichne
Ag := A\ {o}. Auf die Zerlegung Xp = Xa, U X, mit dpo := Ay N &(0o) lassen sich
exakte Mayer-Vietoris-Sequenzen anwenden:

2g—1 2 2 2 P 2 2g+1
quq (Xaoa) - HTq(XA) - HTq(XAO) D H’ﬂ‘q(XU) - quq(Xaoa) - H’ﬂ‘q+ (Xa)

2 - §

0 — A%A) - AN @ A*(G(0) B AM(9yo)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt H. %q_l (Xo,0) = 0. Wenn ¢ surjektiv ist, dann gilt das
auch fiir v, so dafl das zu untersuchende « nach dem Fiinferlemma ein Isomorphismus
ist. Ferner verschwindet H%qH(X A), weil der in der oberen Sequenz des Diagrammes
folgende Term nach Induktionsvoraussetzung verschwindet. Damit folgt die Behauptung
leicht aus Lemma 21.9. =

Fiir einen simplizialen Fécher A ist damit die Pragarbe Hp: A — Hp(X,) eine
Garbe auf dem Facherraum A. Insbesondere ist dann der Homomorphismus (21.6.1)
injektiv.

21.9 Lemma Ist o simplizial, so ist die Einschréinkung A* (6(0)) — A* (do) surjektiv.

Beweis Wir fiihren fiir einen induktiven Beweis exemplarisch den Fall n = 3 aus; ohne
Einschriankung sei o = keg(ey, €2, €3) im IR? mit Variablen Ty, Ts, T5. Ein gegebenes F
aus A*® (0o) sei ohne Einschrénkung homogen; es ist durch homogene f (71, 7%), g(12,T3)
und h(T5,T7) beschreibbar mit der Kompatibilitdtsbedingung

f(0,T3) = g(13,0), 9(0,T3) = h(T3,0), h(0,T1) = f(T1,0) .
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Die homogene Funktion
ri(T, 1) = f(T1,T2) — f(T1,0) — £(0, T3)
verschwindet auf den Koordinatenebenen o| N {77 = 0} und o| N {72 = 0}. Mit
H(T\,T5,T3) = f(11,0) + g(1%,0) + h(13,0) + ¢ + 14 + 71

erhalten wir das gesuchte Urbild von F. — Fiir einen allgemeinen Beweis sei auf 24.12
verwiesen. m

Der Beweis von 21.8 148t eine rekursive Konstruktion weiterer Beispiele zu:

21.10 Korollar Der Fécher A entstehe aus A durch Herausnahme eines Kegels o,
fiir den o N |Ag| eine echte Seite von o ist. Gilt Hy(Xa,) = A*(Ao), so gilt auch
Hi(Xa) = A (A).

Beweis Man imitiert den Beweis von 21.8. Wieder ist im Mayer-Vietoris-Diagramm
nur zu zeigen, dafl ¢ surjektiv ist. Ersichtlich ist nun bereits der Einschriankungshomo-
morphismus A* (o) — A® (0 N |Ap]) surjektiv. =

Auf diese Weise 148t sich auch ein dreidimensionales Beispiel angeben, in dem
H3}(XA) = R

und damit der Homomorphismus Hy (Xa) — A®(A) kein Isomorphismus ist:

21.11 Beispiel Es bezeichne Az den von drei vertikalen Seiten des Wiirfels [—1,1]?
im R3 erzeugten Ficher und o den von der vierten Seite erzeugten Kegel. Rekursiv 148t
sich A mit 21.10 behandeln, A := A3 U &(o) jedoch nicht. Der Morphismus

A% (D) @ A%(0) — A*(|AsN o)

As

FIGUR 21.1 Beispiel fiir Hp.(Xa) # A*(A).
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hat einen eindimensionalen Kokern: Das Bild des Einschriankungshomomorphismus
A?%(o) — A2%(o N |Asz|) besteht aus allen stiickweise linearen Funktionen, fiir welche
die Wertedifferenz auf den beiden rechten oberen Ecken des Wiirfels mit der auf den
beiden rechten unteren Ecken iibereinstimmt. Analog 148t sich fiir die Einschrankung
A%(A3) — A%(0 N |As]) argumentieren, woraus die Behauptung folgt. Weil 21.10 auf
A3z anwendbar ist, liefert das fiir A aufgestellte kommutative Diagramm wie im Beweis
von 21.8 schlieBlich H3(XA) = IR. =

Aufgabe 21.2 Fiir einen beliebigen Facher A zeige man:
i) H(Xa) = 0.
i) H2(Xa) = A%(A).

Aufgabe 21.3 Man zeige, daf8 ein Fichermorphismus ¢: (A’, N') — (A, N) kanonisch folgen-
des kommutative Diagramm induziert:
Hp(Xa) — Hp(Xar)
1 !
AT(D) = AN
Aufgabe 21.4 Der torische Morphismus f: X’ — X zwischen simplizialen torischen Varietéten

besitze die Kurveniiberdeckungseigenschaft. Man zeige, dafl der induzierte Homomorphismus
f*:Hy(X) — Hy, (X') injektiv ist.

Den Satz von Jurkiewicz-Danilov kann man so interpretieren, daf} fiir vollstdndige
simpliziale Facher ein enger formaler Zusammenhang zwischen dquivarianter und ge-
wohnlicher Kohomologie besteht. Dies gilt jedoch auch in anderen Féllen. Wir wollen
dies in 21.14 in einen allgemeineren Zusammenhang stellen, wofiir wir das maximale
Ideal

mae = A% = {pe A*;p(0) =0}

von A* benoétigen, das damit die Beziehung A*® / mye = IR" erfiillt.

Wir beschreiben dabei die Beziehung zwischen H* (BT), H*(X) und Hyj(X) mit
Hilfe eines ,,getwisteten Tensorproduktes®, das héufig einfacher als die sonst gerne be-
nutzte Leray-Serre-Spektralsequenz ist. Dabei orientieren wir uns an der Darstellung
in [AlPu, Example 2.5.4] mit reellen statt rationalen Koeffizienten und einer algebrai-
schen Operation des algebraischen Torus T = (C*)" statt einer (S')"-Wirkung: Fiir
eine algebraische T-Varietdt X verwenden wir die differentielle graduierte reelle Alge-
bra A* = R[T] = R[T1,...,T,] mit trivialem Differential d7. Es sei (L*,dr) eine
weitere graduiert-kommutative (i.e,. ¢; - ¢; = (—1)%¢; - £;) differentielle graduierte Alge-
bra mit Differential vom Grad 1. Dann heiit ein um ein A*-lineares Differential § vom
Grad 1 ergénztes Tensorprodukt von Algebren

(A' ®IRL°,S) =: A° é[RL'

ein getwistetes Tensorprodukt von A* und L*, wenn die von der kanonischen Projektion
A* — A® /mge = IR induzierte lineare Abbildung

ﬂ:A' ®IF{L. — IR* ®IF{L. =~
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ein Homomorphismus differentieller graduierter Algebren ist. Damit ist § durch die
Werte auf 1 ® L* bestimmt; fiir £ € L* ist somit

(21.12.0) 1@ =10+ a; @0 mit a; € mye
J

eine Deformation von 1 ® oy, (¥).

Wir benutzen zunéchst als differentielle graduierte Algebra L* ,,das“ Sullivansche
minimale Modell M(X) zu X, das wegen des Wegzusammenhanges von X existiert
und bis auf Isomorphie eindeutig ist (vgl. [AlPu, 2.2.6]), aber nicht funktoriell von X
abhéngt. Zu ihm gehort ein Isomorphismus von Algebren

(21.12.1) HM(X)) & H*'(X).

Nun 148t sich aber M(X') durch die ersichtlich einfachere differentielle graduierte Koho-
mologiealgebra H* (X)) mit trivialem Differential ersetzen: Es existiert ein (bis auf Ko-
kettenhomotopie) kommutatives Diagramm differentieller graduierter A*-Moduln (vgl.
[AlPu, 2.5.1, insbesondere 2.5.4, sowie B.2.4])

A A BrHY(X) —1 s HY(X)
(21.12.2) l l |
A — A @RM(X) —F— M(X)

mit Quasi-Isomorphismen in den Vertikalen. Die Homomorphismen o« und (8 werden
von der kanonischen Projektion R[T] — R[T]/(T) = R* induziert. Im Lichte von Punkt
1) des folgenden Lemmas wird der Homomorphismus ( durch die Inklusion einer Fa-
ser X — Xt induziert; wegen des Wegzusammenhanges von BT sind je zwei Faser-
inklusionen homotop, so daf} die induzierte Kohomologieabbildung von der Faserwahl
unabhéingig ist. Durch die Bedingung dge x) = 0 ist im iibrigen das getwistete Ten-
sorprodukt A*® g H* (X) bis auf Isomorphie graduierter differentieller A*-Moduln ein-
deutig, vgl. [AlPu, Aufgabe B.7 auf Seite 455].

21.12 Lemma 1) Es gibt einen Isomorphismus graduierter A®*-Moduln
Hi(X) = H*(Xt) = H(A'&)RH' (X)) .
2) Das Differential 6 = dx auf A*@pH* (X) erfiillt
5(A*®rH* (X)) C mueBH"(X) .

3) Operiert T trivial auf X, so ist §=0.

Beweis 1) folgt aus Diagramm (21.12.2), denn die Homologie von A*® g M (X) ist als
A*-Modul isomorph zu der von M(Xr), vgl. [AlPu, 2.5.4].
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2) Fiir 1@/ € A* @ H* (X)) verschwindet do(1®¢) = 1®0 e (x)(¢) in der Darstellung
(21.12.0), also liegt 6(1 ® £) in mae @pH* (X).

Aussage 3) folgt aus 1) und 21.4 3), da der Korandoperator eines Komplexes offen-
bar genau dann trivial ist, wenn der Komplex mit seiner Homologie iibereinstimmt. =

Das Differential gX kann aber auch fiir nichttriviale T-Wirkungen verschwinden.
Das folgende Resultat priasentiert dquivalente Charakterisierungen dieses Falles:

21.13 Lemma Flir eine algebraische Varietdt X mit einer algebraischen T-Wirkung
und Fixpunktvarietit X" sind die folgenden Eigenschaften édquivalent:

1) Bettizahlbedingung: ), V(X)) = > b(XT).
2) Auf A*@gH* (X) ist 6 = 0.

3) Kiinnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A*-Moduln

Hy(X) = H*(BT)®r H*(X) = A* @ H*(X).

4) Reduktionsbedingung: Eine (und damit jede) Faserinklusion X — Xy induziert
einen surjektiven (und damit bijektiven) Homomorphismus von R*®-Algebren

Hi(X) /mae Hi(X) =2 H*(X).

5) Freiheitsbedingung: Der A®-Modul H}(X) ist frei.3?

Beweis Fiir das multiplikative System S := A®\0 existiert nach dem Lokalisierungssatz
der #Hquivarianten Kohomologie (vgl. [AlPu, (3.1.6)]) ein Isomorphismus von S~1A*-
Vektorrdumen

(21.13.1) ST'HA(X) = ST HA(XT).

Weil die Lokalisierung nach S ein exakter Funktor ist, 148t sich dieser Isomorphismus
geméf 21.12 1) in der Form

(21.13.1) H(S—l(A°®RH°(X))> = H(S‘l(A@mH'(XT)))

schreiben. Da T auf X7 trivial operiert, ist gx’]l‘ =0, vgl. 21.12 3); also folgt weiter
(21.13.2)

H(STHA"GRH"(XT)) = ST (4" @ B (XT)) = (S7'4%) @ H*(XT).

»2) = 1)* Aus 5x =0 ergibt sich analog

H(S—l (A*GRH* (X))) =~ (S7'AY) @R H* (X)

32) D.h. H}(X) ist als A*-Modul von der Form P, ;(A* [i])7.
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und daher mit (21.13.1) iiber dem Kérper K* := S~1A* ein Isomorphismus von Vek-
torriumen K* @r H* (X) = K* @g H* (XT). Mit dimg H* (X) = dimge K* @r H* (X)
etc. resultiert daraus die Behauptung.

,1) = 2)“ Fiir den endlich erzeugten freien A*-Modul A*®@RrH* (X) ist offensicht-
lich das Verschwinden von x édquivalent zu dem von S™ 15 x. Damit geniigt es, die
Gleichung

dimge H* (K*@rH* (X)) = dimge K*QrH*(X)
zu zeigen. Aus (21.13.1) folgt:

dimp H* (X) = dimge K*@rH*(X) > dimge H* (K*@rH* (X))
=dimg+ H* (K*®@RrH* (X")) = dimgK* @pH* (X") = dimp H* (X").

Nach Voraussetzung stimmen die beiden dufleren Terme dieser Abschitzung und damit
alle iiberein.

Die Inklusion ,,2) = 3)“ folgt unmittelbar aus Lemma 21.12.

Fiir ,,3) = 4)“ tensoriert man die Kiinnethformel mit (A* /m 4¢ ) iiber A® und erhélt

Hi(X) / mae Hp(X) =2 (A /mae) @aeHp (X) = (A°/mae) @ae(A° @r H* (X))
~ R* @p H*(X) = H*(X)

fiir die Struktur als A®-Modul. Es bleibt zu zeigen, dafl vermoge der cup-Produkte ein
Isomorphismus von R-Algebren vorliegt. Dies folgt daraus, daf§ das Diagramm (21.12.2)
aus A*-Algebrahomomorphismen besteht und bei der Operation von A® auf H*(X)
das Ideal m 4o nach Konstruktion von « trivial operiert, so daf3 sich eine Operation von
A* /mae = IR® ergibt.

»4) = 2)¢ Ist & nicht die Nullabbildung, so gibt es ein Element 10k € A*® r H* (X)
mit homogenem h und 6(1 ® h) # 0; zusitzlich sei h von minimalem Grad. In den Be-
zeichnungen von (21.12.2) gilt (1 ® h) = h. Nun ist nach Voraussetzung die kanonische
Abbildung H(B): H} (X ) — H* (X) surjektiv, also existiert sogar ein S-Urbild von h, das
durch einen g—Kozyklus reprisentiert wird; dieser 148t sich in der Form 1@h+ > ;@ ®h;
aus A*®@®H* (X) mit homogenen a; € mae und h; € H*(X) schreiben. Damit haben
die h; einen kleineren Grad als h, also ist g(aj @ hj) = (a; ® 1)6(1® h;) = 0 und somit
bereits 1 ® h ein g—Kozyklus!

Die Beziehung ,,3) = 5)“ ist evident. Fiir ,,5) = 2)“ verfizieren wir durch Induktion

iiber 3% 4| (a0 @reire (x)) 0. Dies folgt fiir ¢ = 0 aus

H)XX) = R = Ae H'X).

Es sei nun hq, ..., h, eine horriogene Basis des reellen Vektorraumes 7<;_1 H* (X). Nach
Induktionsvoraussetzung ist 6(1 ® h;) = 0 fir j = 1,...,r. Wegen der A°®-Linearitét

33) Wir verwenden den » Trunkierungs“-Operator 7<;(L®) := LI
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von 4 reicht es, 0(1 ® h) = 0 fiir beliebiges h € H'(X) nachzuweisen. Gemi$ 21.12 2)
existiert eine Darstellung

g(l@h) = Zaj®hj, a; € Mye .
j=1

Bezeichnen wir mit 1 ® hq,...,1® h, die Klassen in Ker(d)/Im(6) = Hy(X), so folgt
0= Z;Zl a;j1 ® h;. Fir 5(1® h) = 0 ist daraus a; =0,7=1,...,r abzuleiten. Dies ist
erfiillt, wenn das System 1 ® hy,...,1 ® h, tiber A® linear unabhéingig ist. Um letzteres
zu verifizieren, ergéinzen wir 1 ® hy,...,1® h,. durch Elemente f,,..., f, zu einem Er-
zeugendensystem von Ker(d)/Im(d) = Hp(X) tiber A*, wobei die f; € Ker(4) homogen
vom Grad > ¢ seien. Wahlt man aus diesem Erzeugendensystem ein minimales aus, so
darf aus Gradgriinden keines der Elemente 1 ® h; weggelassen werden. Da Hy (X)) ein
freier A*-Modul ist, mufl das minimale homogene Erzeugendensystem eine Basis sein;

insbesondere ist die gesuchte lineare Unabhéngigkeit gezeigt. m

Fiir torische Varietédten ergibt sich damit folgendes Korollar:
21.14 Theorem Fiir eine torische Varietdt X = Xa sind die folgenden Eigenschaften
dquivalent:

1) Fixpunktbedingung: Die Zahl f,(A) der n-Kegel von A (und damit die Zahl der
Fixpunkte von X) ist 3 v (X).

2) Verschwindungsbedingung: H°(X) = 0.

3) Kiinnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A®-Moduln

Hy(X) = H*(BT)®p H*(X) = A* @ H*(X).

4) Reduktionsbedingung: Eine (und damit jede) Faserinklusion X — Xt induziert
einen surjektiven (und damit bijektiven) Homomorphismus von graduierten R*®-
Algebren

Hp(X) [/ mas Hp(X) = H*(X).

5) Freiheitsbedingung: Der A*-Modul Hy (X) ist frei.

Beweis Die Bedingungen von 21.14 sind, abgesehen zunéchst von 2), zu den Bedin-
gungen mit gleicher Nummer aus 21.13 dquivalent. Dies ist evident fiir die letzten drei
Punkte; in 1) ist f,(A) = e(XT) = bo(XT) nach 13.4, da die Fixpunkte isoliert liegen,
so daB auch hier eine Aquivalenz vorliegt. Andererseits folgt aus Lemma 21.16:

D obi(X) = Y (X)) =) oy (X) = e(X) = e(XT) = ho(XT).

Daher ist H°4(X) = 0 #iquivalent zu Y b;(X) = bo(XT) = f,(A), also sind 1) und 2)
gleichwertig. m

Damit konnen wir eine besonders interessante Klasse von Fachern bzw. torischen
Varietiten einfiithren:
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21.15 Definition FEine Varietidt X A sowie der zugehérige Féacher A heiflen ,dquivariant
formal“, wenn eine der Bedingungen von 21.14 erfiillt ist.

21.16 Lemma Fiir eine algebraische Varietéit mit einer algebraischen T-Wirkung gilt
e(X) = e(XT).
Beweis Wir fithren auf der reellen Kohomologie folgende Z,-Graduierung ein:
HY(X) = HY(X)@® HY(X) .

Dazu gehort auf natiirliche Weise eine Eulercharakteristik, namlich dim H®V*"(X) —
dim H°4(X). Dann ist ersichtlich e(X) = e(H* (X)) = e(H*(X)) beziiglich der Di-
mensionen reeller Vektorrdume. In analogen Bezeichnungen ist nach Definition A% =
A*, und somit existiert eine natiirliche Zy-Graduierung auf A* ® H*(X). Fiir den ex-
akten Funktor , Lokalisierung nach S := A® \ {0} erhélt man eine Zo-Graduierung auf
den Lokalisierungen. Weil die Eulercharakteristik eines endlich erzeugten Komplexes
mit der von dessen Homologie iibereinstimmt, konnen wir weiterschlieffen:

er(H*(X)) = eae(A* @ H¥(X)) = e5-140 <S‘1(A’®H’(X))>
= o146 (H’(s—l(A°®H°(X>))) = eg-140 (5—1H°(A'®H°(X>))

Nach dem Lokalisierungssatz [AlPu, (3.1.6)] d&ndert sich der letzte Term nicht, wenn X
durch X7 ersetzt wird, und fiir diesen Raum kann man natiirlich die obigen Gleichungen
riickwérts verfolgen, so dafl die Behauptung folgt. m

Aufgabe 21.5 Fiir ein gerades j und alle geraden ¢ < j gelte Hi_l(XA) = 0. Man zeige
HEY (Xa) 2 7<j(A* @ H" (Xa))

Fiir j = 2 und nicht entartetes A ist die Voraussetzung stets erfiillt.

21.17 Bemerkung Der Modulisomorphismus aus 21.14 3) ist (beziiglich des cup-

Produktes auf H} (X)) in der Regel Isomorphismus von A®-Algebren. Denn die Alge-

bra Hyp(Xa) ist fir simpliziales A nach 21.8 eine Algebra von Funktionen und damit

reduziert, wihrend die Algebra A* ® H*(X) fiir n > 0 ein nichttriviales Nilradikal
A* ® H>°(X) hat.

Angesichts 21.8 ergibt sich mit 21.14 eine einfache Berechnungsmethode fiir die
Kohomologie simplizialer Fécher:

21.18 Korollar Ist A simplizial und A®(A) ein freier A*-Modul, so ist
H*(Xa) = A (A) [ mye A°(A).

21.19 Beispiel Die Varietidten C und IP; sind dquivariant formal: Es ist T = C* und
A* = IR[T}] mit einer Unbestimmten vom Grad 2. Fiir C sind die Bedingungen in Theo-
rem 21.14 aus 21.4 4) unmittelbar ablesbar. Entsprechend sind fiir IP; die Bedingungen
1), 2) und 5) klar. Bedingung 3) bedeutet gerade einen IR[T}]-Modul Isomorphismus

R[N ® (R[T2)/(T3)) = R[T1,T]/(TiT2) ,
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wahrend 4) ersichtlich aus mqe = T3 IR[T}] folgt. =

Nicht nur iiber die Faserinklusion in 21.14 4), sondern auch iiber die kanonische
Projektion p: X1 — BT lafit sich eine wichtige Eigenschaft torischer Varietédten charak-
terisieren:

Aufgabe 21.6 Man zeige mit Hilfe von (21.13.1), daf} die torische Varietdt X genau dann
Fixpunkte besitzt, wenn der kanonische Homomorphismus p°®: H* (BT) — H{r (X) injektiv ist.

Die Konstruktion des Stanley-Reisner-Ringes in § 18 148t sich fiir simpliziale Facher
A zu einer Garbenkonstruktion auf dem Fécherraum A erweitern. Fiir jeden Halbstrahl
pj € Al fixiere man ein Erzeugendes v;; fiir rationales A sei das wie iiblich ein primitiver
Gittervektor. Die folgende Argumentation fithren wir fir R = IR durch.?®) Jedem v
ordne man eine A-stiickweise lineare Funktion y; mit

(21.21.0) X;(vi) = i
auf |A| zu. Das fithrt zu einem durch

Y: Py :=Rlpr,...,p] — A(A), pj— X

bestimmten Algebrahomomorphismus; sein Kern enthéalt das Ideal

I(A) == Pi- (i, pig; keg(piys -5 pi) ¢ A)

Fiir ein Erzeugendes p;, ---p;, und 0 € A wihle man einen Index i; mit p;; A o;
dann ist ;|0 = 0. Weiter existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus von
A*-Algebren

k
p:A* - P, mit A’>he— Zh(vj)pj .
j=1
Damit wird Py eine A®-Algebra. Wir verwenden folgende Eigenschaften von ¢ und ¢:
a) 1 o ¢ ist die Einschrdnkungsabbildung h — h[a| auf A? und damit auf ganz A°*.

b) Fiir 7 € A seien p; :=[],c,1 p € Py und x; :=9(p;) € A*(A). Die Einschrénkung
Xr|r € AT ist das Produkt der (bis auf einen Skalarfaktor eindeutigen) nichttrivialen
Linearformen aus A2, die auf den Facetten von 7 verschwinden.

21.20 Lemma Der induzierte Homomorphismus von A®-Algebren
(21.21.1) P SR(A) := Rlpy,...,pu)/I(A) — A*(A)

ist ein Isomorphismus.

34) Ist der Hauptidealbereich R ein Unterring von @ und A in naheliegendem Sinne R-regulér,
so 148t sie sich iibertragen, wobei man die Algebra A°®(A) als die R-Algebra der stiickweise
polynomialen, auf M N|A| R-wertigen Funktionen interpretiere.
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Beweis Wir fiihren Induktion iiber die Anzahl der Kegel in A. Die Behauptung ist
unmittelbar auf dem Unterficher AS! einzusehen. Es sei nun 7 ein maximaler Kegel
in AZ2 und fiir Ag := A\ {7} sei die Behauptung gezeigt. Einerseits ist der Ho-
momorphismus 1: SR(A) — A*(A) surjektiv: Es sei f € A®*(A). Dann gibt es laut
Induktionsvoraussetzung ein Element p € Py, soda8l ¥(p)|ja,] = flja.), i-e- ¥(p) — f
liegt in ker(A*(A) — A*(Ag)). Nun gilt aber nach b)

ker(A®(A) — A (Ag)) = ker(A* (1) = A*(97)) = xr-(A°|j7) = xr - (4°]j1a)) -

Aus a) ergibt sich unmittelbar A*| o] C ¥(Pg) und damit auch f € ¢(P). Fiir die
Injektivitdt andererseits miissen wir ker(v)) = I(A) zeigen. Wir wissen bereits

I(A) C ker(vp) C I(Ag),
wobei die zweite Inklusion aus der Induktionsvoraussetzung stammt. Nun ist aber

mit der Unteralgebra P, := IR[p;; p; €7']. Die Funktionen v (p) fiir p € 7! sind alge-
braisch unabhingig, da ihre Einschrinkungen auf 7 eine Basis von A2 bilden. Also ist
Y| p,,. injektiv, und es folgt unmittelbar ker(y)) = I(A). =

In Anbetracht von Satz 21.8 ist damit fiir rationales simpliziales A die dquivariante
Kohomologie H} (Xa) eine kombinatorische Invariante.

Der Homomorphismus (21.21.1) ist offensichtlich mit der Einschréinkung auf Un-
terfacher vertréglich, so dafl eine Priagarbe ASR von A®-Algebren auf A resultiert.
Mit A A® ist die Priagarbe ASR eine Garbe, die man als die Stanley-Reisner-Garbe des
simplizialen Féacherraumes A bezeichnen koénnte.

Als néchstes soll fiir einen Vergleich mit den Chowgruppen der Isomorphismus
(18.8.3) verallgemeinert werden; dabei sei der simpliziale Fécher A volldimensional er-
zeugt, so dafl M mit einem Untervektorraum von A°®(A) identifiziert werden kann.
Zunichst existiert in Analogie zu (18.8.1) vermoge der Poincarédualitéit ein Homomor-
phismus

Ch/(X;R) = Ch,_;j(X;R) — Hg(_(X;R) = HY(X;R),

der jedoch nicht notwendig bijektiv ist (vgl. Aufgabe 21.8, aber auch 22.6). Wie in
(18.8.2) erhalten wir einen Algebrahomomorphimus

Rlp1,...,pr] = Ch"(X;R) — H*(X) mit p; — Di— Py,"5(D) .

Nach 17.14 ist die erste Abbildung surjektiv. Im Kern liegt das von I(A) und J = M
erzeugte Ideal, was einen Algebrahomomorphismus

(21.21.2) SR(A)/(M) —» Ch* (X;R) — H*(X)
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liefert. In 22.6 kommen wir auf ihn zurtick.

21.21 Beispiele 1) Jeder vollstédndige simpliziale Ficher ist dquivariant formal.
2) Der Seitenficher &(o) zu einem volldimensionalen Kegel o ist dquivariant formal.

3) Der projektive Kegel iiber einer projektiven dquivariant formalen torischen Varietét
ist dquivariant formal, in der Regel aber nicht simplizial.

4) Ein Beispiel einer vollstdndigen, aber nicht dquivariant formalen Varietét findet
sich erstmals in Dimension 3.

Beweis 1) Nach 18.8 hat Xa fiir vollstdndiges simpliziales A keine Kohomologie in
ungeraden Dimensionen.

2) Gemif 12.4 ist X, zusammenziehbar und hat somit keine Kohomologie in posi-
tiven Dimensionen.

3)Ist Z— P, = V(IP,41;2n41) — P41 eine algebraiiche Untervarietiat und X
der projektive Kegel in IP,4; mit Spitze [0,...,0,1], so gilt H;(X;Z) = H;_2(Z;Z).
4) Fiir kompakte dreidimensionale torische Varietéten X wird in [BaBrFiKp, 3.6]

gezeigt:
bs(X) = bo(X) — f5(A) + fr(A) — 1.

Dazu wird ein dreidimensionales Dreiecksprisma angegeben, das eine torische Varietét
mit b3(Xa) =1 erzeugt. m

Wir wollen nunmehr die Einschrdnkung auf volldimensional erzeugte Fécher be-
griinden:

21.22 Satz Fin dquivariant formaler simplizialer Fécher ist volldimensional erzeugt.

Da freie Moduln torsionsfrei sind, ergibt sich der Satz unmittelbar aus dem folgen-
den Resultat:

21.23 Lemma FEin simplizialer Féacher A ist genau dann volldimensional erzeugt, wenn
H3(XA) = A*(A) ein torsionsfreier A*-Modul ist.

Beweis Da die Priagarbe Hy fiir simpliziales A eine Garbe ist, erhalten wir fiir volldi-
mensional erzeugtes A aus (21.6.1) eine Inklusion

Hi(Xa) < P4,

ocEA™

Fir o € A" ist A5 = A*, also ist H;(Xa) als Untermodul eines freien A®-Moduls
torsionsfrei. — Ist andererseits o € A™?* niederdimensional, so geniigt es, eine Klasse
0# fe Hp(X,) =A*(0) mit flgs = 0 zu finden. Denn dann 1a8t sich f durch 0 zu einer
Funktion aus A® (A) = H; (X ) fortsetzen und liefert ein nichttriviales Torsionselement:
Wenn man f mit einer beliebigen linearen Funktion aus A? multipliziert, die auf o
verschwindet, so erhélt man die Nullfunktion. Man findet so ein f wie folgt: Fiir jede
Facette 7 von o sei 0 # £, € Ay mit /.|, = 0. Dann verschwindet 0 # h :=[] (. €
A auf dem Rand von 0. =

T<10
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Nicht jeder volldimensional erzeugte zweidimensionale Féacher ist dquivariant for-
mal:

Aufgabe 21.7 Es seien o1, 02 regulidre 2-Kegel im IR2, die sich nur im Nullpunkt schneiden.
Man zeige, dal A := & (01, 02) nicht dquivariant formal ist, weil H 3 (X ) nicht verschwindet.

Vg (%)
U3 1 U3 U1
A 1 AQ
on V4
Vg V2
V3 V1 R R (%1
Ag A 4
V4

FIGUR 21.2 Die Ficher der Aufgabe 21.8.

Aufgabe 21.8 Fiir die vier in Figur 21.2 dargestellten Facher A bestimme man XA sowie

2 ) o
RS(A), A*(A), RS(A)/(M), Hy(Xa), H*(Xa) und hj(A) = (~1)""7 (;)fz_m) :
i=j



22. Aquivariant formale simpliziale Ficher

Fiir die Anwendungen von Satz 21.14 ist es nun entscheidend zu kléren, wann A°® (A),
und damit im simplizialen Fall H} (Xa), ein freier A*-Modul ist. Technisches Hilfsmittel
wird ein geeigneter, von A abhédngiger Komplex werden, dessen relative Version fiir
volldimensional erzeugtes A die Losung bringt.

Wir fiihren in Analogie zu § 19 fiir beliebiges A einen Kokettenkomplex (C*(A),d°)
fiir den kontravarianten Funktor A.A°* auf folgende Weise ein:

22.1 Definition Fiir einen (nicht notwendig simplizialen) Fécher A in V und ¢ > 0
sel

Ccl(A) == P Ay

a—eAn—i

mit dem Differential

3 CHA) = CFHA), (fo)oean—i = (D017 folr) cpmin -

T<10

Fiir vollstindiges A kann man den Komplex C* (A) offensichtlich durch die kano-
nische Abbildung

(22.1) A*(A) — H°A) = Ker(6°) c C%A)

augmentieren, da jeder (n—1)-dimensionale Kegel in genau zwei n-dimensionalen Kegeln
enthalten ist; die zugehorigen Orientierungskoeffizienten haben verschiedene Vorzeichen.
Nach Ubergang zu einem relativen Komplex ist das allgemeiner mdoglich. Wir fiihren
dazu fiir volldimensional erzeugtes A den Randficher

OA = &{r e A" !, 1 <, o fiir genau ein o € A}
von A ein. Nach Konstruktion ist C°(9A) = 0. Wir definieren
C*(A,0A) := C*(A)/C*(0A)

mit dem ingluzierten Differential, das wir wieder mit 6 bezeichnen. Der Komplex 14t
sich durch C~1(A,90A) := A*(A) und

§HAY(A) — C%A)=CYA,0A)
augmentieren zu einem Komplex (C* (A, dA), §*). Mit Hilfe der Teilmenge

A = A\OA,
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dem ,Inneren“ von A, erhilt man die Beschreibung

ci(a,00) = 4.

UE(A)nfi

Nennen wir nun den Komplex C* (A, 0A) azyklisch, wenn der augmentierte Kom-
plex C* (A, DA) exakt ist, also verschwindende Kohomologie H* (C(A, dA)) hat.

Das wesentliche Ergebnis dieses Paragraphen lautet damit:

22.2 Theorem Der A*-Modul A*(A) ist fiir volldimensional erzeugtes A genau dann
frei, wenn der Komplex C* (A, 0A) azyklisch ist.

Beweis Wir zeigen hier nur, daf§ aus der Azyklizitéit die Freiheit folgt; fiir die Umkeh-
rung sei auf [BaBrFiKas, 4.3] verwiesen. Setzen wir abkiirzend C* := C*(A, dA), so gilt
nach Voraussetzung fiir jedes j

Kerd? = I’ := Imé&~' c C7.
Die Behauptung lautet damit, dafi A*(A) = I ein freier A*-Modul ist. Dazu ist nach
Lemma 22.4 nur Torf. (I°, IR) = 0 zu verifizieren. Wir zeigen also durch fallende In-
duktion iiber j

(22.2.1) Tor* (17, R) = 0 fiir alle i > 7.

Der Induktionsanfang j = n + 1 ergibt sich aus I"*! = 0. Fiir den Induktionsschritt
»,J + 1= j* betrachten wir die exakte Sequenz

0> I - ¢! - Pt 5 0.
Aus der zugehorigen langen exakten Tor-Sequenz verwenden wir den Ausschnitt
. — Tor (P R) — Tor!"(I; R) — Tor; (CV; R) — ... .

Zunéchst verschwindet nach 22.3

1%

P Tor(4,; R) P AvH

o o
oe(A)n—d oce(A)n—d

Tor*(C7; R)

I

fiir i > j = dim V;*. Nach Induktionsvoraussetzung verschwindet ferner Torfﬂ:l (I'tH R)
fiir i > j und damit auch Tor:" (I7; IR). m

In den folgenden Resultaten identifizieren wir IR mit dem A*-Modul A® /mye..

22.3 Lemma Es existiert ein Isomorphismus Tor"(A,; R) = A’ (V) von reellen
Vektorrdumen.
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Beweis Der Isomorphismus ergibt sich aus dem Koszulkomplex zum A®-Modul A*-V*:
Man fixiere eine Basis T1,...,T, von V;* und bezeichne fiir j = 1,...,r mit K7 den
Komplex

0 — K{ =AT; — Kg =A" — 0.

Dann ist der ,,Koszulkomplex“ K := K!® 4o ...®4¢ K" mit der kanonischen Surjektion
K92 A* — A} eine freie Auflosung des A*-Moduls A . Tensoriert man diese mit dem
A*-Modul R = A*/mge, so entsteht nach Konstruktion ein Komplex mit trivialem
Differential. Also ist dessen Homologie Torf.(AO.; IR) isomorph zu K; ® 4« R. Fiir v
aus {0,1}" sei T® := T{* ® ... ® T € K;. Hingegen sei T"" das Teilprodukt von
T A...AT!, in dem alle Faktoren mit v; = 0 fortgelassen wurden. Dann erhalten wir
fiir jedes ¢ einen kanonischen Isomorphismus reeller Vektorrdume

K;®40 R = /Z\(VUL), T @1+ T fir |v|=i.m
22.4 Lemma Es sei M* ein (positiv) graduierter A®*-Modul.
1) Genau dann ist M* =0, wenn M* @4+ IR =0 gilt.
2) Genau dann ist M*® ein freier A®-Modul., wenn Tor{" (M*, IR) = 0 gilt.
Beweis 1) Aus der Exaktheit der Sequenz M* ®@4e m — M* @40 A* — M*®4e IR =0
folgt mM* = M*, was wegen der Beziechung mM* C M**2 nur fiir M* = 0 moglich ist.

2) Der graduierte reelle Vektorraum M*® ® 4+ IR hat eine Basis B aus homogenen
Elementen der Form m ® 1. Es sei L der graduierte freie A*-Modul A* (B) zu dieser
Basis. Die kanonische Abbildung B — M*, m ® 1 — m definiert einen A-Modul Homo-
morphismus ¢: L — M*, fiir den ¥ ® id g nach Konstruktion ein Isomorphismus ist. Es
geniigt nun zu zeigen, dafl ) ein Isomorphismus ist. Dazu betrachten wir die kanonische
exakte Sequenz mit Kern und Kokern von :

(22.4.1) 0K - LAM - C =0,

woraus zunéchst eine exakte Sequenz L® 40 IR — M* ® 40 IR — C® ¢ IR — 0 entsteht,
deren erster Homomorphismus ein Isomorphismus ist. Also verschwindet C'® 4+ IR und
damit nach 1) auch C. Aus der modifizierten Sequenz (22.4.1) ergibt sich damit eine
exakte Sequenz

(22.4.2) 0="Tori"(M*,R) > K®4e R— L®se R>M®4+ R —0.

Folglich verschwindet K ® 4« IR und nach 1) damit auch K. =
Eine unmittelbare Konsequenz werden wir in § 24 benotigen:

Aufgabe 22.1 Es sei p: M* — L* ein Homomorphismus von endlich erzeugten (graduierten)
A*-Moduln mit dem Restklassenhomomorphismus reeller Vektorrdume M := M /m ¢ M etc.

o Me* — L* .
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i) Genau dann ist ¢ surjektiv, wenn dies fiir @ gilt. Insbesondere folgt fiir my,...,m, aus
M?*: Erzeugen die Restklassen 71, ...,m, den Vektorraum M?* {iber dem Koérper A*, so
erzeugen sie den Modul M*® iiber A®.

ii) Ist M* ein freier A*-Modul, so kommt jeder Homomorphismus v: M* — L* graduierter
Vektorrdume von einem Homomorphismus von A®-Moduln ¢: M* — L°.

iii) Ist L*® ein freier A*-Modul, so ist ¢ genau dann ein Isomorphismus, wenn dies auf @
zutrifft.

Fiir die Berechnung der Bettizahlen b;(Xa) verwenden wir die ,,Poincaréreihe von
A* (A)* genannte formale Potenzreihe

Pae(a) = Y _dim AY(A)-T% € N[[T]].
§j=0

Schreiben wir kurz Pp := Px, fiir das Poincarépolynom von Xa, so gilt mit den Zahlen
fi(A) = #(A):
22.5 Satz Ist A simplizial und A*(A) ein freier A*-Modul, so gilt

1) Paeay = (1=T%)""Pa .

2) Pa =Y fasi(A)NT? 1)
1=0

Insbesondere berechnen sich die Bettizahlen von XA als

n

by (X8) = S0 () Aus) und g (Xa) 0.

')
i=j J

Beweis Nach 21.14 ist A*(A) = A* @ g H* (Xa); die Poincaréreihe von A°® ist gerade
1/(1=T*", und daraus folgt 1). — Nach 21.23 ist A volldimensional erzeugt. Da der
augmentierte Komplex C* (A, 0A) nach 22.2 exakt ist, gilt

n

Paeay = Y (-1)P;,
wobei P; fiir j > 0 die Poincaréreihe von

Ci(A008) = P A = (5((Rn—j)*>)fw<£>

o .
O‘G(A)"fﬂ

bezeichne. Ersichtlich ist P; = f,,—; (2) /(1—=T?%)"=J; Einsetzen in 1) liefert die Formel 2),
wéhrend sich die Bettizahlen wie in 13.10 wieder durch formales Umrechnen ergeben. m

Satz 22.5 verallgemeinert damit 13.10 auf simpliziale Fécher mit freiem A* (A); der
Beweis vermeidet den Riickgriff auf die Schnitthomologie vollstdndig! Ferner erhalten
wir folgende Verallgemeinerung des Satzes von Jurkiewicz-Danilov:
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22.6 Korollar Fiir rationales dquivariant formales simpliziales A existieren kanonische
Isomorphismen reeller Algebren

SR(A)/(M) = Ch*(Xa;R) = H*(Xa).
Beweis Fiir den kanonischen Algebrahomomorphismus
SR(A)/(M) — Ch*(X;R) — H*(Xa)

aus (21.21.2) geniigt es ersichtlich zu zeigen, dafl ein Isomorphismus der &ufleren Terme
vorliegt. Unter dem Isomorphismus R[A!]/T(A) = A*(A) gem#B (21.21.1) entsprechen
sich die Untermoduln M - R[A']/I(A) und m4e Hy (Xa), so daf aus 21.14 die Behaup-
tung folgt, weil XA aquivariant formal ist. m

22.7 Korollar Fiir rationale simpliziale dquivariant formale Féacher A ist das Poin-
carépolynom P eine kombinatorische Invariante. m

Dies bedeutet nicht, dafl auch die Kohomologiealgebren kombinatorische Invarian-
ten seien! In [Fei, Ex. 4.1] werden eine simpliziale Unterteilung eines Dreiecksprismas
und ein (kombinatorisch dquivalentes) Oktaeder angegeben, deren zugehorige torische
Varietdaten nicht isomorphe reelle Kohomologiealgebren haben. In der Darstellung der
Kohomologie gem&fl 21.14 hangt die Wirkung von mye auf Hy (Xa) bei fixiertem Gitter
N in der Tat von der Wahl der Kantenvektoren vy, ..., v ab.

Anders ist die Situation allerdings fiir zweidimensionale vollstéindige Fécher (vgl.
[Fei, 3.7]): Mit Hilfe des Ideals

Iy := Rlug,...,ug_2]- {u%+u§,uiuj;2 <I<d-2,1<i<y gd—2}
fiir Unbestimmte wuq, ..., uq_9 existiert ein Isomorphismus reeller Algebren:
H'(XA;IR) = ]R[ul,...,ud_g] /IO

Damit hingt die Multiplikation bis auf Isomorphie nur vom Rang und der Signatur der
durch das Cupprodukt auf H2(Xa; IR) definierten Bilinearform ab. Geht man jedoch zu
rationalen Koeffienten iiber, dann wird selbst diese Behauptung falsch (vgl. [Fei, 3.8]):
Zu TP, x IP; gehort die rationale Kohomologiealgebra Q[uy, us]/(uiuz, u3 + u3). Eine
einfache Rechnung zeigt, dafl zum kombinatorisch &quivalenten vollstdndigen Féacher
mit den Kanten vy := ey, vo := €3, v3 := v — vy, V4 := —v1 — U2 eine torische Varietét
gehort, deren rationale Kohomologiealgebra Q[uy, us]/(uiusa, u? 4+ 2u3) nicht zu der von
IP, x IP; dquivalent ist.

In [Fis] wird dagegen nachgewiesen, dafl auf einer reguldren vollstandigen zweidi-
mensionalen torischen Varietét sogar der ganzzahlige Kohomologiering kombinatorisch
bestimmt ist.

Im nichtsimplizialen Fall ist die Invarianz ab Dimension drei nicht mehr garantiert:
Der kleinstmogliche vollstédndige Fécher eines Gegenbeispiels ist durch ein dreidimen-
sionales Dreiecksprisma aufgespannt; bei einer ,, Deformation® des zugehorigen Féchers
kann die Bettizahl by(Xa) zwischen 0 und 1 springen (vgl. 21.21 4)).
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Ublicherweise wird eine Garbe G mit Hilfe einer Prigarbe auf der Kategorie aller of-
fenen Teilmengen des betrachteten Grundraumes (mit den Inklusionen als Morphismen)
definiert. Es reicht jedoch, die Priagarbe auf einer Basis offener Mengen B vorzuschrei-
ben, wobei zwei Elemente der Priagarbe gleich sein mogen, wenn sie lokal gleich sind.
Fiir ein beliebiges Uc X schreibe man U = |JU; iiber alle U; € B mit U; C B und
definiere

GWU) = {(fi)ier; filv,, = filv,Vi,j €1} .
Damit erhélt man kanonisch eine Garbe, vgl. Aufgabe 9.8.

Dies erweist sich als besonders bequem fiir Garben auf einem Facherraum A. Die
Menge aller affinen Facher &(o) fiir o € A bildet (bis auf die leere Menge) eine Basis der
Topologie des Fécherraumes A, und &(o) ist jeweils eine minimale Umgebung von o, vgl.
Aufgabe 4.7. Damit erfiillt jeder kontravariante Funktor G auf der Menge aller affinen
Teilfacher S(o) von A mit Werten in der Kategorie reeller Vektorrdume automatisch
das Garbenaxiom der Injektivitdt und bestimmt dariiber hinaus wie angegeben G(A)
fiir jedes A < A. Insbesondere ergibt sich fiir die Halme

22.8 Beispiele Es sei A ein beliebiger Fécher.

1) Die Zuordnung
A* = pA* 10 — A fir 0 € A

ist eine Garbe auf A; es gilt in Ubereinstimmung mit 21.7

A*(A) = {f:|A| = IR; f ist stiickweise polynomial} .

2) Fiir 0 € A werde die ,,charakteristische Garbe* Z% von o auf A durch

T e

definiert. Thr Tréger ist Stern(o) = {7 € A;0 < 7}.

22.9 Definition FEine Garbe G auf einem topologischen Raum T heifit welk, wenn fiir
jedes UcT die Einschrankung G(T') — G(U) surjektiv ist.

22.10 Bemerkung Eine Garbe G auf A ist genau dann welk, wenn jede Einschréinkung
G(o) — G(do) surjektiv ist.

Ist namlich diese Bedingung erfiillt, so kann man fiir einen Teilfdcher A von A einen
Schnitt aus G(A) rekursiv auf alle A U ASJ fortsetzen; mit j = n ist die Behauptung
gezeigt. m
22.11 Beispiele 1) Die Garbe A.A°® ist genau dann welk, wenn A simplizial ist.

2) Fiir jedes o € A ist die Garbe 77 welk.
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Beweis 1) Nach 21.9 ist A* (o) — A*(do) fiir simpliziales o surjektiv. Wenn o nicht
simplizial ist, dann hat man durch die zu grofle Kantenzahl mehr Freiheitsgrade als ein
Polynom erfiillen kann: Ohne Einschrankung sei o = keg(vy, ..., Vs, Unt1,...) mit einer
Basis (v1,...,v,) von V. Dann ist jedes £ € A?%(o) bereits durch die Werte £(v;) fiir
i=1,...,n bestimmt.

2) Es sei s € Z9(07). Ist 7 ¢ Sterno oder 7 = o, so ist notwendig s(7) := 0 zu set-
zen. Andernfalls ist o eine echte Seite von 7 und s(7) := s(o) die richtige Fortsetzung. =

Zu einer allgemeinen Garbe (reeller Vektorrdume) G auf A definieren wir einen
Kokettenkomplex

Cl(AG) = €D 6(o),

ocEAn—I

was den Komplex C7(A) = C7(A; A*) aus 22.1 verallgemeinert; das Differential § sei
formal analog gebildet. Setzt man fiir einen Teilfacher A < A

(22.11.1) C* (A N;G) = C*(A;G)/C* (A G)
so erhédlt man Kohomologiegruppen

(22.11.2) H/(AA;G) == HI(C*(AA;G)) .

Wieder betrachten wir einen augmentierten Komplex

(22.11.3) 0 — G(A) — C%A,0A:G) & ...,

den wir mit C* (A, 0A; G) bezeichnen; wie iiblich nennen wir G eine , azyklische Garbe*
(genauer: azyklisch auf (A, 9A)), wenn die ,,reduzierte* Kohomologie

H* (A, 00:;G) == H(C*(A,00;0))
verschwindet, wenn also gilt
a) G(A) = H°(A,0A;G),
b) H=1(A,0A;G) = 0.

Fiihrt man fiir eine Garbe reeller Vektorrdume G auf A und o € A den Vektorraum
K;(G) = Ker(G(o) — G(d0))

ein, so erhélt man folgenden Zerlegungssatz fiir welke Garben:

22.12 Satz Ist G eine welke Garbe auf A, so existiert eine eindeutige Zerlegung der
Gestalt

¢ = Prorks;

ogEA
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dabei sind die reellen Vektorrdume K, notwendigerweise isomorph zu K,(G). Insbeson-
dere gilt damit

(22.12.1) H*(A,0A;G) = P H(AINIT) @R K,(G) .

cEA

Beweis Man wihle einen Kegel 7 minimaler Dimension d aus dem Triger TrG; er-
sichtlich ist G, = G(7) = K,(G). Es ist zu zeigen, daf die Garbe F7 :=71" ® K, (G) ein
direkter Summand von G mit einem Komplement H ist. Denn dann ist H = G/F7 welk
und enthélt 7 nicht im Triger; also ist die auf Stern(7) konstante Garbe F7 durch den
Halm G, eindeutig bestimmt. Somit 148t sich zunéchst fiir festes d Induktion iiber die
Anzahl solcher 7 und dann Induktion iiber d durchfiihren.

Die Konstruktion von M verliuft ihrerseits rekursiv iiber die m-Skelette AS™:
Fiir m = d sei ‘H die eindeutig bestimmte Garbe mit Trager TrG \ {7}, die dort mit G
{ibereinstimmt. Ist nun fiir m > d bereits eine Zerlegung G = F~ &H auf AS™ etabliert,
nicht jedoch auf o € A™ ¥ 5o existiert eine Zerlegung G(do) = F7(do) © H(do). Da G
welk ist, kann man andererseits einen Schnitt zur Einschrénkung G(o) — G(0do) fixieren.
Es bezeichne G dessen Bild von F7(90), und man zerlege G(o) =: G® H mit surjektivem
H — H(00). Dann erhélt man mit H(o) := H die gewiinschte Fortsetzung von H in
den Punkt o.

Die Formel (22.12.1) ist einfach Ausflufl der Tatsache, dal die Kohomologie mit der
Bildung direkter Koeffizientensummen und mit dem Tensorprodukt iiber IR vertriglich
ist. m

22.13 Lemma Fiir jedes o € A ist K,(A*) # 0.

Beweis Fiir jede Facette 7 von o sei 0 # £, € Ag mit /.|, = 0. Dann verschwindet
0# h:=][, L ¢ € A5 auf dem Rand von 0. =

22.14 Korollar Ist A simplizial, so ist A* genau dann auf (A, 0A) azyklisch, wenn
das fiir jedes I° zutrifft; insbesondere ist dann A* (A) fiir volldimensional erzeugtes A
ein freier A*-Modul.

Beweis Nach 22.11 ist die Garbe A* welk, so daf} sich auf sie (22.12.1) anwenden 14£t.
Aus 22.13 folgt damit unmittelbar die erste Behauptung. SchlieSlich resultiert aus 22.2,
dafl A®(A) dann frei iiber A* ist. m

Die Analyse der Z7 148t sich nun auf konstante Garben reduzieren: Im Vektorraum
V(o) = V/lino liegt der Féacher A/o zu Stern(o), vgl. 7.13. Aus der Konstruktion
ergibt sich darin wegen Z° = IR:

22.15 Bemerkung Fiir jedes 0 € A existiert ein kanonischer Isomorphismus

C*(A,0AZ°) = C*(A)o,0(A)o);R) . =

Spezialisieren wir diese Uberlegungen auf die Garbe o A*, so ergibt sich mit Formel
(22.12.1):
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22.16 Theorem Der Féicher A sei volldimensional erzeugt und simplizial. Dann ist
AA* genau dann azyklisch, wenn alle augmentierten Komplexe C* (A/o,d(A/0); IR)
exakt sind. =

Fiir eine Fortsetzung der Analyse volldimensional erzeugter A fixiere man eine
euklidische Norm und damit eine Einheitssphiire S”~! in V; ferner setze man

(22.17.2) Sa = S"INJA| und Spa = S"TIN|oA].

Fiir jedes 0 € A haben wir geméf 22.16 den Vektorraum H*(A/o,8(A/o); IR) zu
berechnen.

Es sei zunéchst o ¢ JA. Dann ist A/o vollstandig und damit 0A /o leer. Also ist
H*(A/o,8(AJo); R) = H* (A/o; R). Fiir d := dimp o liefert A/o eine simpliziale
Zerlegung der Einheitssphiire S"~4~! in V (o), und der Komplex C* (A/c; R) ist, bis
auf die kohomologische Indizierung, der zugehorige homologische Zellenkomplex mit der
Augmentierung, die dem Nullkegel entspricht. Somit folgt

(22.17.1) HI(AJo;R) = ﬁn—d—l—j(sn_d_l; R),

so daB der Komplex C* (A/o,8(A/0); R) azyklisch ist. Damit ist zunéchst der vollstéin-
dige Fall erschopfend behandelt:

22.17 Korollar Fiir vollstindige simpliziale Féacher A ist die Garbe A A* azyklisch. m

Es bleiben nur noch die o € A zu untersuchen. Analog zum absoluten Fall erhélt
man im relativen Kontext mit d := dim ¢ Isomorphismen:

H'(A)o,0(AJo); R) = Hy_g-1-j(Sajes Soase); R) .
Fiir 0 = 0 ist A/o = A und somit
(22.17.3) HI(A0A; R) =2 Hn_1-(Sa, Soa; R) .

Fiir o # o0 betrachte man den Abbildungskegel

Z(A) = Sa U {tv; UES@A,Ogtgl}
iber Spa — Sa. Dann gilt fiir vy € 0° N S~ 4-1
(22.17.4) Hj(A/O',a(A/O'); ]R) = H,_;1(Z(A),Z(A)\ {w}; R),

womit wir bei der lokalen Homologie von Z(A) im Punkte vy landen.

22.18 Lemma Fiir einen nicht vollstindigen simplizialen Facher A ist A A® genau
dann azyklisch, wenn gilt:
R, 7=n-1
1) H;(Sa, Son: R) = { )
) H;(Sa, Son; R) 0 sonst.
2) Z(A) ist in Spa eine IR-Homologiemannigfaltigkeit.
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Beweis Bedingung 1) behandelt den Nullkegel, wihrend 2) geméfl (22.17.4) fiir die
restlichen Kegel steht. m

Wenn Sa eine (n — 1)-Zelle ist, dann gilt 2). Damit ist 22.18 eine Verallgemeine-
rung des Resultates von Ishida (vgl. [Od, 4.2]), nach dem alle Bettizahlen byj41(Xa)
verschwinden, wenn |A| konvex ist oder in V' konvexes Komplement hat.

Aus dem Lemma 148t sich nun eine topologische Charakterisierung herleiten (Ein-
zelheiten sind in [BaBrFiKps| ausgefiihrt):

22.19 Theorem Fin volldimensional erzeugter simplizialer Fécher ist genau dann
dquivariant formal, wenn |0A| eine reelle Homologiemannigfaltigkeit ist. m

22.20 Korollar Es seien Ay und As volldimensional erzeugte simpliziale Facher. In
den folgenden Fiéllen ist A1 genau dann dquivariant formal, wenn das auf Ay zutrifft:

1) |A1| = |Aq|; insbesondere, wenn A, eine Verfeinerung von Ay ist.
2) \&1\ =V \ |As|, d.h., die Fécher sind ,komplementéir®.

Unser Ziel ist es, die obigen Ergebnisse auf nichtsimpliziale Féacher zu iibertragen.
Eine der Beweistechniken, von der wir bislang profitiert haben, ist die Poincarédualitét.
Dies mag motivieren, warum man fiir nichtsimpliziale Féacher zur Schnitthomologie
iibergeht, was wir im néchsten Paragraphen vorbereiten werden; die dabei erzielten
Ergebnisse liefern durch Spezialisierung auf den simplizialen Fall gleichzeitig weitere
Erkenntnisse fiir die iibliche dquivariante Kohomologie.

Aufgabe 22.2 Es gilt genau dann A* (A) = HO(A,BA), wenn alle , Facherlinks® Spa _ fiir
7 € A zusammenhéngend sind.



23. Einfiithrung in die Schnitthomologie

Ist T eine kompakte zusammenhéngende orientierbare topologische Mannigfaltigkeit der
reellen Dimension m, so existiert (mit Koeffizienten im Hauptidealbereich R, den wir
spater zu IR spezialisieren werden) ein Schnittprodukt

Hi(T) x Hy(T) = Hiyjm(T),

das eine duale Paarung in komplementéren Dimensionen

liefert. Mit Hilfe der Poincarédualitéit, die sich iiber das cap-Produkt mit der Orientie-
rungsklasse [T'] € H,,(T') ergibt, bettet sich das Schnittprodukt in ein kommutatives
Diagramm

H{T) x  HI(T) —~ Hi+i(T)
(23.0.1) | Premsmyxps ey
n

ein; da die vertikalen Poincaréhomomorphismen bijektiv sind, induziert auch das cup-
Produkt eine duale Paarung. Wenn T keine Mannigfaltigkeit ist, existiert vom Dia-
gramm (23.0.1) alles bis auf das Schnittprodukt der unteren Zeile. Denn die Poin-
caréhomomorphismen lassen sich allgemein iiber das cap-Produkt mit der Fundamen-
talklasse [T'] definieren; sie sind jedoch in der Regel keine Isomorphismen mehr.

Ziel der Schnitthomologie ist es, fiir eine geeignete Klasse topologischer Rdume
(Pseudomannigfaltigkeiten, vgl. 23.3), welche insbesondere die reindimensionalen kom-
plexen Varietéiten enthélt, ein Schnittprodukt zu ermdglichen, welches das Analogon zu
Diagramm (23.0.1) kommutativ macht. Obwohl eine ganze Familie solcher Theorien exi-
stiert, die durch ,, Toleranzen“ (Perversitéiten) p parametrisiert sind®®), werden wir uns
auf die Theorie zur mittleren Toleranz beschréinken. Statt einer genauen Konstruktion
der Theorie TH* verweisen wir etwa auf [Bo] fiir die zitierten, in unserem Zusammen-
hang wesentlichen Eigenschaften. Eine schone Einfithrung in die Anfangsgriinde bringt
[Bral; weitergehend und mit Beziigen zu anderen Theorien ist die Darstellung in [Kis].
Eine Standardreferenz fiir die abstrakte Darstellung ist [GoMcP].

35) PFiir ,normale“ Pseudomannigfaltigkeiten gehort zur minimalen Toleranz die Kohomologie,
zur maximalen die Homologie.
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Im folgenden betrachten wir nur Pseudomannigfaltigkeiten Z der topologischen Di-
mension m mit gerade-kodimensionalen Strata; als Koeffizienten sind zunéchst beliebige
Hauptidealbereiche R zuléssig (auf die allgemeinere Situation von R-Moduln brauchen
wir hier nicht einzugehen); in den entscheidenden Anwendungen wird R = IR sein.

Die gesuchte Schnitthomologie IH* (Z)3%) liegt ,in der Mitte* zwischen Kohomo-
logie und Homologie, i.e., es gibt eine Faktorisierung

(23.0.2) Pn_(Z2):H*(Z) & IH*(Z) & H (2).

Vermoge des Homomorphismus « wird IH*(Z) nach Einfithrung des ,,Schnittproduktes“
zu einem (graduierten) H*(Z; R)-Modul. Ist Z eine R-Homologiemannigfaltigkeit, so
sind a und w Isomorphismen.

23.1 Beispiel Die Pseudomannigfaltigkeit Z habe eine isolierte Singularitdtenmenge
S(Z), also nur isolierte Punkte, in denen Z keine R-Homologiemannigfaltigkeit ist; es
sei weiter Zyeg := Z \ S(Z). Dann ist fiir gerades m = 2n
H(Zweg) = H5 j(Z),  j<n
mi(z) = { m(H"2) 2% HM(2)), j=n
HI(Z) =2 H$Y (Zyeg), j>n.m

2n—j

Entscheidend ist nun die Existenz eines Schnittproduktes, das mit cup- und cap-
Produkt sowie der Modulstruktur iiber H* (Z; R) vertraglich ist: Fiir kompaktes Z gibt
es ein entsprechendes kommutatives Diagramm

H(Z) x Hi(Z) —  HW1(Z)
J/id)(oz la

(23.0.3) HY(Z) x IH(Z) - IH™"(Z)
de Jw

IH(Z) x IH(Z) % Hp_oep)(2)

in dem die mittlere Zeile eine H* (Z)-Modulstruktur auf IH(Z) definiert.
23.2 Satz Fiir zusammenhédngendes kompaktes Z ist das Schnittprodukt
N:IH'(Z; R) x IH"™Z7(z: R) — Hy(Z;R)= R

eine duale Paarung.

Ein Beweis findet sich in [Bo, V.9.16]. Dort wird dieses Ergebnis gleichzeitig auf
nicht kompakte Z iibertragen. Dazu bendtigt man die Schnitthomologie IH! (Z) mit

36) Wir verwenden hier eine kohomologische Notation.
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kompakten Tragern, zu der eine (23.0.2) analoge Faktorisierung des Poincaréhomomor-
phismus P¢(Z) gehort. Vermoge der kanonischen Abbildung H: (Z; R) — H*(Z;R)

wird IH* (Z) auch ein H¢ (Z; R)-Modul; fithrt man in der ersten und der dritten Spalte
des Diagramms (23.0.3) kompakte Tréger ein, so erhélt man eine duale Paarung

(23.2.1) N:IH(Z; R) x IH™(Z; R) — Ho(Z; R)= R
entsprechend 23.2 auch fiir nicht kompaktes Z.

Neben den Vorteilen der Schnitthomologie im Vergleich zur singuléren (simplizia-
len, zelluldren, ...) Homomologie existieren aber auch unbestreitbare Nachteile: Die
Schnitthomologie ist

1) nicht in natiirlicher Weise funktoriell,
2) keine Homotopieinvariante.

Mit der Existenz (und mangelnden Eindeutigkeit) eines (kontravarianten fiir abge-
schlossene bzw. kovarianten fiir kompakte Tréger) assoziierten Homomorphismus IH (f)
zu einem gegebenen Morphismus f:Z; — Z5 algebraischer Varietdten hat sich [Ba-
BrFiGaKp] auseinandergesetzt. Vergleichsweise einfach zu sehen ist jedoch, daf ein
eindeutig bestimmter Homomorphismus IH (f) existiert, falls f

a) eine offene Inklusion ist;
b) eine lokal triviale algebraische Faserung ist;

c) eine abgeschlossene Einbettung ist, die zusétzlich ,transversal® ist, d.h. mit m; :=
dim R Z; gelte fiir alle Strata S; einer geeigneten Stratifikation von Z; die Abscht-
zung

me —my < dimS; —dim(Z; N S;) ;

d) ein surjektiver endlicher Morphismus ist.
Definieren wir nun induktiv iiber die reelle Dimension m den Begriff einer Pseudo-
mannigfaltigkeit (mit gerade-kodimensionalen Strata) Z:
23.3 Definition FEin topologischer Raum Z heifit eine Pseudomannigfaltigkeit (mit
gerade-kodimensionalen Strata) der topologischen Dimension m, wenn gilt:
1) Fiir m <1 ist Z eine orientierbare m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

2) Fiir m > 2 existiert eine ,Filtrierung“ mit abgeschlossenen Teilmengen von Z der
Gestalt

Z = Zm QZm—Q DZrn—4 D

die entsprechend der Paritiat von m mit der leeren Menge Z_1 bzw. Z_o authért.
Sie erfiillt

a) Jedes Stratum S,,_op = Zm_ok \ Zm—2(k+1) ISt leer oder eine topologische
Mannigfaltigkeit der Dimension m — 2k.

b) S, ist orientierbar.
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c) Jeder Punkt z € S,,_ok besitzt eine ,ausgezeichnete Umgebung*

U = ¢(L,)xBm 2"

B™~2k und dem topologischen Kegel

mit einer (m — 2k)-dimensionalen Kugel
c(L,) iiber einer (2k — 1)-dimensionalen kompakten Pseudomannigfaltigkeit

L., genannt der ,Link* von z.

23.4 Beispiel Es sei X eine torische Varietdt Xa. Die Filtrierung (17.12.1) mit einer

reellen Indizierung
Xo = UV, = |J B

gEAN—k cEAZn—k

liefert die Struktur einer Pseudomannigfaltigkeit auf X mit m = 2n. Die ausgezeichneten
Umgebungen erhélt man wie folgt: Liegt © € So(,,—1) etwa in B, mit dimo = k, so gehort
zur dquivarianten Produktzerlegung X, = Z, x T" ¥ eine Darstellung = (2, 2""); man
fixiere eine Einbettung (Z,,z) — (C?,0). Fiir ein kleines € > 0 und die Sphére S, um
0 in C” setze man L, := Z,NS.. Mit einer geeigneten Kugel B™ 2% in T"~% um 2’ ist
U := B™2F x ¢(L.) eine ausgezeichnete Umgebung von z. =

Allgemeiner gilt (vgl. [Bo, IV]):

23.5 Satz Jede reindimensionale komplexe Varietét ist eine Pseudomannigfaltigkeit
mit gerade-kodimensionalen Strata. m

Die grobstmogliche Filtrierung einer Varietét, in der jeweils absteigend der singulére
Ort als néchstes neues Stratum gewéhlt wird, ist im allgemeinen nicht fein genug, wie
man etwa am Beispiel des Whitneyschirms zeigen kann.

Die lokale Schnitthomologie in einem Punkt z € Z definiert man mit Hilfe einer
ausgezeichneten Umgebung U von z als IHJ; .= JH’ (U); sie hdngt nicht von der Wahl
von U ab. Wir fithren dies nur fiir normale Pseudomannigfaltigkeiten (i.e., jeder Punkt
besitzt ein Umgebungsfundamentalsystem aus offenen Mengen U, fiir die U \ Z,,_»
zusammenhéingend ist) durch:

23.6 Lemma Fiir z € S,,_ 9, in einer normalen Pseudomannigfaltigkeit und eine
ausgezeichnete Umgebung U von z gilt:

(23.6.1) iy = [ U\ Smoox) = IH/ (L) fiir j <k —1
0 firj>k. =

Wieder wollen wir zeigen, daf§ diese Konstruktion ,,zwischen“ der Homologie und
der Kohomologie von U liegt. Vergleichen wir also die Schnitthomologie von U mit der
Homologie und der Kohomologie fiir einen zusammenhéngenden Link L, von z € S,,, _ox:
Da U zusammenziehbar ist, gilt zunéchst:

HI(U\ Sp—2r) & HI(L,) fiir j <0

(23.6.2) HI(U) = {0 fiir j >0 .
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In der Homologie erhélt man dagegen

HE (U N\ Sp—or) = Hop—j_1 (L) fiir j <2k —2

cld _
(236.3)  HLL,(U) = {0 fiir j > 2k — 1.

Denn zunéchst liefert die exakte Homologiesequenz (9.11.2) in Verbindung mit (9.11.3)
mit der Bezeichnung U# := U \ S,,_oz

o= HOL (Spean) = HRL(U) — HOL(U#) — HOL_ (Sp—ok) — -

m—j—1

Weiter liefert die Kiinnethformel fiir abgeschlossene Tréager wegen der Zerlegung
U\ Spm—or Bm_%x]o, 1[xL,

die Beziehung

0 fir2k—j—1<0

HS (%) 2 Sy (3 s (L) = {0 8IS

Mit Hilfe der Poincarédualitat fiir die Mannigfaltigkeit S, _or ergibt sich eine exakte
Sequenz

e — Hj_Qk(Sm_Qk) — Hﬁi](U) — Hgk_j_1<LZ) — Hj_2k+1<Sm_2k) — ... .

Da S,, _2r ohne Einschrankung zusammenziehbar ist, ergibt sich die Behauptung aufler
fiir j = 2k unmittelbar; der Ausnahmefall ergibt sich aus der exakten Sequenz

0— HI Yy (U) = Ho(L)—=H(Sp_ox) — H 4 (U) = 0,

in der ¢ ein Isomorphismus ist. =

Die Schnitthomologie (zur mittleren Toleranz) IH* (Z) kann elementargeometrisch
wie folgt eingefiihrt werden: Sie ergibt sich (in der {iblichen homologischen Formulierung;
zur Indexverschiebung vgl. [Bo, V.2.9]) als Homologie eines Kettenkomplexes, den man
mit Hilfe der aufsteigenden Filtrierung von Z wie folgt konstruiert:

ICi(Z) = {¢ € C{(Z);dim |€| N Zym—op < i — k — 1, dim |0€| N Zy—op < i — k — 2 Vk} |

Fiir die meisten expliziten Berechnungen ist allerdings eine garbentheoretische Beschrei-
bung in einer geeigneten derivierten Kategorie unerléflich, vgl. [Bo, V]. Dabei wird die
Schnitthomologie sukzessive von dem regulidren Teil, auf dem sie mit der Homologie
tibereinstimmt, auf alle Z \ Z,,_o fortgesetzt.

Die Schnitthomologie héngt (auch fiir kompakte Triager) nur von der Normalisie-

rung des Raumes ab:

23.7 Bemerkung Bezeichnet X die Normalisierung der reindimensionalen algebrai-
schen Varietét X, so ist JH*(X) = [H*(X). =
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Den folgenden, tiefliegenden Zerlegungssatz, der iibrigens auch fiir die unten ein-
gefiihrte dquivariante Theorie gilt (vgl. etwa [Ki, Seite 394]; fiir den Spezialfall torischer
Varietéten und einer Facherunterteilung sei auf [BaBrFiKps, 2.4] verwiesen), werden
wir fiir simpliziale Desingularisierungen torischer Varietéten benotigen:

23.8 Zerlegungssatz Ist X — Y ein eigentlicher Morphismus reindimensionaler alge-
braischer Varietéten, so ist IH® (Y; IR) ein direkter Summand von IH®*(X; IR). =

Ein weiterer sehr tiefliegender Satz ist der ,,Harte Lefschetzsatz*: Die (irreduzible)
algebraische Varietdt X — IP, sei komplex n-dimensional. Das Hyperebenenbiindel
p, O(1) induziert ein Geradenbiindel £ := p,O(1)|x auf X, zu dem eine Chernklasse
w = wx = c1(p,0(1)|x) € H*(X) gehort. Beziiglich der H* (X; IR)-Modulstruktur
auf TH*(X; IR) induziert jede cup-Produkt-Potenz w’ einen Endomorphismus p(w’)
von IH* (X; IR). Dafiir gilt ([BeBeDe, 6.2.10]):

23.9 Harter Lefschetzsatz Fiir jedes j > 0 ist der Vektorraumhomomorphismus
pw): IH" 7 (X; R) — IH""Y(X;R)

ein Isomorphismus. =

Die Konstruktion einer dquivarianten Schnitthomologie (die wir nur mit reellen Ko-
effizienten betrachten werden) ist mit einem kleinen technischen Problem behaftet, da
die Schnitthomologie im Unterschied zur iiblichen Homologie nur fiir endlichdimensio-
nale Raume eingefiihrt ist. Definiert man die dquivariante Schnitthomologie iiber eine
Approximation, so 148t sich dieses Problem umgehen.

Fiir eine feste Identifikation T = (C*)™ ist das Prinzipalbiindel ET — BT aus
(21.1.1) duch die endlichdimensionalen Prinzipalbiindel

(23.10.1) E;T = (€T"\{0})" — B;T = ()"

approximierbar. Entsprechend wird fiir eine torische Varietdt X das assoziierte Biindel
X1 — BT mit Faser X fiir j — oo durch

Xr,; = E;Tx"X — BT

angendhert. Die kanonische Einbettung algebraischer Varietdten Xt ; <— X ;4q ist
transversal, wie man in lokalen Koordinaten leicht sieht, induziert also einen kanonischen
Homomorphismus ITH?( Xt ;1) — IH?(Xt ;) von Vektorrdumen. Damit setzen wir mit
Hilfe des projektiven Limes:

23.10 Definition Der reelle Vektorraum

[HY(X) = IHL(X;R) := lim IH(X7;R)

0]
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bezeichnet die g-te (reellwertige) dquivariante Schnitthomologie von X . Dazu gehort

IHY(X) = é [HL(X) .

Fiir festes ¢ wird die Approximation nach [Ze| fiir 2j > ¢ stationér, nicht aber fiir
alle ¢ gleichzeitig, so daB man fiir die Definition von IH%(X) iiber IH1(X) zu gehen
hat. Dennoch ist ITH}(X) ein Hy (X)- und somit nach 21.5 ein A*-Modul.

Die Approximation kann man vermeiden, wenn man den Begriff der Toleranz zu
einer entsprechenden Funktion auf N erweitert, vgl. etwa den Abschnitt 5 in [Fro].



24. Quasikonvexe Féacher

Nun soll die Schnitthomologie verwendet werden, um die Ergebnisse iiber die dquivari-
ante Kohomologie simplizialer Varietéten in einer solchen Form auf allgemeinere torische
Varietédten zu iibertragen, dafl schliellich auch nichtrationale Facher behandelt werden
konnen.

Betrachten wir auf dem Féacherraum A die (iiber die Basismengen definierten)

Garben®”
Hyio — Hp(X5)

Ao — A2 = S°(V))
THy: 0o — IHL(X,),

so besagt 21.6 gerade Hy = A*. Fiir simpliziales A stimmen auch Hr und ZHr iiberein,
da Xa dann nach 9.21 eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist, und es gilt

Hp(Xa) = Hp(A)

(vgl. 21.8), was fiir allgemeines A nicht zutrifft, vgl. Beispiel 21.11.

Fiir Hy steht uns vermoge A® eine konkrete konvex-geometrische Interpretation zur
Verfiigung. Diese gibt es nicht fiir die Garbe ZH7; andererseits hat letztere einen wichti-
gen Vorteil vor der Garbe H7.. Die kanonischen Homomorphismen IH}(Xx) — ZTHT(A)
erfiillen nédmlich:

24.1 Satz Fiir alle A < A gilt

IHN(Xy) = THL(A).

Beweis Wir fithren Induktion iiber die Anzahl #A der Kegel von A. Fiir #(A) = 1 ist
A ein affiner Fécher und die Isomorphie somit definitionsgeméfl gegeben. Fiir #(A) > 1
seien 0 € A™** und A := A\ {o}. Fiir ungerade Grade folgt die Behauptung trivialer-
weise aus 24.2. Wir erhalten andererseits fiir jedes ¢ ein kommutatives Mayer-Vietoris-
Diagramm mit exakten Zeilen

2g—1 2 2 2 2
0= IH" Xppne(o) — H'XA) — H'(Xp,) © I[H'(Xe) — IHp'(Xajne(o))

|v | = | =

0 — THM(A) — THX(Ao)) & THX(0) — THA(AgN&(a))

37) In [BaBrFiKps] wurde das Symbol H} abweichend fiir die Pragarbe A — Hp (X, ) benutzt!
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Dabei folgt die Exaktheit der unteren Sequenz aus der Tatsache, dafl IH%q eine Garbe
ist. Die vertikalen Homomorphismen kommen von dem kanonischen Homomorphismus
der Prigarbe IH} auf A in die Garbe ZHy. Die Isomorphismen rechtfertigen sich aus
der Induktionsvoraussetzung. Nach dem Fiinferlemma ist auch 9 ein Isomorphismus. =

Wir haben folgendes Ergebnis benutzt:
24.2 Satz Fiir jeden Ficher A gilt IH3(X ) = 0.

Beweis Ist A simplizial, so gilt die Behauptung nach 21.8. Es bezeichne nun A’ geméif
11.8 eine simpliziale Verfeinerung von A. Nach dem &quivarianten Zerlegungssatz 23.8
ist TH (X A) ein direkter Summand von THS(Xa/) = H2I(Xas) = 0, und damit
folgt die Behauptung. =

Wenn schon keine konkrete konvex-geometrische Interpretation fiir ZH7. existiert,
so 1aBt sich diese Garbe wenigstens als (graduierter) A*-Modul auf vergleichsweise ein-
fache Art charakterisieren. Wir benutzen dabei folgende Abkiirzungen fiir einen (stets
graduiert zu verstehenden) A*-Modul M* bzw. die Garbe £°:

M' = M*/mgeM* und E} = E°(A) fir A<A,
wobei wir die letztere Bezeichnung bereits fiir die Garbe A* verwendet haben. Fiir unsere
Zwecke entscheidend ist folgende Begriffsbildung fiir einen ,Facherraum“3® (A, A.A®)

fiir einen nicht notwendig rationalen Facher A:

24.3 Definition FEin o A®-Modul £* = AE® auf A heifit minimale Erweiterungsgarbe,
falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(N) Normierung: E;, = R*.
(PF) Punktale Freiheit: Alle Halme Eg sind freie Ag-Moduln.
(LME) Lokale Minimalitét der Erweiterung mod m e : Fiir alle 0 # o € A induziert der

Einschrdnkungshomomorphismus E; — E7,_ von A®-Moduln einen Isomorphis-
mus E, — E}_ von reellen Vektorrdumen.

Wie der Beweis von 24.11 zeigt, sind alle Halme E5 von AE°® endlich erzeugtefreie
A&-Moduln, deren Rang unter der Bedingung minimal ist, daf§ der Einschrankungsho-
momorphismus E; — E7_ surjektiv ist (vgl. Aufgabe 22.1). Dies motiviert die Kenn-
zeichnung , minimal® fiir die Erweiterung von R = &; auf ganz A.

24.4 Lemma Fine minimale Erweiterungsgarbe A&°® ist welk und verschwindet in
ungeraden Graden.

Beweis Es seien s € £*(A) und o € A\ A von minimaler Dimension. Dann ist o # o
und s auf do definiert. Nach Aufgabe 22.1 i) ist die Einschrinkung £* (o) — £°(00)
surjektiv, woraus mit 22.10 die erste Behauptung folgt. Analog zeigt man induktiv den

38) Damit ist AE® ein Modul auf dem ,geringten Raum*“ (A, A A*), vgl. [KpKp].
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zweiten Teil: Nach (N) ist E; auf gerade Grade konzentriert. Gilt dies auf E}_, so
iibertragt sich das auf E5 wegen der Minimalitit der Erweiterung. m

24.5 Bemerkung Der von der Inklusion einer Faser X in das Biindel Xt — BT

induzierte Homomorphismus IH1.(X) — IH* (X) faktorisiert iiber ITHT.(X).

Beweis Zur Fasereinbettung haben wir kommutative Diagramme

«

X = Xp IH*(X) <& IHL(X)
N |
pt < BT H*(pt) < H*(BT) ,

wobei das zweite die Struktur von IH®*(X) als A* = H*(BT)-Modul beschreibt. Da
mae der Kern von f ist, faktorisiert « iiber den Quotienten nach m 4e . m

Ahnlich wie 21.14 beweist man folgendes Ergebnis (vgl. auch [BaBrFiKps, 4.1 und
6.1]):

24.6 Theorem Fiir einen volldimensional erzeugten Féacher A sind folgende Aussagen
dquivalent:

1) Verschwindungsbedingung: TH*%4(XA) = 0.

2) Kiinnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A*-Moduln

IHW(XA) = H*(BT)®g IH*(Xa) = A* @p IH* (Xa) .

3) Reduktionsbedingung: Jede Faserinklusion X — Xt induziert einen Isomorphismus
von graduierten R*-Algebren

IH'(XA) = (A'/on)(X)Ao IH;T(XA) = IH;T(XA) / mye IHrJ}(XA).

4) Freiheitsbedingung: Der A*-Modul IH}(X ) ist frei. m

Da wir hier nur an der Schnitthomologie interessiert sind, bezieht sich fiir uns
der folgende Begriff im Unterschied zur Bezeichnung ,dquivariant formal* stets auf die
Schnitthomologie; fiir simpliziale Facher stimmen damit beide Bezeichnungen iiberein:

24.7 Definition Wir nennen eine torische Varietdt X sowie den rationalen Fécher
A ,quasikonvex“, wenn eine der Bedingungen von 24.6 erfiillt ist.

Die fiir uns wichtigsten Beispiele erhalten wir wie folgt:
24.8 Satz Jede kompakte torische Varietét ist quasikonvex.

Beweis Ist A simplizial, so ist Bedingung 24.6 1) nach 18.8 erfiillt. Es bezeichne nun
A’ geméfl 11.8 eine simpliziale Verfeinerung von A. Nach dem Zerlegungssatz 23.8 ist
IH®Y9(XA) ein direkter Summand von IH®%(Xa/) = H?I(Xa/) = 0. Damit folgt die
Behauptung. =
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24.9 Satz Ist dimo = n, so ist X, quasikonvex.

Beweis Wir verifizieren wieder die Bedingung TH°94(X,) = 0 aus 24.6. Da X, eine
ausgezeichnete Umgebung des Fixpunktes z, ist, ergibt sich aus 23.6, dal IH? (X,) fiir
j > n verschwindet, sowie mit X} := X, \ {z,}

IH/(X¥) fir j<n—1,

24.9. IH (X,) =
(24.9.0) (Xo) {O firj>n.

Daher sind nur letztere IH? (X*) zu untersuchen. Die Idee dabei ist, die torische Va-
rietit X = Xy, als eine Art ,,C*-Prinzipalbiindel® {iber einer geeigneten projektiv
algebraischen Basis Y zu realisieren und dann IH?(X*) mit IH’(Y) zu vergleichen.
Dazu wihlen wir einen primitiven Vektor v € ¢° N N und betrachten die zugehorige
Ein-Parameter-Untergruppe A,. Ist uq, ..., u, € S, ein Erzeugendensystem des Monoids
S, und

X, = C", z (w(@),...,u(z) = (21,...,2,)

die zugehorige Einbettung gemés (3.0.3), so wirkt C* vermoge A, wie folgt auf X (vgl.
§6)

t-x = (t<“1’”>x1, .. .,t<“’"’”>xr) .
Wegen v € 0° existiert eine Fortsetzung der Wirkung auf C, und es gilt %irr(l) A (t) = x4

nach 6.11. Dies liefert iibrigens einen weiteren Beweis fiir 12.4. Da v primitiv ist, operiert
Ay bis auf die endlichen Isotropiegruppen exzeptioneller Bahnen frei (vgl. Aufgabe 24.1
fiir ein Beispiel einer nichttrivialen Isotropie). Es bezeichne F' die endliche Untergruppe
von A, (C"), die von diesen Isotropiegruppen erzeugt wird. Definiert man Y als den
geometrischen Quotienten

p: Xps — Y = Xag/)\v(C*),

so faktorisiert ¢ iiber den geometrischen Quotienten Xp,/F und macht auf diese Weise
Xoo/F — Y zu einem C*-Prinzipalbiindel; vgl. [BaBrFiKps, 1.7]. Ersetzt man Xy,
durch Xy, /F, so dndert sich die Schnitthomologie nicht: Die zusammenh#ngende Grup-
pe C* operiert trivial auf IH* (Xp, ), da jedes t € C* homotop zu 1¢- ist (zur Homotopie-
invarianz an dieser Stelle vgl. [Bo, Seite 82, Remark]). Also gilt dies auch fir F C C*,
und mit [Ki, Lemma 2.12] folgt

IH* (Xo5/F) = IH*(Xs,)F = IH*(Xs,) .

Daher diirfen wir F' = {1} annehmen, so da Xy, — Y ein C"-Prinzipalbiindel ist.

Wir kommen nun zur expliziten Beschreibung der torischen Varietdt Y. Dazu seien
W =V/R-v, T, := T/A\(C"), N(v) == N/Z-v
und mit der Projektion p: V — W

(24.9.1) A = A(o) := p(0o) = {p(r); T € 0o} .
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FIGUR 24.1 Der Fachermorphismus p.

Damit liefert p einen Féachermorphismus p: (N, do) — (N (v), A), und der von p induzier-
te Morphismus torischer Varietéiten ist ¢: X9, — Y = X . Wir wollen dieses C*-Biindel
durch Hinzunahme eines ,,unendlich fernen*“ Schnittes zu einem Geradenbiindel £ iiber
Y erginzen. Dazu betrachten wir zu dem Fécher, der die ,,konvexe Hiille® von ¢ und
—uv in V ist, den durch Herausnahme des Kegels o entstehenden Teilfdcher

Y = doU {1 +keg(—v); T€do} .

Zum von p induzierten Fachermorphismus (N,¥) — (N(v),A) gehort ein torischer
Morphismus £ — Y. Dieses Geradenbiindel auf Y ist nach Konstruktion ample (vgl.
16.17).

Interpretieren wir nun die exakte Schnitthomologiesequenz zum Paar (£, X, ):

. — Hq_l(XGU) - IHq('C,X&a) - IHq(‘C) - IHq(Xag) IR

Tg Tg

H2Y) MYy

Der erste senkrecht Pfeil bezeichnet den Thom-Isomorphismus, vgl. [Sp, Th. 5.7.10]; der
zweite senkrechte Pfeil folgt aus der Biindelprojektion, vgl. Aufgabe 24.2. Der Homo-
morphismus

p(wy ): IH™2(Y) — IHY(Y)
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ist die cup-Multiplikation mit wy := ¢;(£) € H?(Y). Insgesamt erhalten wir die ,,Gy-
sinsequenz‘

= IHTN(Xp,) — IHTA(Y) " IHUY) — IHY(Xp) — ...

zum Geradenbiindel Xy, — Y. Da Y projektiv algebraisch und damit vollstéindig ist,
reduziert sich diese Sequenz nach 24.8 fiir gerade ¢ zu kurzen exakten Sequenzen

0 — IHT"Y(Xo,) — IHT (V)" IHI(Y) — IH(Xp6) — 0.

Daher geniigt es nach (24.9.0), u(wy) fiir ¢ < n als injektiv nachzuweisen. Nun ist £
ample, eine geeignete Potenz L% also sehr ample und somit die Multiplikation mit
c1(L®*) = aci(L) nach dem Harten Lefschetzsatz 23.9 fiir ¢ < n injektiv. Da wir mit
reellen Koeffizienten arbeiten, gilt dies auch fiir die Multiplikation mit wy . =

Aufgabe 24.1 Fiir den quadratischen Kegel Xs,, — C? aus 3.11 zeige man mit dem Vektor
v:=(1,1) € o]y und \,: C* — T, daB die Bahn V(Xj2;x, 2) die Isotropiegruppe Zs hat.

Aufgabe 24.2 Es sei m: L — Y ein algebraisches Geradenbiindel. Man zeige, dafl der induzierte
Homomorphismus graduierter Vektorrdume 7*: IH® (Y) — [H* (L) ein Isomorphismus ist.

Der Begriff ,,quasikonvex® iibertréigt sich unmittelbar auf Paare, ebenso wie Satz
24.6.

24.10 Satz Fiir o € A" ist das Paar (X,, Xs,) quasikonvex, i.e.,
IH*Y(X,, X5,) = 0.

Des weiteren gilt IH3Y(X4, X55) = 0.

Beweis Nach (24.9.0) ist IHY(X,) & IHY(Xp,) fir ¢ <n —1 und IHY(X,) = 0 fur
q > n. Daher ist

0 qg<n
q _ ) =
IH (Xo'aXaU) - {IHq_1<Xag), q >n+1.

Fiir den reellen Link L, zu x := z, in X, ergibt sich mit der Poincarédualitéit 23.2 und
dem Beweis zu 23.6 fiir die (2n — 1)-dimensionale kompakte orientierbare Pseudoman-
nigfaltigkeit L, fiir ¢ > n+1

IH" Y (Xp,) = IHTYL,) = IH Y(L,)* = IH*™ 9(Xp,)* = IH" (X,)*.

Da X, nach 24.9 quasikonvex ist, verschwindet IH*"~%(X ) fiir ungerade ¢. Dies liefert
IH*Y(X,, X5,) = 0.

Fir die Untersuchung von [ H%qH(XU,XaU) verwenden wir die relative Leray-
Serre-Spektralsequenz (vgl. [MCIl, Prop. 5.4])

EYY = HP(BT) @ IH (X, Xo,) => ITHE™(X,, Xo,).
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Es reicht der Nachweis, dafl die Spektralsequenz auf dem Es-Niveau degeneriert. Weil ne-
ben IH* (X,, Xy,) auch H*(BT) keine ungeraddimensionale Kohomologie besitzt, ver-
schwinden alle E5'? mit p oder ¢ ungerade. Dies gilt damit auch fiir alle EP*9, da sie aus
E%? sukzessive durch Untermodul- oder Quotientenbildung entstehen. Folglich sind alle

Differentiale d2»9: EP»4— EPT4="+1 trivial. Dies bedeutet jedoch E5'? = THZ?(X). u

24.11 Satz Zu jedem Fécherraum (A, A A*) existiert eine bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmte minimale Erweiterungsgarbe AE° .

Beweis Wir konstruieren £* = A&°® durch sukzessive Fortsetzung auf alle Kegel o aus
A und zeigen dabei gleichzeitig, dal Ej ein endlich erzeugter A5-Modul und damit E,
ein endlichdimensionaler R-Vektorraum ist.

Fiir o = 0 sei & = R gemif der Normierung 24.3 (N). Ist nun £* auf dem Fécher
A<J bereits konstruiert und ¢ € A7, so ist nach Induktionsvoraussetzung mit allen
E; fiir 7 <1 0 auch der A*-Untermodul Ej von @, _ ,
Modul, denn A* ist noethersch. Trivialerweise ist damit E7_ ein endlichdimensionaler
R-Vektorraum. Also ist

E? ein endlich erzeugter A*-

(24.11.1) E: = Al @rE,,

ein endlich erzeugter freier As-Modul. Zur surjektiven Abbildung Ej —» E}, reel-
ler Vektorriume withle man einen homogenen Schnitt s,: B}, — E;_. Damit erhlt
man einen Einschrankungshomomorphismus F5 — E}, _ durch die Komposition mit der
skalaren Multiplikation

(24.11.2) Bt = At o By, P95

Ay QrE; — EJ, .

Nach diesem Existenzbeweis kommen wir zur FEindeutigkeit, wobei wir wieder induk-
tiv vorgehen: Es sei F* = AF* eine weitere minimale Erweiterungsgarbe. Nach (N)
geniigt es, aus der Annahme £°*[p<r = F*|a<r fiir 0 € AF einen bereits existieren-
den Isomorphismus ¢: E; — Fj;_ zu einem Isomorphismus F5 — Fj; fortzusetzen.
Wihlen wir dazu eine homogene Basis (eq, . .., e,) des freien A5-Moduls E5. Die Bilder
v(ej|as) lassen sich in der nach 24.4 welken Garbe F zu homogenen Schnitten f; € Fy
mit deg e; = deg f; fortsetzen. Setzen wir ¢, (e;) := f;, so erhalten wir kommutative
Diagramme

E; o R B Z T
N
E(;O' L F(;U Eéﬂ' i Féo’ ?

in denen @, ersichtlich ein Isomorphismus ist; nach Aufgabe 22.1 iii) trifft dies auch auf
die Hochhebung ¢, von ¢ zu. »

Damit konnen wir von ,der“ minimalen Erweiterungsgarbe auf dem F&cherraum

(A, AA*) sprechen.
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24.12 Satz Die Garbe A A® ist genau dann die minimale Erweiterungsgarbe des Fécher-
raumes (A, AA*), wenn A simplizial ist. m

Beweis Es sei A°* eine minimale Erweiterungsgarbe auf A; durch Induktion iiber
dim o zeigen wir, daf} jedes 0 € A simplizial ist. Dazu sei do bereits als simplizialer
Fécher erkannt. Sind vy, ..., v, die primitiven Kantenvektoren von o, so ist s < dimo
zu verifizieren. Zuniichst ist A, = A3 und damit A2 — A23_ nach Aufgabe 22.1 i),
woraus dim A3 < dim A2 = dim o folgt. Andererseits existieren eindeutig bestimmte
stiickweise lineare Funktionen fi,..., fs € A% mit fi(v;) = d;;, da jeder Kegel in do
simplizial ist. Weil die f; iiber R linear unabhéngig sind, folgt schlieBlich s < dim A% _.

Fiir simpliziales A ist umgekehrt nur (LME) zu zeigen, daf8 also A, — Aj_ fiir
simpliziales o ein Isomorphismus ist. Genauer hat man

A, = A =~ R und Ap,— = Ay 04, = Rod,,

so daf} es darum geht, Z?fé = 0 fiir alle ¢ > 1 zu verifizieren. Wir gehen durch Induktion
iiber dimo =: d vor. Zu f € Agz, sind nach geeigneter Modifikation A € m4e und
g aus A} mit f = hg zu finden. Sind 7 =: 7,...,74 die Facetten von o, so sind
TNTy,...,7NT7y die Facetten von 7, da o simplizial ist, und 07 = (T N7, ..., TN Ty).
Man setze f; := f|,; dabei sei ohne Einschrdnkung f; = 0. Denn f; 1d8t sich zu einem

¢ ¢ A29 fortsetzen; dabei bestimmen f und f — f{ die gleiche Restklasse in A2 Zu
fl o ’ 1 g oo
Al = {9€ A% gl =0}

existiert ersichtlich ein h € A% C m4e mit AZU’T) = hAg. Es sei nun i > 2. Zunéchst gilt
AZT,mn) = hA%,. Also existieren Zerlegungen f; = hg; mit g; € A%,. Nach Konstruktion
stimmen g; und g; auf 7;N7; {iberein, so daB g := (g;);>2 ein Element von A?,_ definiert.
Aus der Induktionsvoraussetzung A =2 A3 folgt AT — A} nach Aufgabe 22.11). Ist
g1 € A7 eine Fortsetzung von g auf 7 = 71, so liegt g := (g;);j=1,....a in A}, und nach
Konstruktion gilt f = hg € mge A3 . =

Die Einfiihrung der minimalen Erweiterungsgarben motiviert sich aus folgendem
Beispiel:

24.13 Theorem Fiir jeden rationalen Fécherraum (A, AA*) ist AZHy die minimale
Erweiterungsgarbe.

Beweis Eigenschaft (N) ergibt sich aus folgender Beziehung, die Beispiel 21.4 1) und
die Regularitdt von T verwendet:

TH,(0) = IHW(X,) = HA(T) = R*.

Zu (PF): Fiir den Nachweis, da8 TH3.(X,) fiir 0 € A ein freier A5-Modul ist, wéhlen
wir geméf 3.19 4) dquivariante Zerlegungen

T =TexT und X, = Z, xT
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mit der Isotropiegruppe T, des FuBBpunktes von X,. Damit folgt aus der Kiinnethformel
der Schnitthomologie (vgl. [Bo, V.10.19]), wenn man wie am Ende von § 23 angegeben
beriicksichtigt, daf sich THI(X) = lims.; IHY(X;) fiir festes g iiber ein festes j be-
rechnen 1&8t:

HA(X,) = IHE 0(Ze x T) = THY(((Zy)r, ; % (T')w))

= P IH ((Zo)r, ;) @r H(Ty) = IH((Zo)1, ;) = IHL(Z,).
i+L€=q

Also kann man ohne Einschrinkung dim o = n annehmen. Dies bedeutet gleichzeitig
A = A5, Mit 24.9 folgt aus 24.6, dafl ITH7.(X,,) ein freier H* (BT)-Modul ist. Nach 21.3
ist schlieBlich H* (BT) mit A® = AS identifizierbar.

Zu (LME): Ohne Einschrénkung sei 0 € A™. Wir betrachten folgendes kommutative
Diagramm

THA(X,) % THW(X,) -5 IH'(X,) -5 ronIH*(Xao)

| o | “
IHY(Xo,) — IHp(Xpe) - IH*(Xs,) O 7TenlH*(Xos) |

in dem zu zeigen ist, dal ¥ bijektiv ist. Dabei werden § und v durch die Inklusion
einer beliebigen Faser X — X1 — BT induziert, vgl. 24.5. Da X, nach 24.9 quasi-
konvex ist, ergibt sich 3 nach 24.6 als ein Isomorphismus. Ebenso ist 7 geméfl 23.6 ein
Isomorphismus.

Wegen der Kommutativitidt des Diagrammes ist nun ersichtlich ¢ o1 und damit
¥ injektiv. Die Surjektivitdt von 9 ist evident, wenn sie fiir ¢ nachgewiesen ist. Fiir
ungerades ¢ ist das nach 24.2 trivial. Fiir gerades ¢ reicht es, IH%H(XU,X%) =0 zu
verifizieren, was in 24.10 geschehen ist. m

Ersetzt man in dem (nicht aufgenommenen) Beweis von 22.19 die Garbe A.A® durch
die welke Garbe AE°, so erhilt man ganz analog:

24.14 Theorem FEin volldimensional erzeugter Fécher ist genau dann quasikonvex,
wenn |0A| eine reelle Homologiemannigfaltigkeit ist. m

Damit iibertrégt sich auch Korollar 22.20 auf nichtsimpliziale Facher.

24.15 Korollar Fine Verfeinerung eines Féchers ist genau dann quasikonvex, wenn
der Fécher selbst es ist. m

Aufgabe 24.3 Fiir eine Verfeinerung f: A’ — A von Fichern existiert eine direkte Summen-
zerlegung von A°®-Moduln

(24.3.1) fO(A/S.) >~ ANE°DG,

vgl. [BaBrFiKps, 2.5]. Man leite daraus fiir rationale Fécher ab:
i) TH3(Xa) ist ein direkter Summand von TH(Xar);



§ 24 Quasikonvexe Fécher 285

ii) ist A quasikonvex, so ist IH® (Xa) ein direkter Summand von IH® (Xa/).
Aufgabe 24.4 Es sei UG XA invariant. Man zeige IH%dd(X, U)=0.
Aufgabe 24.5 Der Kegel 0 = keg(p1,...,p4) im IR? mit quadratischer Grundfléiche sei durch

pi = keg(e;) fiir ¢ = 1,2,3 und pg := keg(e; — e2 + e3) gegeben. Mit den geméf (21.21.0)
definierten Funktionen y; € A%U vom Grad 2 zeige man:

Ey = A°®A°x4 und E, = R*°® R°Y, .



25. Virtuelle Schnitthomologie eines Féchers

Die iiber die Bettizahlen der zugehotrigen Varietit eingefithrten Invarianten eines ra-
tionalen Féachers werden nun auf nichtrationale Fécher iibertragen. Die rekursive Be-
rechnung fiir quasikonvexe Fécher iiber eine Global-aus-Lokal-Formel und eine Lokal-
aus-Global-Formel wird soweit formalisiert, dafl die Rolle des Harten Lefschetzsatzes
transparent wird. Dies suggeriert eine kombinatorische Version dieses Satzes, die zur
Zeit im allgemeinen Falle allerdings noch im Stadium der Vermutung bleibt.?)

In diesem Abschnitt seien A stets ein volldimensional erzeugter, nicht notwendig
rationaler Facher in V und &€ := A€ die minimale Erweiterungsgarbe von (A, AA®).

Wir hatten einen rationalen Facher A ,quasikonvex® genannt, wenn die Freiheits-
bedingung von 24.6 erfiillt ist. In Anbetracht von Theorem 24.13 ist daher folgende
Verallgemeinerung zuléssig:

25.1 Definition Der Fécher A heifle (virtuell) quasikonvex, wenn der A*-modul
E*(A) = E)\ frei ist.

Wieder 1483t sich diese Eigenschaft charakterisieren:

25.2 Satz Die folgenden Eigenschaften des Féchers A sind dquivalent:
1) A ist quasikonvex.
2) H*(A,0A;E%) = 0.
3) Fiir alle o € A ist H* (A/o,0A/0; R) = 0.
4) Der topologische Raum |0A| ist eine reelle Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Die Aquivalenz 1) <= 2) ergibt sich als eine unmittelbare Verallge-
meinerung des (ausgefiihrten bzw. zitierten) Beweises von 22.2. Fiir die Beziehung
2) <= 3) beachte man zunichst, da8 E5 ein freier A;-Modul, aber E_ ein Torsions-
Modul ist. Daher verschwindet kein K,(€*). Also 1d8t sich Formel (22.12.1) anwenden.
Fiir 3) <= 4) benutzt man schlielich den Beweis von 22.17 und 22.18 mit der nach
24.4 welken Garbe £°. =

Ist A nun quasikonvex und zusétzlich rational, so wissen wir aus 24.13 und 24.6
fiir die Schnitthomologie
IH* (XA) =2 EL.

39)  Zusatz beim Nachdruck: Nachdem K. Karu Vermutung 25.12 bewiesen hat, vgl. die
Literatur in [BaBrFiKp|] Tohoku Math. J. 57, 273 — 292 (2005), ist die Voraussetzung der
Rationalitéit an die Facher obsolet.
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Dies legt folgende Verallgemeinerung nahe:

25.3 Definition Unter der virtuellen (reellen) Schnitthomologie IH® (A) des quasi-
konvexen Fichers A verstehen wir den graduierten Vektorraum E; die zugehorigen
Dimensionen heiflen die virtuellen Bettizahlen von A.

Zur rekursiven Berechnung der virtuellen Bettizahlen verwenden wir das Poin-
carépolynom ‘
IPy =Y dimg(Ex) 79 € N[T],
320

wobei wir die Abkiirzung IF, := IPg(,) verwenden.

Der erste Schritt zur Berechnung ist das folgende Resultat:

25.4 Global-aus-Lokal-Formel Ist der Féacher A quasikonvex, so gilt fiir die Poin-
caréreihe

(25.4.1) Iy = Y (T?-1)®imogp, .
cEA\DA

Beweis Nach 25.2 2) ist der Komplex C* (A, 9A; £) azyklisch. Wie im Beweis von 22.5
2) folgt daraus die Behauptung. =

Analog kann man fiir quasikonvexes A zeigen:

(25.4.2) IPapay = Y _(T? =1%o p,
e A<TAN

Damit bleiben die lokalen Poincaréreihen IP, zu bestimmen. Dies ist einfach fiir
simpliziale Kegel:

25.5 Bemerkung Ist o simplizial, so ist [P, = 1. Insbesondere ist also IP, = 1 fiir
o e AS2,

Beweis Fiir simpliziales o gilt F5 = A& nach 21.6. Also ist E; i Z; =1R". =

Fiir den zweiten Schritt zur Berechnung der virtuellen Bettizahlen ordnen wir wie
im Beweis von 24.9 einem Kegel 0 € A7 mit j > 1 einen polytopischen Fécher A(o)
zu, wobei V' durch den j-dimensionalen Vektorraum V, zu ersetzen ist: Zu fixiertem
v € 0° N N, seien

Wo =Vo/R-v, Ty := To/X(C"), N(v) := No/Z-v

mit der Projektion p: V, — W, und dem Fécher A(o) := p(0do).

25.6 Lokal-aus-Global-Formel Ist 0 € A/ rational mit j > 1, so gilt

IP, = 7;((1 =T?) IPy(,)) -
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Beweis Zunichst gilt E, = E}_nach (LME). Da A := A(0) als vollstéandiger Ficher
quasikonvex ist, ergibt sich weiter E; = G’ mit der minimalen Erweiterungsgarbe
G := A&* zu A. Die behauptete Formel bedeutet damit:

_ _ . ~q . =42 . .
(25.6.1) dimE’ = dimEY, = {dlmGA ~dim G}~ fir g <j-1
0 fiir ¢ > 5 .
Dies soll nunmehr verifiziert werden. Dazu sei 1;: V, — IR linear mit zZ(v) — —1. Die

Funktion v := @Z o (plos)~1: W, — IR ist stiickweise linear und streng konkav, und es
gelten nach Identifikation von B* := S*(W7) mit p~!(B*) in A*

Ay = 8°(V}) =B*[Y] und myue = Ajmpe + A0 .

o

Damit erhalten wir fiir jedes ¢ einen Isomorphismus reeller Vektorrdume
(25.6.2) B~ 53\/@&53\_2 .

Da A projektiv algebraisch ist (und nur dafiir wurde o als rational vorausgesetzt),
existiert nach 24.13 wie im Beweis von 24.9 ein Diagramm

a2 (%) ~
G . G
(25.6.3) lg lg
IHI72(X,) M2 rge(xy)

Die Funktion ¢ gehort wie im Beweis von 24.9 zu einem Geradenbiindel £ auf Xj,.
Die Chernklasse c¢1(L£) € H?(Xa;Z) 1a8t sich zu einer ,#quivarianten Chernklasse®
ci (L) = c1(L1) € H2(Xa;Z) hochheben, fiir die mit dem Isomorphismus aus Aufgabe
21.2 nach [BaBrFiKps, 1.8] gilt:

A} =2 HZ(XA) — H*(Xa), ¥ (L) (L) .

Daher kommutiert das Diagramm (25.6.3), und wir kénnen den harten Lefschetzsatz
23.9 anwenden, nach dem die Abbildung p(wa): IH? ?(Xs) — IHY(X,) fir ¢ < j
injektiv und fiir ¢ > j surjektiv ist, so dal (25.6.1) aus (25.6.2) folgt. =

25.7 Korollar Ist der Facher A rational und quasikonvex, so gilt
IH°Y(A) = 0 = IH?Y(A).

Beweis Man erhélt das Resultat fiir abgeschlossene Triager durch Rekursion iiber 25.4
und 25.6. Fiir kompakte Tréger wendet man die Poincarédualitdt der Schnitthomologie
(23.2.1) an. =

25.8 Beispiel Ist A quasikonvex, so gilt

g 0, g>n+1
Enony = (R q=mn
RFK(A)—n qg=n—2 .
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Beweis Wir fithren Induktion iiber n = dim A durch. Der Fall n = 0 ist trivial,
nach Induktionsvoraussetzung erfiillen alle (vollstdndigen) A(c) die analoge Behaup-
tung. Zunichst folgt aus (25.4.2):

Toan—2IP(apay = (T°"=nT*"2)IP, + Y T°"72IP, +> Y T *'IP,.
pEAL r>2 oEAT

Wenn o rational ist, 148t sich 25.6 anwenden; mit 25.5 folgt aus den Induktionsvoraus-
setzung:
T>2n—2 IP(A,@A) = (l{i(A) - n)TQ"_Q + 2",

Wenn o nicht rational ist, so fehlt nur der Nachweis, dal IP, vom Grade hochstens
2r — 4 ist. Auf den vollstdndigen Fécher A := A(o) der Dimension r — 1 wenden wir
im Beweis von 25.6 die Formel (25.15.2) an: Die darstellende Funktion v liegt nicht
in A% - EY, da ihre Einschrinkung auf das Einsgeriist nicht global linear ist. Folglich
ist ,u(w):F?\ — Fi injektiv, nach (25.15.2) also die duale Abbildung FiT_4 — FiT_Q
surjektiv. Damit hat IP, fiir » > 2 in der Tat hochstens den Grad 2r — 4. =

Ist A sogar vollstandig, so liefert 25.8 mit der Poincarédualitiat 23.2:

EOA = R und EQA >~ REA)-n

Uber die Schnittbettizahlen erhilt man auch Informationen zu den iiblichen Bet-
tizahlen: Es bezeichne s(A) die komplexe Dimension der abgeschlossenen invarianten
Untervarietét aller Punkte, in denen XA keine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist.
Damit ist s(A) gleichzeitig die maximale Kodimension eines nicht simplizialen Kegels
in A. Der leeren Menge ordnen wir dabei die Dimension —1 zu.

In [BaBrFiKpso, § 13] wird fiir die Trégerfamilien ¢ = ¢, cld gezeigt:

25.9 Satz FEs sei U eine offene Teilmenge der torischen Varietdt X mit hdchstens
(n — 1+ s)-dimensionalem Komplement fiir ein s > s(A). Dann ist der Vergleichshomo-
morphismus

ol HY L (U) — IHL(X)

surjektiv fiir j = n + s und bijektiv fiir j > n+ s+ 1. Ist n + s gerade, so bleibt die
Behauptung korrekt, wenn in allen Abschétzungen n durch n — 1 ersetzt wird. m

Eine duale Aussage gilt fiir den Vergleichshomomorphismus wé mit der Homologie.

25.10 Beispiel Die lokalen Bettizahlen bj@ (Xs) zu einem rationalen Kegel o € A"
verschwinden fiir ungerade j > n + 1+ s(o).

Beweis Die lokale Bettizahl bj@ (X,) ist iiber die Kohomologie als Dimension von
HJ(X,) definierbar. In der Schnitthomologietheorie verschwindet die Zahl T b%U(XU) =
dim IH? (X, ) nach 25.7 fiir ungerades j. Daher folgt die Behauptung aus 25.9. =

25.11 Korollar Fiir rationale quasikonvexe Fédcher A ist IPx eine kombinatorische
Invariante.
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Beweis Im simplizialen Fall wurde die Behauptung in 22.7 gezeigt. Fiir einen induk-
tiven Beweis sei die Behauptung fiir hochstens (n — 1)-dimensionale Varietéten nachge-
wiesen. Ist nun 0 # o € A, so ist der kombinatorische Typ von A(o) durch o festgelegt,
so daf} jedes IP, nach 25.6 und damit dann auch IPn nach 25.4 eine kombinatorische
Invariante ist. m

Die Formel aus 25.6 148t sich auch fiir nichtrationale Facher A der Dimension 3
beweisen. Dies ist ein erster Hinweis auf folgende Vermutung;:

25.12 Vermutung 1: Allgemeine Lokal-aus-Global-Formel Die Formel aus 25.6
gilt auch fiir nicht rationale Fécher.

Wie die Rolle des Diagramms (25.6.3) im Beweis von 25.6 zeigt, ergibt sich Vermu-
tung 25.12, wenn folgende Vermutung zu beweisen ist:

25.13 Vermutung 2: Kombinatorischer harter Lefschetzsatz fiir minimale Er-
weiterungsgarben Ist A ein vollstindiger Ficher und 1) € A?(A) beziiglich A streng
konkav, so ist der von der Multiplikation p(1)): AE® ™2 — AE® induzierte Vektorraum-
homomorphismus

B - T
injektiv fiir ¢ < n + 1 und surjektiv fiir ¢ > n + 1.

Diese Vermutung ld8t sich auf den Beweis der Surjektivitéit (dquivalent dazu: der
Injektivitét) reduzieren. Dazu verwendet man eine kombinatorische Poincarédualitéit
auf vollstéindigen Féchern A, die durch eine duale Paarung?®

(25.15.1) E\ X EY — A*[-2n]

gegeben ist. Wir wollen andeuten, wie sich eine solche Dualitét fiir einen n-dimensiona-
len vollstdndigen Ficher A rekursiv aus der Giiltigkeit der Poincarédualitit fiir alle
Facher A(o) mit o € A ergibt; wir erinnern daran, daf alle A(o) vollstandig und nie-
derdimensional sind.

Fiir simpliziales vollstandiges A ist die Situation wegen AE® = AA° geméif 21.8
vergleichsweise einfach: Durch

AA* x AAT = AA (f,9)— fg

ist AA* eine graduierte Garbe von kommutativen assoziativen R-Algebren. Mit einer
zusitzlichen Auswertung erhalten wir eine Paarung

Ay x AN — AN S At[-2n),

von der zu zeigen ist, dafl sie dual ist. Fiir eine explizite Konstruktion einer solchen
Linearform (vom Grad 0) fixieren wir zunéchst eine Volumenform w auf V = |A].

40) definiert durch T—;(A®*[-2n]) = AJ2n
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Fiir jeden Kegel o0 wihlen wir dann eine Basis (eq,...,e,) aus Kantenvektoren mit
w(ey,...,e,) = 1. Es bezeichne (¢1,...,¢,) die duale Basis, weiter sei f, := £1---{,.
Damit definieren wir € sogar im relativen Fall als die Komposition

L] ~U ° . N fa—
E(A,BA) :A(A,BA) C @ A — Q(A%), f=(fo)oecan — Z 2

oeAm cEAT 4

die das von den 1/h, erzeugte homogene gebrochene Ideal (vom Grad —2n) in den
Quotientenkorper QQ(A*®) abbildet. Zu zeigen ist nunmehr, dafl die rationale Function
e(f) =3, fo/ho sogar regulér ist. Die Nenner sind Produkte von Linearformen ¢, die
auf den Facetten 7 € A"~ ! verschwinden, und da ein solcher Faktor ¢, in keinem Nenner
h, aufler fiir 7 < o auftritt, geniigt es zu verifizieren, dafl Za>17 fo/ho langs T regulér
ist. Wenn 7 in 0A liegt, dann verschwindet die zugehorige Funktion f, auf 7 und ist
somit durch £, teilbar. Folglich sei nun 7 eine gemeinsame Seite zweier Kegel o+ und o~
in A™. Es reicht aus, den Beitrag f+/h™+f~/h~ dieser beiden Kegel zur Gesamtsumme
zu untersuchen. Wir kénnen die Basis von ot so anordnen, da8 e, ..., e,_; die Facette
7 erzeugen und dafl w(ey,...,e,_1,e5) = 1 gilt. Ergéinzen wir e1,...,e,_1 zu einer
Basis von o7, dann liefert der Vektor e, , der die verbleibende Kante von o~ erzeugt,
die ,,falsche” Orientierung im Vergleich zur urspriinglichen Basiswahl zu ¢, also gilt

wle, ... en_1,e;) = —1. Damit folgt e +e> =S/

j—1 Tj€; und somit

Zj_zﬁj—rjﬁ,f fir 1<j<n-—1 und Z;:—ZI,

wobei (¢7,...,¢, ) die duale Basis von (e1,...,e,_1,€,) (mit £, = ££;}) ist. Es ergibt
sich mit [] := ?:_11 :
R AL R i § - S A V U
hth— G IS 6) '

Der Ziahler ist von der Gestalt f~ HE;’ —ft H(E;r — r;0;}). Weil auf 7 die Linearform

¢ verschwindet und f+ = f~ gilt, muf £ den Zéhler teilen.

Fiir nichtsimpliziales A haben wir zunéchst auf A€« eine Multiplikation einzufiih-
ren, von der allerdings wegen der dabei auftretenden Willkiir keine Assoziativitdt zu
erwarten ist:

25.14 Lemma Die multiplikative Struktur auf AE*|a<2 148t sich so fortsetzen, daB
AE® auf ganz A eine Garbe von kommutativen, nicht notwendig assoziativen R-Algebren
wird.

Beweis Es sei 0 € A ein minimaler Kegel, fiir den auf F; noch keine Multiplikati-
on erklart ist; wir haben eine solche so einzufiithren, dafl die Einschrankungsabbildung
E* (o) — &*(00) = E}, ein Homomorphismus wird. Ohne Einschrankung sei o € A™.
Fiir ein v € 0° bezeichne B* das Bild der kanonischen Inklusion

S* ((V/Rv)*) — S*(V*) = A* .
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Dann ist Ej_  ein freier B*-Modul (vgl. den Beweis von 25.6). Mit einem Schnitt
s: Fég — B} wie in (24.11.2) erhilt man eine Zerlegung der Einschréinkungsabbildung
(wegen A* = A) in der Form

E; = A® @r By, 25 A* @r B}, — A" @pe By, = F; 5 A" @40 B}, = B, .
Die Komposition der beiden ersten Abbildungen werde fortan mit o bezeichnet. Wenn
man eine direkte Zerlegung Fy = a(Es) @ K* in A*-Moduln mit «(Es) = E; und
B(K*) = 0 finden kann, dann liefert die Projektion Fy — «a(E5) mit dem auf Fj; bereits
aus den Vorgaben existierenden Produkt ein solches auf E5 durch die Komposition

E: xE: S F: xF* — F: — «o(E2) > E: .

In der Tat ist die Teilabbildung «: E5 — F, injektiv mit einem direkten Komplement
F7 = a(E;)®K*:Ist ¢, ..., ¢ eine Basis des freien A*-Moduls E5, so ist ¢1, .. ., ¢ eine
R-Basis von E nach Aufgabe 22.1 i). Der Homomorphismus @ faktorisiert E. = E7,_
und ist somit injektiv: Erginzt man a(cy),...,a(c,) durch f,,...,f; zu einer Basis
von F., so hat K* in dem freien A*-Modul Fs die Basis fi,..., f;, wobei die f; ohne
Einschrénkung homogen gewéhlt seien. Da AE® welk ist 188t sich jedes ((f;) zu einem
gj € E5 fortsetzen. Ersetzt man K* durch ) A* (fj — a(gj)), so sieht man, daf3 ohne
Einschrinkung G(K*) = 0 gilt. m

Damit 148t sich die gesuchte Paarung (25.15.1) konstruieren, denn es steht 25.6 zur
Verfiigung, so dafl wie in 25.8 gilt

AT 00, j>2n+1 .

Fiir die Auswertungsabbildung e verwenden wir die (bis auf reelles Vielfache eindeutige)
Linearform ¢ € Hom** (E}, A*[~2n]) vom Crad 0 auf dem freien A*-Modul E%; sie
bildet insbesondere EEQ” auf 0 ab. Mit Hilfe des in 25.14 gewihlten Produktes erhalten
wir damit die Paarung

(25.15.1) Eyx x EN — EN = A*[-2n].

In [BaBrFiKps| wird nun folgende kombinatorische Poincarédualitéit gezeigt:

25.15 Theorem Ist A ein vollstindiger Fécher der Dimension n, so ist die Paarung
E\ x E)\ — A*[—2n]
dual.

Mit anderen Worten: Die Determinante dieser bilinearen Abbildung zum freien A*-
Modul E} ist eine Einheit in A*. Dies gilt sogar allgemeiner in einer relativen Version
fiir equivariant formale Féacher A, wo fiir E(' AOA) T ker (paAA: E\ — Ej A) eine Dualitét

By % Efy gp) — A*[-20]
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konstruiert wird. Damit 148t sich rekursiv zunéchst eine lokale relative Poincarédualitét
fir o € A™ zeigen, wenn 25.15 fiir den vollstéandigen (n — 1)-dimensionalen Facher A(o)
gezeigt ist. Daraus 1488t sich die globale relative Poincarédualitéit fiir n-dimensionales
quasikonvexes A ableiten. Dabei {ibernimmt E(' ALOA) die Rolle der kompakt getragenen
Kohomologie im Falle rationaler Féacher. Im vollstéandigen Fall reduziert sich das relative
Ergebnis ersichtlich auf 25.15. =

Nun kénnen wir auf die angekiindigte Reduktion von Vermutung 2 zuriickkommen:
Die Paarung (25.15.1) induziert eine duale Paarung

(25.15.2) Ex X Ejpapgn) — A'[-2n] = A°=R

reeller Vektorrdume. Die zugehorige Multiplikation p(v)) ist selbstadjungiert, also ist
der Homomorphismus EqA_z — E?A, aa) genau dann injektiv, wenn die duale Abbildung

—2n—q

2n—q+2 ...
EA —>E(Z78qA+) surjektiv ist.

Die genauere Analyse des Beweises von 25.4 zeigt nun, dafl folgende, fiir rationale

Facher auf Grund des harten Lefschetzsatzes erfiillte lokale Verschwindungsbedingung
V(o) an alle 0 # 0 € A entscheidend ist:

V(o) EL = 0 fiiralle ¢>dimo .

o

Damit ist Vermutung 2 eine Konsequenz von
25.16 Vermutung 3 Fiir jeden von o verschiedenen Kegel o in V' gilt V(o).
Schliellich weisen wir noch auf eine numerische Form der Poincarédualitéit hin:

25.17 Relative Poincarédualitit Ist A ein (nicht notwendig rationaler) quasikon-

vexer Fécher, so gilt

1
Piaony(t) = tZHPA(g)-

Beweis Aus (25.15.2) folgt by (A, 0A) = bay—q(A) und damit

tQ”P(AﬁA)(%) = t2”Zb (A, 0A) Zbgn J(A)EPT = Pa(t) . m

q=0
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# A
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a(t)
cCoc
N

Symbolverzeichnis

. dualer Vektorraum zu V'

. Auswertungsabbildung

abgeschlossenes Einheitsintervall

. Nullkegel

Minkowskisumme konvexer Mengen A und A’
A+ (A

. von A erzeugter reeller Untervektorraum
Dimension des von A erzeugten Untervektorraumes
. von A erzeugter (konvexer) Kegel

. Verband der abgeschlossenen Kegel in V'

. {{a,b);a € A,b e B}

Dual zu A

positiver Halbraum der Linearform u

. . C e e e Orthogonal zu A
. durch u € V* in V definierte Hyperebene N (V';u)
durch u € V* in V definierte HyperebeneN (V; u)
. Kern bzw. relatives Inneres von A

. oo relativer Rand von A

. Verband der polyedrischen Kegel in V'

. F ist Seite von C

Seitenverband von C'

. Fist Facette von C

maximaler Untervektorraum von C'

Anzahl der Elemente von A

. Stern der Seite D

(t, )

. direkte Summe von Kegeln

. Gitter in V'

.. Basis von N und Np

Homy(N,Z), duales Gitter zu N

zu (eq,...,e,) duale Basis von M und Mg

Basis von M und Mg

N ®z R

M ®z R
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fi(A)
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S K
S(K)
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F<1 K
fi(K)
aff A
C(l,n)
D(¢,n)
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Ein-Parameter-Untergruppe
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Divy (X)
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Divyy (X)
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