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§ 5 Polytope und torische Varietäten . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Anhang: Beispiele nicht polytopischer Fächer . . . . . . . . . . . . . 69
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§ 10 Glatte vollständige torische Flächen . . . . . . . . . . . . . . . . 118

Anhang: Invariante Kurven und der duale Graph . . . . . . . . . . . 128

§ 11 Die Auflösung torischer Singularitäten . . . . . . . . . . . . . . . 135
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Vorwort

Torische Varietäten lassen sich hervorragend als Beispielfundus für die Illustration von

Phänomenen aller Art in der algebraischen Geometrie verwenden. Ergänzend zu den

sonst üblichen Beispielklassen niederer Dimensionen wie den algebraischer Kurven oder

den algebraischer Flächen erhält man hier illustratives Material in allen Dimensionen.

Dennoch sind die torischen Varietäten von sehr spezieller Natur: Sie sind stets rational

und haben höchstens
”
rationale Singularitäten“.

Die Theorie torischer Varietäten entstand ursprünglich aus dem Wunsch, symmetri-

sche Varietäten zu kompaktifizieren; daher sprach man zunächst von
”
torischen Einbet-

tungen“. Diesen Gesichtspunkt werden wir im folgenden Text jedoch wenig verfolgen.

Für uns ist vielmehr der enge Zusammenhang mit der elementaren Konvexgeometrie

bzw. der Theorie der Gitterpolytope vorrangig, der ein faszinierendes Zusammenspiel

zwischen zwei a priori völlig verschiedenen Bereichen liefert. Gerade die Übersetzung

der einen Begriffswelt in die andere wird uns interessieren, die Erstellung eines Wörter-

buches, das die Stärken der einen Theorie der jeweils anderen verfügbar macht.

Der folgende Text entspricht einer im akademischen Jahr 1998/99 im Anschluß

an eine Veranstaltung über algebraische Geometrie [AG] gehaltenen Vorlesung, setzt

aber nicht mehr als allgemeine Grundkenntnisse dieser Disziplin voraus. Er verarbeitet

Notizen nach Vorträgen, die vor allem auch von Annette A’Campo, Gottfried Barthel,

Karl-Heinz Fieseler, Jürgen Hausen, Franz Mauch, Michael Nüsken, Volker Puppe und

Volker Strassen in den Jahren 1994 – 96 in einem Seminar zum Buch [Fu] an der Univer-

sität Konstanz gehalten wurden, bringt aber auch noch unpublizierte Ergebnisse. Des

weiteren hat er von den Vorträgen im Sommerseminar 1997 an der Universität Bern

profitiert. Die Illustrationen wurden von Florian Berchtold, Arno Jordan und Thomas

Willhalm realisiert. Für die Übungen hat mich Florian Berchtold unterstützt; einfache

Aufgaben dienen der Kontrolle des Textverständnisses. Auch den Hörern bin ich für

kritische Kommentare zu Dank verpflichtet, insbesondere Matthias Franz.

Im Anhang habe ich eine Gastvorlesung von K.H. Fieseler an der Universität Kon-

stanz im Juni 1999 ergänzt und eingearbeitet. In ihm geht es um ein kombinatorisches

Verständnis der algebraisch torischen Invarianten. Zunächst wird die Kohomologie sim-

plizialer Varietäten analysiert; dazu erweist sich die äquivariante Kohomologie als das

adäquate Hilfsmittel. Die Resultate gelten nicht nur für vollständige Fächer, sondern

auch für äquivariant formale; zu diesen gehören insbesondere die volldimensional erzeug-

ten mit konvexem Träger oder konvexem Komplement des Trägers wie etwa die affinen

Fächer. — Beim Übergang zu nichtsimplizialen Fächern hat man die Kohomologie durch

die Schnitthomologie zu ersetzen. Dann kommt man zu einer axiomatischen Charakteri-

sierung der äquivarianten Schnitthomologie über die sogenannten
”
minimalen Erweite-

rungsgarben“. Damit ergeben sich rekursive kombinatorische Berechnungsmöglichkeiten

für die
”
virtuelle Schnitthomologie“ äquivariant formaler Fächer, die nun nicht einmal

mehr rational zu sein brauchen.



Kapitel I

Grundlegende Definitionen und Beispiele

Wir stellen zunächst die Begriffsbildungen von der kombinatorischen Seite zur Verfü-

gung, nämlich Kegel und Fächer. Daraus lassen sich als erstes affin algebraische Va-

rietäten konstruieren, die sich für einen Fächer zu einer globalen algebraischen Varietät

verheften lassen. Ein besonders interessanter Spezialfall ist der eines Fächers, der von

einem Polytop erzeugt wird.

1. Konvexe und polyedrische Kegel

In diesem Paragraphen gehen wir auf einige grundlegende Eigenschaften von Kegeln

ein. Wir betrachten zunächst allgemein konvexe Kegel im IRn und schränken uns dann

auf polyedrische Kegel ein. Es seien dabei V ein n-dimensionaler (wenn nicht anders

vermerkt reeller) euklidischer Vektorraum mit Dualraum V ∗ = Hom(V, IR) und Aus-

wertungsabbildung

〈− , −〉:V × V ∗ → IR, (v, u) 7→ u(v).

Mit dem Symbol 〈− , −〉 bezeichnen wir (nach Festlegung einer Basis) auch das ka-

nonische Skalarprodukt auf V ; auf diese Weise erhalten wir eine für uns gelegentlich

wichtige Identifikation von V ∗ mit V .

A. Kegel

Eine Teilmege A von V heißt bekanntlich konvex, wenn gilt: Für alle t ∈ I := [0, 1] und

alle a, b ∈ A gilt ta + (1 − t)b ∈ A. Weiter heißt A kegelförmig, wenn A = R≥0A gilt.

Schließlich heiße ein nicht leeres A ein Kegel, wenn A kegelförmig und konvex ist. Damit

enthalten Kegel stets den Nullpunkt und folglich den
”
Nullkegel“ o := keg(∅) := {0}.

Wir verwenden folgende Bezeichnungen: Für konvexe A,A′ ⊂ V seien

• A+A′ := {a+a′; a ∈ A, a′ ∈ A′} die
”
Minkowskisumme“ und A−A′ := A+(−A′);

• linA der von A in V erzeugte Untervektorraum; für Kegel A gilt linA = A−A;

• dimA := dim linA die Dimension des von A in V erzeugten Untervektorraumes.

Dazu treffen wir die Konvention dim ∅ = −1.

1.1 Definition Für A ⊂ V heißt keg(A) := {
∑
<∞ riai; ri ∈ IR≥0, ai ∈ A} der von

A erzeugte Kegel; dabei sei keg(∅) := {0}.
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Für einen Kegel C gilt ersichtlich C = keg(C).

1.2 Beispiele 1) Die Teilmengen {0} und V sind Kegel.

2) Ist (e1, . . . , en) eine Basis von V und m ≤ n, so ist die Menge

{
x ∈ V ; xj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ m, xm+1 = . . . = xn = 0

}

ein Kegel.

3) Ist ϕ ∈ Hom IR(V,W ) und sind C ⊂ V , D ⊂ W Kegel, so sind auch ϕ(C) und

ϕ−1(D) wieder Kegel.

1.3 Bemerkung Mit C,C′ sind auch C ∩ C′, C + C′, C Kegel.

Aufgabe 1.1 Man zeige für die abgeschlossenen Kegel

C := {x ∈ IR3;x1 ≥ 0, x3 ≥ 0, x2
2 ≤ x1x3}

C′ := {x ∈ IR3;x1 ≤ 0, x3 ≥ 0, x2
2 ≤ −x1x3} ,

daß der Kegel C + C′ nicht abgeschlossen ist.

Aufgabe 1.2 Es sei A eine konvexe kompakte Teilmenge von V . Man zeige:

i) Ist 0 kein Randpunkt von A, so ist keg(A) abgeschlossen.

ii) Man gebe ein Beispiel an, in dem keg(A) nicht abgeschlossen ist.

1.4 Lemma Die bezüglich Inklusion partiell geordnete Menge K := K(V ) der abge-

schlossenen Kegel in V bildet einen Verband mit

min(C,C′) = C ∩ C′ und max(C,C′) = C + C′ = keg(C ∪ C′) .

Beweis Da C ∩ C′ ein abgeschlossener Kegel ist, ergibt sich C ∩ C′ als größter in C

wie auch in C′ enthaltener Kegel und damit definitionsgemäß als min(C,C′). Aus

keg(C ∪ C′) = C + C′

folgt andererseits, daß C+C′ der kleinste sowohl C als auch C′ enthaltende Kegel, also

dessen Abschluß max(C,C′) ist.

Wir verwenden weiterhin folgende Notationen für A,B ⊂ V :

• 〈A,B〉 := {〈a, b〉; a ∈ A, b ∈ B};

• A∨ := {u ∈ V ∗; 〈A, u〉 ≥ 0} ist der zu A duale Kegel, er ist abgeschlossen (vgl.

(1.4.1); für u ∈ V ∗ erhält man damit den Halbraum

u∨ =: H+(u) =: H≥0(u) = {v ∈ V ; 〈v, u〉 ≥ 0} ;

• A⊥ := {u ∈ V ∗; 〈A, u〉 = 0} = A∨ ∩ (−A)∨ ist der zu A orthogonale Vektorraum;

für u ∈ V ∗ wird die Hyperebene u⊥ mit H(u) oder H=0(u) bezeichnet;
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• A◦ := {x ∈ A; 〈x,A∨ \A⊥〉 > 0} ist der Kern oder das
”
relative Innere“ von einem

Kegel A;

• ∂A := A \A◦ ist der relative Rand eines Kegels A.

Man sieht unmittelbar:

(1.4.1) A∨ = {u ∈ V ∗;A ⊂ H+(u)} =
⋂

v∈A

H+(v) .

Aufgabe 1.3 Im IR2 bestimme man A∨i , A⊥i , A◦i und ∂Ai für

A1 := IR≥0 × {0}, A2 := IR≥0 × IR, A3 := {(x, y) ∈ IR2;x ≥ y ≥ 0}.

Aufgabe 1.4 Es sei A ein volldimensionaler Kegel in V , i.e., dimA = dimV . Man zeige, daß

topologisches Inneres
◦
A und relatives Inneres A◦ von A übereinstimmen.

Grundlegend ist folgender (endlichdimensionale) Spezialfall des Satzes von Hahn-

Banach [Bou, Th. II.3.1]:

1.5 Satz Es seien C ein abgeschlossener Kegel in V und v ∈ V \C. Dann existiert eine

Linearform u ∈ C∨ mit 〈v, u〉 < 0.

Beweis Wir identifizieren V ∗ vermöge des Standarskalarproduktes mit V . Da C abge-

schlossen ist, können wir ein w ∈ C wählen, für das die Funktion ‖ w − v ‖2 auf C ein

Minimum hat. Nach Konstruktion ist u := w − v 6= 0. Wenn wir

(1.5.1) 〈w,w − v〉 = 0

zeigen können, dann folgt daraus einerseits mit u 6= 0

〈v, u〉 = 〈v, w − v〉 = −〈w − v, w − v〉 < 0 .

Andererseits haben wir u ∈ C∨ zu zeigen. Dazu sei z ∈ C. Die Abbildung

IR→ IR, t 7→‖ (1− t)w + tz − v ‖2

ist polynomial und daher stetig differenzierbar. Auf I nimmt sie in 0 ein Minimum an;

daher gilt dort

(1.5.2)

0≤
d

dt
‖ (1−t)w+tz−v ‖2

∣∣∣
t=0

=
d

dt
〈w−v+t(z−w), w−v+t(z−w)〉

∣∣∣
t=0

= 2〈z−w,w−v〉.

Da dies für alle z ∈ C zutrifft, lassen sich insbesondere z = 0 und z = 2w einsetzen,

woraus zunächst (1.5.1) folgt. Damit ergibt sich aber aus (1.5.2) unmittelbar 〈z, u〉 ≥ 0.

1.6 Bemerkung Nach Übergang zu einer Hyperebene (i.e., einem affinen, einskodi-

mensionalen Unterraum)W in V durch v kann man 1.5 wie folgt formulieren: IstK ⊂ W
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Figur 1.1 Zum Satz von Hahn-Banach

abgeschlossen und konvex und p ∈W \K, so existiert ein Halbraum H≥0, der K, aber

nicht p enthält.

Ist K sogar kompakt, so läßt sich H≥0 in der Form H≥0(u) mit einer Linearform u mit

rationalen Koeffizienten wählen.

Wir werden gelegentlich auch die schärfere Form des Satzes von Hahn-Banach

benötigen:

1.7 Korollar Es sei K eine nicht leere kompakte konvexe Teilmenge im Komplement

eines affinen Unterraumes Z von V . Dann existiert eine Hyperebene H in V , die Z

enthält und für die K ⊂ H>0 gilt.

Beweis Ohne Einschränkung sei Z ein linearer Unterraum. Ist π:V → V := V/Z

die kanonische Projektion, so ist π(K) konvex, abgeschlossen und enthält den Punkt 0

nicht. Man wähle gemäß 1.6 eine Linearform ϕ auf V , die auf π(K) positiv ist und setze

u := π∗(ϕ). Dann ist u(K) > 0, aber u(Z) = 0, also leistet H(u) das Verlangte.

1.8 Korollar Ist C ein abgeschlossener Kegel in V , so gilt C = C∨∨.

Beweis Die Inklusion C ⊂ C∨∨ ist trivial. Ist umgekehrt v /∈ C, so existiert nach 1.5

ein u ∈ C∨ mit 〈v, u〉 < 0. Also liegt v nicht in C∨∨.

1.9 Korollar Die Abbildung

K(V )→ K(V ∗), C 7→ C∨
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ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus von Verbänden. Insbesondere gilt:

(1.9.1) (C1 + C2)
∨

= C∨1 ∩ C
∨
2 und (C1 ∩ C2)

∨ = C∨1 + C∨2 .

Beweis Aus (1.4.1) folgt zunächst, daß der Kegel C∨ abgeschlossen ist. Die Zuordnung

ist ordnungsumkehrend und nach 1.8 bijektiv. Daher wird C1 ∩ C2 als Minimum von

C1 und C2 in K(V ) durch Dualisieren auf das Maximum von C∨1 und C∨2 in K(V ∗), also

auf C∨1 + C∨2 abgebildet.

1.10 Korollar Jeder Kegel C ist Durchschnitt (abgeschlossener) Halbräume:

(1.10.1) C =
⋂

u∈C∨

H≥0(u) .

Beweis Man wende (1.4.1) mit A = C∨ an und beachte 1.8.

Aufgabe 1.5 Für einen Kegel C und einen linearen Unterraum U von V zeige man:

i) U∨ = U⊥;

ii) C⊥∨ = C⊥⊥ = linC (für 1.16).

iii) C∨⊥ = C ∩ (−C).

B. Polyedrische Kegel

Wir interessieren uns im wesentlichen für endlich erzeugte Kegel:

1.11 Definition Für {v1, . . . , vm} ⊂ V heißt der Kegel

keg(v1, . . . , vm) = IR≥0v1 + . . .+ IR≥0vm = keg(v1) + . . .+ keg(vm)

ein polyedrischer Kegel. Die Menge der polyedrischen Kegel in V werde mit Kp := Kp(V )

bezeichnet.

Für die dabei auftretenden Minkowskisummen gilt folgende nützliche Bemerkung:

1.12 Lemma Die Minkowskisumme von konvexen bzw. kompakten Teilmengen von V

ist wieder konvex bzw. kompakt.

Beweis Es seien A,B ⊂ V konvex und a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B sowie t ∈ I. Dann gilt

t(a+ b) + (1− t)(a′ + b′) = ta+ (1− t)a′ + tb+ (1− t)b′ ∈ A+B .

Da die Addition V × V
+
−→V stetig ist, ergibt sich A + B als Bild des Kompaktums

A×B als kompakt.

Man beachte, daß die Minkowskisumme abgeschlossener Mengen nach Aufgabe 1.1

nicht wieder abgeschlossen sein muß.
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1.13 Bemerkung Jedes C ∈ Kp(V ) ist Durchschnitt endlich vieler Halbräume in V

und damit insbesondere abgeschlossen.

Beweis Ohne Einschränkung sei C = keg(v1, . . . , vm) volldimensional, da man jeden

eins-kodimensionalen Untervektorraum als Durchschnitt zweier Halbräume schreiben

kann und man somit linC als Durchschnitt von (2 codimV C) Halbräumen erhält. Damit

ist m ≥ n. Nun wähle man aus der Darstellung (1.10.1) genau diejenigen Halbräume

aus, deren Rand n linear unabhängige Punkte aus {v1, . . . , vm} enthalten. Dies sind nur

endlich viele; sie beschreiben den Durchschnitt vollständig.

Aufgabe 1.6 Gegeben seien v1, . . . , vm ∈ Qn ⊂ Rn ∼= V . Man zeige, daß sich keg(v1, . . . , vm)
als Durchschnitt endlich vieler Halbräume H≥0(u) schreiben läßt, wobei u rationale Koeffizi-
enten hat.

1.14 Lemma Genau dann ist der Kegel C aus K(V ) von der Form C = u∨1 ∩ . . .∩ u
∨
m

mit Linearformen uj ∈ V
∗, wenn C∨ = keg(u1, . . . , um) gilt. Insbesondere ist das Dual

eines polyedrischen Kegels wieder polyedrisch.

Beweis
”
⇐“ Die Darstellung von C = C∨∨ folgt aus (1.9.1) mit u∨∨j = keg(uj).

”
⇒“ Jedes u ∈ D := keg(u1, . . . , um) nimmt als positive Linearkombination der ui

mit diesen auf C positive Werte an; damit folgt D ⊂ C∨. Ist andererseits u /∈ D ⊂ V ∗,

so existiert nach 1.5 ein w ∈ D∨ mit 〈w, u〉 < 0. Damit ist zunächst 〈w, ui〉 ≥ 0 für

alle i, also w ∈ C, sodaß aus 〈w, u〉 < 0 folgt, daß u nicht in C∨ liegt. — Nach 1.13

ist schließlich jedes C ∈ Kp sich ein endlicher Durchschnitt von Halbräumen der Form

u⊥i .

Für eine explizite Möglichkeit, C∨ zu berechnen, sei auf die Fourier-Motzkin-

Elimination [Zie 1.3] verwiesen. Lemma 1.14 eröffnet jedenfalls die Möglichkeit, in klei-

nen Dimensionen Dualkegel sofort aufzuzeichnen (vgl. Figur 1.2):
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Figur 1.2 Dualkegel
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Die Menge Kp ist nach 1.13 eine Teilmenge K; sie ist sogar ein Unterverband:

1.15 Lemma Die bezüglich Inklusion partiell geordnete Menge Kp(V ) der polyedri-

schen Kegel in V bildet mit den Operationen

(1.15.1) min(C,C′) = C ∩ C′ und max(C,C′) = C + C′

einen Verband; die Abbildung

Kp(V )→ Kp(V
∗), C 7→ C∨

ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus von Verbänden. Insbesondere gilt:

(1.15.2) (C1 + C2)
∨

= C∨1 ∩ C
∨
2 und (C1 ∩ C2)

∨ = C∨1 + C∨2 .

Beweis Nach 1.14 ist das Dual eines polyedrischen Kegels wieder polyedrisch, also die

Abbildung wohldefiniert. Außerdem sind mit C1 und C2 auch C1 +C2 und C1∩C2 poly-

edrische Kegel, so daß die Behauptung aus 1.9 folgt: Zunächst existieren Darstellungen

C1 = keg(v1, . . . , vm) = keg(v1) + . . .+ keg(vm)

C2 = keg(vm+1, . . . , vm+s) = keg(vm+1) + . . .+ keg(vm+s) .

Damit ist C1 + C2 = keg(v1) + . . . + keg(vm+s) = keg(v1, . . . , vm+s) polyedrisch und

insbesondere abgeschlossen. Aus (1.9.1) ergibt sich

(C1 ∩ C2)
∨ = C∨1 + C∨2 , also C1 ∩ C2 = (C∨1 + C∨2 )∨ .

Damit ist C1 ∩ C2 als Dual eines polyedrischen Kegels wiederum polyedrisch.

Wir wollen nun das (relative) Innere und den Rand eines Kegels σ ∈ Kp charakte-

risieren; wir beginnen mit dem Inneren:

1.16 Bemerkung Für jeden Punkt x in C ∈ Kp(V ) sind äquivalent:

1) x ∈ C◦;

2) C∨ ∩ x⊥ = C⊥;

3) linC = C + IR≥0(−x);

4) für alle z ∈ C existieren ein λ ∈ IR≥0 und ein y ∈ C mit λx = y + z.

Beweis In Schritt 1) ⇒ 2) ist die Inklusion C∨ ∩ x⊥ ⊃ C⊥ evident; ist u /∈ C⊥, aber

in x⊥, so ist u 6= 0 und H<0(u) schneidet jede Umgebung von x in V und damit in C.

Für 2) ⇒ 3) verwende man Aufgabe 1.5:

C + IR≥0(−x) = C + IRx = C∨∨ + x⊥∨ (1.9.1)= (C∨ ∩ x⊥)∨ = C⊥∨ = linC.

3) ⇒ 4) ergibt sich aus der Zerlegung von −z ∈ linC gemäß 3). Für 4) ⇒ 1) genügt es

zu zeigen, daß für jedes z ∈ C und jedes hinreichend kleine ε ≥ 0 auch x−εz in C liegt.

Nach Voraussetzung existieren λ ∈ IR≥0 und y ∈ C mit λx = y + z. Für λ = 0 liegt
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auch −z in C, und damit ist x+ IRz in C enthalten. Für λ 6= 0 folgt y/λ = x−z/λ ∈ C;

also wählen wir ε = 1/λ.

Für die Untersuchung polyedrischer Kegel C ist der Begriff der Seite grundlegend.

Dabei handelt es sich um den Durchschnitt mit dem Rand eines C enthaltenden Halb-

raumes; zusätzlich ist C eine Seite von sich selbst:

1.17 Definition Eine Teilmenge F eines Kegels C ∈ Kp(V ) heißt Seite von C, in

Zeichen F ≺ C, wenn eine Linearform u ∈ C∨ existiert mit F = C ∩ u⊥. Wir sprechen

von einer echten Seite F � C, wenn u 6= 0 ist. Mit S(C) bezeichnen wir die Menge

aller Seiten von C.

Gewisse Seiten tragen spezielle Namen:

1.18 Definition Die Seite F ≺ C heißt

Kante von C, wenn F eindimensional ist;

Facette von C, wenn F einskodimensional in C ist (in Zeichen F ≺1 C);

Kamm von C, wenn F der größte in C enthaltene Untervektorraum ist:

KammC : = C ∩ (−C) = C∨⊥ =
⋂

F≺C

F .

Die letzte Zeile verwendet Aufgabe 1.5 und die Tatsache, daß für jede echte Seite

F von C mit F auch −F in KammC enthalten ist.

Wieder kann man S(C) bezüglich der Inklusion als einen Verband interpretieren,

der allerdings zwar Teilmenge, aber kein Unterverband von Kp(V ) und daher schwieriger

zu handhaben ist, da im allgemeinen nicht max(F, F ′) = F +′ F gilt (hat C ∈ Kp(V )

mehr als drei einskodimensionale Seiten F1, . . . , Fr, so ist F1 + F2 $ C = max(F1, F2)):

1.19 Satz Für einen polyedrischen Kegel C = keg(v1, . . . , vm) in V ist S(C) ein

Verband mit min(F, F ′) := F ∩ F ′. Es gilt:

0) Ist D ⊂ C ein abgeschlossener Kegel in V , so ist D genau dann Seite von C, wenn

gilt:

(1.19.1) Aus x, y ∈ C und x+ y ∈ D folgt x, y ∈ D.

1) Ist F ≺ C, so existiert ein I ⊂ {1, . . . , m} mit F = keg(vi; i ∈ I); insbesondere ist

die Anzahl #S(C) der Seiten von C endlich.

2) Aus D ≺ F ≺ C folgt D ≺ C.

3) ∂C =
⋃

D�C

D =
⋃

D�C

D◦ =
⋃

F≺1C

F .

Beweis Um nachzuweisen, daß S(C) ein Verband ist, bleibt wesentlich zu zeigen, daß

der Durchschnitt zweier Seiten F, F ′ ≺ C wieder eine Seite von C ist. Denn da C nach

1) nur endlich viele Seiten hat, existiert auch max(F, F ′) als die kleinste diese beiden

enthaltende Seite von C. Zu zwei Seiten F, F ′ wende man also 1.7 auf Z := lin(F ∩ F ′)
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und die konvexe Hülle K aller vi ∈ C \ (F ∩F
′) an. Man erhält eine Linearform u ∈ V ∗

mit u(Z) = 0 und u(K) > 0, es gilt also C ∩ u⊥ = F ∩ F ′ und C ⊂ u∨.

In 0) ist zunächst evident, daß jede Seite von C die Bedingung (1.19.1) erfüllt:

Schneidet man C mit der Ebene durch 0, x und y, so sieht man die zweidimensionale

Aussage unmittelbar, da man ohne Einschränkung C = keg
(
(1, 0), (a, b)

)
mit b ≥ 0 und

D = keg
(
(1, 0)

)
wählen darf. Damit folgt auch 1). — In 2) dürfen wir auf die Seite F

die Überlegung aus 1) anwenden, also ist auch D ein von gewissen vj erzeugter Kegel.

Mit 1.7 ergibt sich wie zu Anfang des Beweises, daß D eine Seite von C ist.

Für 3) verwenden wir 1.16:

∂C = C \C◦ = {v ∈ C;C∨ ∩ v⊥ % C⊥} = {v ∈ C; ∃u ∈ v⊥, 〈C, u〉 ≥ 0, 〈C, u〉 6= 0}

=
⋃

u∈C∨\C⊥

{v ∈ C; 〈v, u〉 = 0} =
⋃

u∈C∨\C⊥

C ∩ u⊥ =
⋃

F�C

F.

Da jede Seite von C wieder ein Kegel ist und C = C◦ ∪ ∂C gilt, erhält man induktiv

daraus ∂C =
⋃
D≺CD

◦. Für den Nachweis von 3) haben wir noch zu beweisen, daß jeder

in einer echten Seite von C liegende Punkt in einer Facette enthalten ist. Wir verifizieren,

daß in ∂C das Komplement der Vereinigung aller mindestens zwei-kodimensionalen

Seiten D1, . . . , Dr dicht liegt. Dazu sei ohne Einschränkung dimC = n. Wir fixieren

einen Punkt y ∈ C◦, dann ist jeder Kegel keg(y,Dj) höchstens (n− 1)-dimensional und

in einer geeigneten Hyperebene Hj enthalten. Damit liegt C \M mit M :=
⋃r
j=1Hj

dicht in C. Weil M alle Dj enthält, schneidet für jedes x ∈ C \M die Gerade durch y

und z den Rand ∂C in einem Punkt, der auf einer Facette F liegt. Insbesondere gibt es

Facetten, und F \M liegt dicht in F . Da ∂C eine endliche Vereinigung von Seiten ist,

gilt auch ∂C \M = C.

Es bleibt in 0) die Umkehrung zu zeigen. Ausgehend vom zweidimensionalen Fall

verifiziert man leicht, daß gemäß (1.19.1) D ∩ C◦ offen in C◦ und damit ganz C◦ (dies

impliziert D = C) oder leer ist. In zweiten Fall ist D im Rand ∂C enthalten. Läge D

dann nicht in einer eins-kodimensionalen Seite von C, so enthielte D doch innere Punkte

von C. Induktiv erhalten wir eine Seite von C, deren Inneres D schneidet und die damit

mit D übereinstimmt.

1.20 Satz Für einen polyedrischen Kegel C gilt

1) Jede maximale Kette in S(C) ist von der Form

KammC = Fk ≺1 Fk−1 ≺1 . . . ≺1 F1 ≺1 C .

2) Jede echte Seite von C ist Durchschnitt aller sie enthaltenden Facetten von C.

Beweis 1) Bei jedem Schritt verändert sich die Dimension wenigstens um 1. Wir haben

damit wegen der Transitivität der Seitenrelation gemäß 1.19 2) nur zu zeigen: Ist D ≺ C

mindestens zwei-kodimensional, so gibt es eine Facette F von C mit D ≺ F ≺ C. Dazu

fixieren wir ein x ∈ D◦. Nach 1.19 3) existieren eine Facette F von C und eine Seite D̃

von F mit x ∈ F und x ∈ D̃◦. Insbesondere gilt D◦ ∩ D̃◦ 6= ∅, woraus D = D̃ ≺ F folgt.
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2) Gemäß 1) sei eine Kette Dk ≺1 Dk−1 ≺1 . . . ≺1 D1 ≺1 C gegeben; durch

Induktion sieht man sofort, daß es genügt, D := D2 zu untersuchen. Dazu sei C ohne

Einschränkung n-dimensional; zu linD wähle man eine komplementäre Ebene E in

V mit dim(E ∩ C) = 2. Es seien F1, . . . , Fs die D enthaltenden Facetten von C; wir

wollen s = 2 zeigen, woraus dann aus Dimensionsgründen D = F1 ∩ F2 folgt. Da

E ∩ C zweidimensional ist, folgt s ≥ 2. Wäre s ≥ 3, so läge der Schnitt F2 ∩ E in

konv(F1∩E, F3∩E) bei geeigneter Numerierung der Kanten Fj∩E. Alle Bedingungen an

E sind offene Bedingungen (man fixiere etwa einen Normalenvektor zu E und betrachte

den zugehörigen Schnittpunkt sE mit D; für alle s ∈ D nahe sE erfüllen die Ebenen E

die gleichen Bedingungen), also folgt ein Widerspruch F2 ⊂ konv(F1, F3).

Ein Kegel ist genau dann volldimensional, wenn sein Dual
”
spitz“ ist:

1.21 Definition und Korollar Ein Kegel C ∈ Kp heißt spitz, wenn er folgende

äquivalente Bedingungen erfüllt:

1) C enthält keine Gerade;

2) KammC = o;

3) o ist Seite von C;

4) es gibt ein u ∈ C∨ mit u⊥ ∩ C = o;

5) dimC∨ = n;

6) linC∨ = V ∗.

Beweis Die Eigenschaften 1) bis 4) sind ersichtlich gleichwertig, ebenso 5) und 6). Es

genügt also, die Äquivalenz von 2) und 5) aufzuzeigen. In 1.24 2) werden wir für D ≺ C

dimD+ dim(C∨ ∩D⊥) = dimV beweisen. Mit D := KammC ist C∨ ∩D⊥ = C∨, also

gilt dim KammC + dimC∨ = n. Daraus folgt die Behauptung.

Es ist bisweilen nützlich, Aussagen über Seiten auf solche über die Nullseite redu-

zieren zu können:

Aufgabe 1.7 Es seien C ∈ Kp(V ) und D ≺ C. Für die Projektion π:V → V := V/ linD zeige
man:

i) C := π(C) ∈ Kp(V );

ii) es gibt eine inklusionserhaltende Bijektion zwischen S(C) und

Stern(D) := {A ∈ S(C);D ≺ A}

(für Aufgabe 1.8).

Aufgabe 1.8 Für die Seite D des spitzen Kegels C ∈ Kp(V ) zeige man:

(C∨ ∩D⊥)⊥ = linD , (C∨ ∩D⊥)∨ = C + linD

(für 1.23).
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Wir kommen noch einmal auf die Darstellung (1.10.1) zurück, wobei wir in 1.13

gesehen haben, daß ein endlicher Durchschnitt ausreicht. Durch Einschränkung auf linC

sieht man, daß man sich immer auf folgende Situation zurückziehen kann, die für expli-

zite Berechnungen wichtig ist:

1.22 Bemerkung Es sei C ein n-dimensionaler polyedrischer Kegel; jeder seiner Fa-

cetten F ordne man einen
”
Stützvektor“ uF ∈ C

∨ zu, i.e., man fixiere eine Menge

B = {uF ∈ C
∨;F = C ∩ u⊥F , F ≺1 C}.

Dann gelten

C =
⋂

uF∈B

u∨F und C∨ = keg
(
{uF ∈ B}

)
.

Beweis Die Inklusion
”
⊂ “ der ersten Gleichung gilt trivialerweise. Falls die Umkeh-

rung
”
⊃ “ falsch ist, so existiert ein x ∈ (

⋂
u∨F ) \ C. Man fixiere ein y ∈ C◦; da C◦ in

V offen ist, gibt es ein t ∈ I◦, für das w := (1 − t)x + ty in ∂C und damit nach 1.19

3) in einer Facette F liegt. Also folgt 〈w, uF 〉 = 0, obwohl 〈y, uF 〉 > 0 und 〈x, uF 〉 ≥ 0

gilt. Die zweite Gleichung folgt damit aus (1.15.2).

Aufgabe 1.9 Es sei C ∈ Kp(V ) spitz, volldimensional und von r Elementen erzeugt. Man
zeige:

i) Man benötigt höchstens
(
r

n−1

)
Vektoren, um C∨ zu erzeugen.

ii) Im allgemeinen besitzt C∨ kein Erzeugendensystem aus r Elementen.

Wie man Seiten D von C durch eine Linearform ausschneiden kann, läßt sich dual

mit einer richtig gewählten Linearform (zur Bedeutung von C∨ ∩ D⊥ als zu D duale

Seite in S(C∨) vgl. 1.24) D∨ aus C∨ generieren:

1.23 Satz Ist D Seite eines Kegels C ∈ Kp(V ), so gilt:

1) u ∈ C∨ und D = C ∩ u⊥ ⇐⇒ u ∈ (C∨ ∩D⊥)◦ ;

2) Für u ∈ (C∨ ∩D⊥)◦ ist

D∨ = C∨ + IR≥0(−u) = C∨ − keg(u) .

Beweis Ist zunächst u ∈ (C∨ ∩D⊥)◦, so folgt aus 1.16

(1.23.1) (C∨ ∩D⊥)∨ ∩ u⊥ = (C∨ ∩D⊥)⊥

und daher mit Aufgabe 1.8 wegen (C + linD) = (C∨ ∩D⊥)∨

(1.23.2) (C + linD) ∩ u⊥ = linD .

Ersichtlich impliziert dies die Richtung
”
⇐“ aus 1):

(1.23.3) D ⊂ C ∩ u⊥ ⊂ C ∩ linD = D .
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Wenden wir (1.9.1) auf (1.23.3) an, so ergibt sich 2):

D∨ = C∨ + u⊥∨ = C∨ + linu = C∨ + keg(−u) .

Läge in 1) u ∈ C∨ mit D = C ∩ u⊥ in ∂(C∨ ∩ u⊥), so wären die Gleichheitszeichen in

(1.23.1) und (1.23.2) durch % zu ersetzen; aus (1.23.2) folgte wegen linD = D−D also

D −D $ (C −D) ∩ u⊥.

Es sei s − t ∈ u⊥ mit s ∈ C und t ∈ D ⊂ u⊥; da u⊥ ein Untervektorraum von V ist,

folgt s = (s− t)+ t ∈ u⊥ und damit s ∈ D = C ∩u⊥, also kann die Inklusion nicht echt

gewesen sein.

Wir haben in 1.15 gezeigt, daß die Zuordnung Kp(V )→ Kp(V
∗), C 7→ C∨ einen Iso-

morphismus von Verbänden definiert. Dieser respektiert aber nicht die Seitenbeziehung,

wie folgendes einfache zweidimensionale Beispiel zeigt (vgl Figur 1.3):
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Figur 1.3 Dualisieren und Seitenbeziehung

Für den Verband S(C) sieht daher die richtige Dualisierung anders aus:

1.24 Orthogonalitätssatz Für C ∈ Kp(V ) gilt:

1) Die Abbildung

S(C)→ S(C∨), D 7→ C∨ ∩D⊥

auf die jeweils
”
orthogonale Seite“ ist ein (involutorischer) ordnungsumkehrender

Isomorphismus von Verbänden.
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2) dimD + dim(C∨ ∩D⊥) = dimV .

Beweis 1) Zunächst ist zu zeigen, daß C∨ ∩ D⊥ tatsächlich eine Seite von C∨ ist.

Entsprechend dem Kriterium 1.19 0) weisen wir nach:

Aus x, y ∈ C∨ und x+ y ∈ C∨ ∩D⊥ folgt x, y ∈ C∨ ∩D⊥ :

Ist etwa x 6∈ D⊥, so existiert ein t ∈ D mit x(t) > 0 und daher y(t) = −x(t) < 0, obwohl

t in C und y in C∨ liegt. — Als nächstes ist die offensichtlich ordnungsumkehrende

Abbildung in 1) injektiv: Es sei C∨ ∩ D⊥ = C∨ ∩ D⊥1 ; für jedes u ∈ (C∨ ∩ D⊥)◦

gilt D∨ = C∨ − keg(u) = D∨1 nach 1.23 2) und damit D = D1 gemäß 1.8. Da S(C)

und S(C∨) nach 1.19 endlich sind und C = C∨∨ gilt, haben beide Verbände gleich

viele Elemente, und die fragliche Abbildung ist bijektiv. Dies impliziert dann, daß ein

Isomorphismus (endlicher) Verbände vorliegt.

2) Die Dimensionsformel folgt mit 1) aus 1.20 1).

Es ist bisweilen praktisch, Kegel als direkte Summen von Teilkegeln schreiben zu

können. Dabei verwenden wir folgende Notation: Sind C = keg(v1, . . . , vm) ∈ Kp(V )

und C′ = keg(v′1, . . . , v
′
r) ∈ Kp(V

′), so heißt

C ⊕ C′ := keg
(
{vi + v′j ; i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , r}

)
∈ Kp(V ⊕ V

′)

die direkte Summe von C und C′.

Stets ist es auf diese Weise möglich, Kegel auf spitze Kegel zu reduzieren:

1.25 Bemerkung Es sei C ∈ Kp(V ). Jeder Zerlegung V ∼= V ′ ⊕ KammC ⊕ IRm mit

m := n− dimC entspricht eindeutig eine Zerlegung C = C′ ⊕ KammC ⊕ o mit einem

spitzen Kegel C′ ∈ Kp(V
′).

Wir betrachten nun einige elementare Beispiele niederdimensionaler Kegel in V

und deren Dualkegel in V ∗; angesichts der Bemerkung 1.25 werden wir nur spitze Kegel

analysieren:

1.26 Beispiele In V = Rn mit Basis (e1, . . . , en) bezeichne Ci1...ir := keg(vi1 , . . . , vir).

Die duale Basis (e∗1, . . . , e
∗
n) von V ∗ werde mit (f1, . . . , fn) abgekürzt.

n=0 Der einzige Kegel ist der Nullkegel o.

n=1 Bis auf Isomorphie ist C1 = keg(e1) der einzige eindimensionale Kegel. Dabei ist

C∨1 = keg(f1).

n=2 Typische Kegel sind folgende Cij mit m ∈ N>0 und

v1 := e2, v2 := me1 − e2, v3 := −e1 .

Für sie gilt:

C∨1 = IR× IR≥0, C
∨
2 = {(α, β) ∈ IR2;mα ≥ β}, C∨3 = IR≤0 × IR.
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Aus der Beziehung (1.9.1)

C∨ij = (Ci + Cj)
∨ = C∨i ∩ C

∨
j

folgt daher

C∨12 = keg(f1, f1 +mf2), C
∨
13 = keg(−f1, f2), C

∨
23 = keg(−f2,−f1 −mf2).

In der Figur 1.4 ist m = 2 gewählt, was später geometrisch zum quadratischen

Kegel der algebraischen Geometrie führen wird.

C∨1 C∨12 C∨13 C∨1 C∨3

C∨2 C∨3 C∨23 C∨2

Figur 1.4 C∨ij für n = 2

n=3 Es seien v1 := e1, v2 := e2, v3 := −(e1 +e3), v4 := −(e2 +e3). In V ∗ ergibt sich:

C∨1 = IR≥0 × IR2, C∨2 = IR× IR≥0 × IR, C∨3 = {(α, β, γ) ∈ IR3;α+ γ ≤ 0},

C∨4 = {(α, β, γ) ∈ IR3; β + γ ≤ 0} .

Damit erhalten wir wieder gemäß (1.9.1) folgenden dreidimensionalen Kegel:

C∨1234 = {
3∑

i=1

αifi ∈ R3; α1 ≥ 0, α2 ≥ 0, α1 + α3 ≤ 0, α2 + α3 ≤ 0}

= keg(−f3, f1 − f3, f2 − f3, f1 + f2 − f3),

wobei für die zweite Gleichung die Inklusion
”
⊃“ evident ist; die umgekehrte

ergibt sich wie folgt: Hat ξ ∈ C∨1234 etwa die Koordinaten (α, β,−γ) und ist

(wegen der Symmetrie in α1 und α2) ohne Einschränkung β ≥ α und damit

γ ≥ β ≥ α ≥ 0, so läßt sich ξ als (α, α+ δ,−α− δ − ε) mit δ, ε ∈ R≥0 schreiben

und damit in der Form

ξ = (α, α,−α) + (0, δ,−δ) + (0, 0,−ε) .

Aufgabe 1.10 In den Bezeichnungen von 1.26 mit n = 3 sei noch v5 := e3 − 2(e1 + e2). Man
zeige, daß die Kegel

C125, C235, C345, C451, C1234

eine Überdeckung von V bilden, und berechne die Dualkegel C∨ijk.
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f3

f2

f1

Figur 1.5 C∨1234 für n = 3



2. Gitterkegel

In diesem Paragraphen kommen wir schließlich zu den Gitterkegeln im n-dimensionalen

reellen Vektorraum V und damit zu den uns eigentlich interessierenden Kegeln.

Es sei nun N ein Gitter in V , i.e., eine freie abelsche Untergruppe von (V,+) vom

Rang n mit einer Basis (e1, . . . , en), und

M := HomZ(N,Z)

sei das duale Gitter mit der dualen Basis (f1, . . . , fn):= (e∗1, . . . , e
∗
n). Dann gelten

V ∼= NR := N ⊗Z R und V ∗ ∼= MR := M ⊗Z R.

Der erste Isomorphismus legt eine Basis in V fest, die wir wieder mit (e1, . . . , en) be-

zeichnen; entsprechendes gilt für V ∗. Insbesondere ist damit N = Zn ⊂ V . Für die nun

einzuführenden Kegel werden wir stets kleine griechische Buchstaben verwenden.

2.1 Definition Ein Kegel σ in V heißtN -rationaler Kegel oder rationaler polyedrischer

Kegel, wenn Elemente v1, . . . , vr ∈ N existieren mit σ = keg(v1, . . . , vr).

Bei Bedarf kann man dabei annehmen, daß jedes vi ein
”
primitiver Vektor in

N“ ist, i.e., daß er nicht ganzzahliges Vielfaches eines kürzeren Vektors in N ist. —

Die Bezeichnung
”
rationaler“ polyedrischer Kegel läßt sich wie folgt motivieren: Statt

im Vektorraum N IR hätten wir die Theorie polyedrischer Kegel auch im rationalen

Vektorraum NQ aufbauen und dann die so entstandenen Kegel in der Koeffizientener-

weiterung N IR = NQ ⊗Q IR betrachten können. Die so erhaltenen Kegel sind genau

die N -rationalen Kegel in N IR. Insbesondere hat für einen N -rationalen Kegel σ jedes

v ∈ σ ∩NQ eine Darstellung der Form

(2.1.1) v =

r∑

i=1

λivi mit λi ∈ Q≥0 .

Wir werden später fast ausschließlich spitze N -rationale Kegel betrachten, für die

wir die abkürzende Bezeichnung
”
N -Kegel“ verwenden. Wir bringen zunächst einige

besonders wichtige Beispiele solcher N -Kegel:
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2.2 Definition Ein N -Kegel σ = keg(v1, . . . , vr) heißt

1) simplizial, wenn v1, . . . , vr linear unabhängig wählbar sind;

2) regulär, wenn v1, . . . , vr zu einem System v1, . . . , vn primitiver Gittervektoren mit

det(v1, . . . , vn) = ±1 ergänzt werden kann.

2.3 Beispiele 1) Jeder höchstens eindimensionale N -Kegel ist regulär.

2) ZweidimensionaleN -Kegel sind simplizial, keg(e1, e2) ist regulär, keg(e1+e2, e1−e2)

dagegen nicht, denn es ist det(e1 + e2, e1 − e2) = −2.

3) Jeder Kegel der Form keg(e1, . . . , em) für ein m mit 0 ≤ m ≤ n ist ein N -Kegel.

4) Der Kegel C1234 im R3 aus 1.26 ist sozusagen der kleinste nicht simpliziale Kegel.

Für jeden simplizialen Kegel keg(v1, . . . , vr) ist die Menge {v1, . . . , vr} affin linear

unabhängig, also definitionsgemäß konv(v1, . . . , vr) ein
”
(r − 1)-Simplex“.

Die regulären Kegel werden später zu regulären affinen torischen Varietäten führen,

vgl. 6.5, während die simplizialen Kegel, die man auch Q-reguläre Kegel nennen könnte,

in der Sprache der algebraischen Topologie Q-Homologiemannigfaltigkeiten liefern.

Aufgabe 2.1 Man zeige für einen n-dimensionalenN -Kegel σ = keg(v1, . . . , vn) mit primitiven
vi ∈ N die Äquivalenz folgender Aussagen:

i) σ ist regulär.

ii) Jeder Gitterpunkt aus N ist über Z aus v1, . . . , vn linear kombinierbar.

iii) Jeder Punkt aus σ ∩N ist über N aus v1, . . . , vn linear kombinierbar.

iv) Es gibt eine unimodulare lineare Transformation (also eine zu einer Matrix aus GL(n,Z))
von V , die (v1, . . . , vn) in die kanonische Basis (e1, . . . , en) abbildet.

Entscheidend für unsere späteren Anwendungen von N -Kegeln ist, daß die wesent-

lichen Permanenzeigenschaften von polyedrischen Kegeln erhalten bleiben: Zunächst ist

nach 1.19 1) jede Seite eines N -Kegels wieder ein N -Kegel, also bilden die Menge der

N -rationalen Kegel in V sowie die Menge KN (V ) der N -Kegel in V Unterverbände von

Kp(V ).

Des weiteren ist die Zerlegung 1.25 gitterverträglich durchführbar:

2.4 Bemerkung Der Kegel σ sei N -rational. Der Zerlegung V ∼= V ′⊕Kamm σ⊕ IRm

mit m := n− dimσ aus 1.25 entsprechen eine Gitterzerlegung N = N ′ ⊕N1 ⊕N0 und

eine Zerlegung σ = σ′ ⊕Kammσ ⊕ o, in der σ′ ein N ′-Kegel ist.

Beweis Die erforderlichen Zerlegungen von N folgen aus 2.20; damit ergibt sich der

Rest unmittelbar aus Zerlegungen folgenden Typs für σ:

a) σ = σ1 ⊕ o, wobei σ1 = σ ∩ linσ in linσ volldimensional ist;

b) σ1 = σ′ ⊕Kammσ1 mit einem spitzen N ′-Kegel σ′.
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2.5 Zerlegungsprinzip Es sei σ ein N - Kegel in V von der Form σ = σ1 ⊕ σ2 ⊕ o.

Dann existieren Zerlegungen

(V,N, σ) ∼= (linσ1 × linσ2 × Rn−p, N1 ⊕N2 ⊕N0, σ1 ⊕ σ2 ⊕ o)

(V ∗,M, σ∨) ∼=
(
(linσ1)

∗×(linσ2)
∗×(Rn−p)∗,M1 ⊕M2 ⊕M0, σ

∨
1 ⊕ σ

∨
2 ⊕ (Rn−p)∗

)

mit Ni = N ∩ linσi für i = 1, 2, wobei σ∨i in (linσi)
∗ gebildet wird.

Beweis Nach 2.20 gibt es eine Gitterzerlegung N = N1⊕N2⊕N0. Damit ergeben sich

die zugehörigen Zerlegungen unmittelbar.

Grundlegend für unsere Anwendungen von N -Kegeln ist auch, daß diese Begriffs-

bildung mit der Dualisierung verträglich ist:

2.6 Satz Ein Kegel σ ist genau dann N -rational, wenn σ∨ ein M -rationaler Kegel ist.

Beweis Auf Grund des Dualitätssatzes 1.8 reicht es aus, eine Richtung zu zeigen.

Nach dem Zerlegungsprinzip 2.5 dürfen wir annehmen, daß σ volldimensional ist. Wie

in 1.22 wählen wir B ⊂ σ∨ so, daß σ =
⋂
u∈B u∨ ist. Gemäß Aufgabe 1.6 kommt dabei

ohne Einschränkung jedes u von einer rationalen Linearform und liegt damit (nach

Multiplikation mit dem Hauptnenner) ohne Einschränkung sogar in M . Aus 1.9 2) folgt

σ∨ =
∑

u∈B

u∨∨ = keg(u; u ∈ B) .

Jedem N -rationalen Kegel σ entspricht eine kommutative Halbgruppe

Sσ := M ∩ σ∨

mit neutralem Element 0. Sie wird die entscheidende Brücke von der Konvexgeometrie

in die Algebra, von der aus wir dann in die algebraische Geometrie überwechseln werden.

Kommen wir auf unsere elementaren Beispiele zurück:

2.7 Beispiel Für N := Zn ⊂ Rn geben wir für die in 1.26 eingeführten Kegel σi := Ci
minimale Erzeugendensysteme (u1, . . . , ur) der Halbgruppen Si1...ir := Sσi1...ir

über N
an; dabei bezeichnen wir die zur Standardbasis duale in V ∗ wieder mit (f1, . . . , fn):

n = 1 S1 = N(f1).

n = 2 S1 = N(±f1, f2), S2 = N
(
±(f1 + mf2),−f2

)
, S3 = N(−f1,±f2), S12 =

N(f1 + jf2, j = 0, . . . , m), S13 = N(−f1, f2), S23 = N(−f2,−f1 −mf2) .

n = 3 S1 = N(f1,±f2,±f3), S2 = N(±f1, f2,±f3),

S3 = N(±f2,±(f1 − f3),−f3), S4 = N(±f1,±((f2 − f3),−f3)

S1234 = N(−f3, f1 − f3, f2 − f3, f1 + f2 − f3).

Aufgabe 2.2 In den Bezeichnungen von Aufgabe 1.10 mit n = 3 bestimme man minimale
Erzeugendensysteme Eij5 über N für Sij5.
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Zum M -Kegel σ∨ gibt es einen Gitterisomorphismus ϕ:M → Zn mit ϕ(σ∨) ⊂ Nn;
für einen konstruktiven Beweis sei auf die Hermitesche Normalform zur Matrix der

primitiven Kantenvektoren von σ∨ verwiesen, vgl. [AdWei, 5.2]. Damit subsumiert sich

die Bestimmung einer Hilbertbasis von Sσ (s.u.) auf die minimaler Lösungen linearer

diophantischer Gleichungen und Ungleichungen, wobei letztere durch Einführung neuer

Variablen in Gleichungen überführbar sind.

Wir erhalten folgende Verschärfung von 1.23:

2.8 Satz Ist τ Seite eines N -rationalen Kegels σ in V , so ist die Menge M ∩ (σ∨∩τ⊥)◦

nicht leer. Für jedes u ∈M ∩ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ gilt:

Sτ = Sσ + N · (−u) .

Beweis Mit σ∨ ∩ τ⊥ ist auch das (relative) Innere (σ∨ ∩ τ⊥)◦ nicht leer. Es enthält

einen Punkt mit M -rationalen Koordinaten; Multiplikation mit dem Hauptnenner aller

Komponenten liefert ein u ∈M∩(σ∨∩τ⊥)◦. — Aus 1.23 folgt nun für u ∈M∩(σ∨∩τ⊥)◦

die Beziehung τ∨ = σ∨ + IR≥0(−u) und damit zunächst die Inklusion

Sτ = M ∩ τ∨ = M ∩
(
σ∨ + IR≥0(−u)

)
⊃M ∩ σ∨ +M ∩

(
N · (−u)

)
= Sσ + N · (−u).

Ist umgekehrt w ∈ Sτ , so reicht es, ein p ∈ N mit w + pu ∈ Sσ finden, denn dann folgt:

w = (w + pu) + p(−u) ∈ Sσ + N · (−u).

Dazu wählen wir nach 1.23 zunächst eine Darstellung w = s−λu mit s ∈ σ∨, λ ∈ IR≥0;

damit folgt s = w+ λu = w+ ([λ] + t)u ∈ σ∨ mit einem 0 ≤ t < 1; wegen (1− t)u ∈ σ∨

ist auch s+ (1− t)u ∈ s∨, also kann man p := [λ] + 1 wählen.

Wir betrachten wieder unsere elementaren Beispiele:

2.9 Beispiel Für N := Zn ⊂ Rn gilt in den Bezeichnungen von 2.7:

So = S1 + N · (−f1)n = 1

S1 = S12 + N · (−f1) = S13 + N · (f1)n = 2

S2 = S12 + N ·
(
−(f1 +mf2)

)
= S23 + N · (f1 +mf2)

S3 = S13 + N · (−f2) = S23 + N · (f2)

S1 = S1234 + N ·
(
−(f2 − 2f3)

)
n = 3

S2 = S1234 + N ·
(
−(f1 − 2f3)

)

S3 = S1234 + N ·
(
−(2f1 + f2 − 2f3)

)

S4 = S1234 + N ·
(
−(f1 + 2f2 − 2f3)

)

Aufgabe 2.3 In den Bezeichnungen von 2.9 bestimme man für n = 3 Elemente uijk mit
Sijk = S1234 + N(−uijk).

Daß für N -Kegel σ der Übergang σ 7→ Sσ von so grundlegender Bedeutung für den

Übergang in die algebraische Geometrie ist, liegt an dem folgenden Endlichkeitssatz;

für die Definition affin algebraischer Varietäten werden wir nämlich in § 3 die von Sσ
erzeugte komplexe Algebra verwenden.
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2.10 Lemma von Gordan Ist σ ein N -Kegel, so ist die additive Halbgruppe Sσ
endlich erzeugt.

Beweis Nach 2.6 ist σ∨ von der Form σ∨ = keg(u1, . . . , ur) mit primitiven uj ∈ Sσ.

Bezeichnet

Fσ :=
{ r∑

i=1

tiui ; ti ∈ I
}

einen kompakten
”
Fundamentalbereich“, so ist die Menge Eσ := Fσ ∩M ein offensicht-

lich endliches Erzeugendensystem von Sσ: Jedes u ∈ Sσ läßt sich mit geeigneten ai ∈ N
und ti ∈ [0, 1[ in der Form

u =

r∑

i=1

(ai + ti)ui =

r∑

i=1

aiui +

r∑

i=1

tiui

schreiben; da die ui in Eσ liegen, genügt es, w :=
∑
tiui ∈ Eσ zu zeigen. Ersichtlich

liegt w in keg(u1, . . . , ur); da M eine Gruppe ist, enthält es w = u−
∑r
i=1 aiui.

Man nennt ein Erzeugendensystem minimaler Länge eines endlich erzeugten Un-

termonoids S von M eine
”
Hilbertbasis von S“. Die im Beweis von 2.10 betrachtete

Menge Eσ ist allerdings keine Hilbertbasis, da sie nicht minimal ist. Denn alle echten

Summen, in denen alle ti den Wert 1 haben, sind ersichtlich redundant.

Aufgabe 2.4 Man zeige, daß für einen N -Kegel σ die Hilbertbasis von Sσ eindeutig bestimmt
ist.

Aufgabe 2.5 Für n = 2 und die Basis (f1, f2) von V ∗ zeige man: Ist σ∨ := keg(f1, f1 + rf2)
für ein r ∈ R \ Q, so ist σ∨ ∩M nicht endlich erzeugt und damit C[σ∨ ∩M ] nicht noethersch.

Zwei N -rationale Kegel, deren Schnitt eine gemeinsame echte Seite ist, lassen sich

durch eine Hyperebene
”
trennen“; die im folgenden Satz unter 2) aufgeführte unmittel-

bare Konsequenz liefert später, daß sich beim Verheften affiner torischer Varietäten zu

allgemeinen torischen Prävarietäten (separierte) Varietäten ergeben:

2.11 Separationssatz Sind σ′, σ zwei N -rationale Kegel, deren Schnitt eine gemein-

same echte Seite τ ist, so gilt:

1) Es gibt ein u ∈ Sσ ∩ S−σ′ mit τ = σ ∩ u⊥ = σ′ ∩ u⊥.

2) Sτ = Sσ + S′σ .

Beweis 1) Zunächst gilt Sσ−σ′ ⊂ Sσ∩S−σ′ . Wenn lin τ = Kamm(σ−σ′) gilt, so wähle

man zur Seite Kamm(σ − σ′) von σ − σ′ gemäß 1.23 1) und 2.8 ein

u ∈
(
(σ − σ′)∨ ∩Kamm(σ − σ′)⊥

)◦
∩M

mit

u⊥ ∩ (σ − σ′) = Kamm(σ − σ′) (= u⊥ ∩ (σ′ − σ)) .

Dann folgt — und analog erhält man τ = σ′ ∩ u⊥:

τ = σ ∩ lin τ = σ ∩Kamm(σ − σ′) = σ ∩ (σ − σ′) ∩ u⊥ = σ ∩ u⊥.
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Es genügt also zu zeigen, daß die Vektorräume

lin τ = (σ′ ∩ σ)− (σ′ ∩ σ) ⊂ (σ − σ′) ∩ (σ′ − σ) = Kamm(σ − σ′)

gleich sind: Zerlegen wir z ∈ Kamm(σ − σ′) entsprechend als z = s1 − s
′
1 = s′2 − s2, so

ist s1 + s2 = s′1 + s′2 ∈ σ ∩ σ
′ = τ , also sind s1, s

′
1 ∈ τ nach 1.19 0), d.h. z ∈ lin τ .

2) Für ein u wie in 1) gilt nach 2.8

Sτ = Sσ + N · (−u) ⊂ Sσ + S′σ .

Die umgekehrte Inklusion ist trivial, da Sσ und S−σ′ Unterhalbgruppen von Sτ sind.

Die folgende Eigenschaft garantiert zunächst in 3.2 die Normalität torischer Va-

rietäten. Einige Autoren (vgl. etwa [He], . . . ) betrachten auch nicht saturierte Unter-

halbgruppen und damit
”
nicht normale torische Varietäten“; wir gehen darauf jedoch

nicht näher ein. Die zweite Eigenschaft gewährleistet, daß die einem N -Kegel zugeord-

nete torische Varietät die komplexe Dimension dim IR V hat:

2.12 Definition Eine Unterhalbgruppe S von M heißt

saturiert, wenn aus m ∈M , p ∈ N und pm ∈ S stets m ∈ S folgt;

erzeugend, wenn M = S − S gilt, also M die von S erzeugte Gruppe ist.

2.13 Bemerkung Eine endlich erzeugte Unterhalbgruppe S von M ist genau dann

saturiert und erzeugend, wenn ein N -Kegel σ mit S = Sσ existiert.

Beweis Für einen N -Kegel σ ist Sσ ersichtlich saturiert. Außerdem enthält σ∨ nach

1.21 6) eine Vektorraumbasis u1, . . . , ur von V ∗, die einen Unterkegel γ von σ∨ erzeugt.

Jedes m ∈ M ist eine reelle Linearkombination m =
∑
λiui, andererseits findet man

ein m′ ∈ γ ∩M mit m + m′ ∈ γ. Insgesamt gilt m′, m + m′ ∈ Sσ und damit auch

m = (m+m′)−m′ ∈ Sσ − Sσ. Also folgt M ⊂ Sσ − Sσ ⊂M .

Umgekehrt sei S eine erzeugende saturierte Unterhalbgruppe von M mit erzeugen-

den Elementen m1, . . . , mr. Es bezeichne σ den dualen Kegel von σ∨ := keg(m1, . . . , mr)

in V ∗. Aus M = S−S ⊂ σ∨−σ∨ = V ∗ folgt nach 1.21, daß σ spitz ist. Ersichtlich liegt

mit m1, . . . , mr auch S in Sσ = σ∨ ∩M . Umgekehrt hat jedes m ∈ Sσ gemäß (2.1.1)

eine Darstellung m =
∑
λimi mit λi ∈ Q≥0. Für genügend großes q ∈ N>0 sind alle

qλi ∈ N, also ist qm =
∑

(qλi)mi in S und damit auch m, weil S saturiert ist.

Aufgabe 2.6 Die saturierte Unterhalbgruppe S von M werde von s1, . . . , sr erzeugt. Man
zeige, daß S genau dann erzeugend ist, wenn M = S − N ·

∑r
j=1 sj gilt.

Nun soll die genaue Beziehung zwischen den N -Kegeln und den endlich erzeugten

saturierten Unterhalbgruppen von M geklärt werden. Dazu verwenden wir eine katego-

rielle Sprechweise.
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Wir wollen zunächst Morphismen von N -Kegeln einführen. Dazu eine Vorbemer-

kung: Jeder Gitterhomomorphismus ϕ:N → N ′ induziert kanonisch einen Vektorraum-

homomorphismus ϕ IR := ϕ ⊗ id IR : NR → N ′R, den wir meist ebenfalls mit dem Buch-

staben ϕ bezeichnen. Weiter sei

|σ| := {v ∈ σ} ⊂ V

der
”
Träger von σ“; wenn das aus dem Zusammenhang unmißverständlich erscheint,

schreiben wir auch einfach σ statt |σ|.

2.14 Definition Ist σ ein N -Kegel und σ′ ein N ′-Kegel, so ist ein Kegelmorphismus

ϕ eine Abbildung ϕ: (N, σ)→ (N ′, σ′) mit folgenden Eigenschaften:

1) ϕ definiert einen Gitterhomomorphismus N → N ′;

2) ϕ(|σ|) ⊂ |σ′|.

Damit ist ϕ auf σ Einschränkung einer linearen Abbildung von Gruppen. Ferner

ist ϕ genau dann ein Isomorphismus von Kegeln, wenn ϕ einen Gitterisomorphismus

induziert und ϕ(|σ|) = |σ′| gilt. Wir erinnern daran, daß ein Gitterisomorphismus eine

unimodulare Abbildung, also durch eine Matrix aus GL(n,Z) gegeben ist; diese hat

damit die Determinante ±1.

2.15 Beispiel Sind σ, σ′ ∈ KN (V ) mit σ′ ⊂ σ und bezeichnet : σ′ → σ die Inklusions-

abbildung, so ist

ϕ := (idN , ): (N, σ
′)→ (N, σ)

ein Kegelmorphismus. Wir heben zwei Spezialfälle hervor:

1)
”
Seitenmorphismus“: Man betrachte den Fall σ′ ≺ σ.

2) Durch v ∈ σ◦∩N wird eine
”
Unterteilung von σ“ induziert: Jedem τ ≺1 σ entspricht

der (dimσ)-dimensionale Kegel τv := keg(v, τ). Es gilt

|σ| =
⋃

τ≺1σ

|τv| .

Mit den zugehörigen Inklusionen τv
ergeben sich Kegelmorphismen

ϕ := (idN , τv
): (N, τv)→ (N, σ) .

Man sieht unmittelbar:

2.16 Bemerkung Jeder Kegelmorphismus ϕ: (N, σ)→ (N ′, σ′) induziert auf funkto-

rielle Weise einen Morphismus

ϕ∗:
(
M ′, ( IRn

′

)∗
)
→

(
M, ( IRn)∗

)
mit m′ 7→ m′ ◦ ϕ

und damit Morphismen

ϕ∗: (M ′, σ′∨)→ (M,σ∨) sowie S(ϕ) := ϕ∗:Sσ′ → Sσ .
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Als nächstes betrachten wir saturierte endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgrup-

pen S vonM . Ein Morphismus von Unterhalbgruppen ψ: (M,S)→ (M,S′) ist ein Grup-

penhomomorphismus ψ:M →M ′ mit ψ(S) ⊂ S′; wir schreiben auch kurz ψ:S → S′.

Damit haben wir die Klasse der spitzen Gitterkegel einerseits, die der endlich er-

zeugten saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen andererseits zu einer Kategorie ge-

macht.

2.17 Bemerkung Der Funktor

(N, σ)→ (N∗, Sσ), ϕ 7→ ϕ∗

zwischen der Kategorie der (spitzen) Gitterkegel und der Kategorie der endlich erzeugten

saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis Nach dem Lemma von Gordan ist Sσ endlich erzeugt, nach 2.13 sind damit die

endlich erzeugten saturierten erzeugenden Gitterhalbgruppen genau die Bildelemente

unter der Zuordnung. Diese ist offensichtlich funktoriell; eine Umkehrung wird durch

(M,S) 7→
(
M∗, keg(S)∨

)
, ψ 7→ ψ∗

gegeben, denn es gilt wegen der Saturiertheit von S zunächst

(
keg(S)

)∨∨
∩M∗∗ = keg(S) ∩M = S .

Ist ψ: (M,S)→ (M ′, S′) ein Morphismus, so bestimme man gemäß 2.13 spitze Gitter-

kegel σ und σ′ mit S = Sσ und S′ = Sσ′ . Sind m1, . . . , mr Erzeugende von S, so ist

σ∨ = keg(m1, . . . , mr) sowie ψ
(
keg(m1, . . . , mr)

)
= ψ

(
keg

(
ψ(m1), . . . , ψ(mr)

))
⊂ σ′∨

und damit ψ∗∗ = ψ.

§ 2 Anhang: Der Elementarteilersatz

Ist V0 Untervektorraum des Vektorraumes V , so existiert stets ein direktes Komplement

V1 ⊂ V , i.e., V = V0 ⊕ V1. Dies gilt für abelsche Gruppen nicht allgemein, wie das

Beispiel Z · 2 ⊂ Z zeigt. Dennoch gilt für spezielle Gitter ein Zerlegungssatz, was wir

nun beweisen wollen. Dafür zeigen wir zunächst ein wichtiges Resultat über endlich

erzeugte freie abelsche Gruppen (der Beweis ist allgemeiner für Hauptidealbereiche R

statt Z richtig, was wir in 19.24 in einer äquivalenten Version benutzen):

2.18 Elementarteilersatz Es sei U eine Untergruppe einer endlich erzeugten freien

abelschen Gruppe F vom Rang n. Dann existieren eine Basis (x1, . . . , xn) von F , ein

p ∈ N und positive Zahlen ε1, . . . , εp ∈ N, so daß gilt:

1) Die Elemente ε1x1, . . . , εpxp bilden eine Basis von U .

2) Für j = 1, . . . , p− 1 wird εj+1 von εj geteilt.
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Vorbereitend zeigen wir folgendes

2.19 Lemma In der Situation von 2.18 gelte U ⊂ aF für kein anderes Ideal a →֒ Z als

für a = Z. Dann enthält U ein Element, das Teil einer Basis von F ist.

Beweis Es sei (f1, . . . , fn) eine Basis von F ; die Menge

i :=
{
r ∈ Z; ∃ u =

n∑

i=1

rifi ∈ U, ∃ i mit r = ri
}

ist ersichtlich ein Ideal in Z. Die Voraussetzung an U besagt, daß 1 der größte ge-

meinsame Teiler aller Elemente aus i ist. Man kann sogar schon mit endlich vielen

u1, . . . , um ∈ U erreichen, daß der kurz mit ggT(u1, . . . , um) bezeichnete
”
größte ge-

meinsame Teiler“ dieser uj den Wert 1 hat.

Zunächst zeigen wir, daß man stets eine Basis von F finden kann, in der m ≤ 2

wählbar ist. Andernfalls ist nach dem Prinzip vom kleinsten Verbrecher das kleinste m,

das für geeignetes U und geeignete Basis von F auftritt, mindestens 3. Man wähle dazu

teilerfremde u1, . . . , um ∈ U . Für g := ggT(u2, . . . , um) und j = 2, . . . , m liegen alle

vj := uj/g in F . Weil m minimal ist, enthält die Untergruppe Z · (v2, . . . , vm) von F

ein v, das zu einer Basis von F ergänzt werden kann. Aber U enthält u1 und gv mit

ggT(u1, gv) = 1, so daß m = 2 doch realisierbar ist!

Der Fall m = 1 ist einfach: Es gibt zu u1 ∈ U eine exakte Sequenz

0 → Z · u1 → F → F
/
(Z · u1) → 0 .

Die Gruppe F := F/(Z · u1) ist
”
torsionsfrei“, i.e., aus mf = 0 mit m ∈ Z folgt m = 0

oder f = 0. Damit ist F frei ([ScheSt, Satz 61.9]), also ist F ∼= Z · u1 ⊕ F und u1 somit

Teil einer Basis von F .

Der Fallm = 2 ist lästig: Zu
”
teilerfremden“ u1, u2 ∈ U sei u1 = a(a1f1+. . .+anfn)

mit ggT(a1, . . . , an) = 1. Dann ist y1 = u1/a als unteilbares Element gemäß dem Fall

m = 1 zu einer Basis von F ergänzbar; ist a eine Einheit, so ist u1 Teil einer Basis. Nun

sei a eine Nichteinheit. Durch Induktion über die Anzahl k ≥ 1 der Primfaktoren von

a zeigen wir die Behauptung. Dazu seien (y1, . . . , yn) eine geeignete Basis von F und

u2 =:
∑n
j=1 bjyj:

”
k = 1“: Ist ggT(a, b1) = 1, so wähle man r, s ∈ Z mit ra+ sb1 = 1. Dann ist auch

(y1 + s
∑n
j=2 bjyj , y2, . . . , yn) eine Basis von f , und es gilt

y1 + s

n∑

j=2

bjyj = ray1 + sb1y1 + s

n∑

j=2

bjyj = ru1 + su2 ∈ U .

Ist dagegen a ein Teiler von b1, so folgt mit t := b1/a einerseits

ay1 +

n∑

j=2

bjyj =
(
(1− t)a+ ta

)
y1 +

n∑

j=2

bjyj = (1− t)u1 + u2 ∈ U .
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Andererseits folgt ggT(a, b2, . . . , bn) = ggT(a, b1, . . . , bn) = ggT(u1, u2) = 1, also erhal-

ten wir mit dem System (ay1 +
∑n
j=2 bjyj , y2, . . . , yn) eine Basis von F .

”
k ⇒ k + 1“: Es sei a = qa′ mit einer Primzahl q. Gemäß dem Fall k = 1 existiert

eine Basis (z1, . . . , zn) von F , für die z1 ∈ Z · (qy1, u2) und damit u′1 := a′z1 ∈ U

gilt. Für u′1 und die Darstellung u2 =
∑n
j=1 cjzj in der Basis (z1, . . . , zn) kann man

die Induktionsvoraussetzung anwenden, da a′ weniger Primfaktoren als a hat, wenn

ggT(u′1, u2) = 1 sichergestellt ist. Nun ist letzteres einerseits ein Teiler von ggT(u′1) = a′,

andererseits jedoch von ggT(u2). Aus ggT(a, b1, . . . , bn) = 1 folgt jedoch erst recht

ggT(a′, u2) = 1.

Beweis von Satz 2.18 Ohne Einschränkung sei U 6= 0. Wir führen Induktion über

n. Der Fall n = 1 ist trivial. Für allgemeines n und eine Basis von F sei nun a(U) der

größte gemeinsame Teiler aller Koeffizienten von Elementen aus U ; da eine Untergruppe

U ′ von F mit U = a(U)U ′ existiert, sei ohne Einschränkung a(U) = 1. Dann existiert

nach 2.19 eine Basis (y1, . . . , yn) von F mit y1 ∈ U . Zu F ′ := Z · (y2, . . . , yn) existieren

nach Induktionsvoraussetzung eine Basis (z2, . . . , zn) und Elemente ε2, . . . , εp ∈ Z∗, so

daß εj+1|εj für j = 2, . . . , p− 1 und U ∩ F ′ = Z · (ε2z2, . . . , εpzp) gelten. Damit ist

U = Z · (y1, ε2z2, . . . , εpzp) ,

und als Basis von F kann man

(z2, . . . , zp, y1, zp+1, . . . , zn)

wählen. Schließlich ist noch εp = 1 zu setzen (für allgemeines a(U) ergeben sich damit

als
”
Elementarteiler“ die Zahlen a(U)ε1, . . . , a(U)).

2.20 Korollar Ist N ein Gitter im Vektorraum V und V0 ein p-dimensionaler Unter-

vektorraum von V , so existiert eine Zerlegung

(V,N) ∼= (V0 ×Rn−p , V0 ∩N ⊕ N2)

mit einem Gitter N2 in Rn−p.

Beweis Wählen wir xi, yi und εi wie in 2.18 zu U := V0 ∩N ⊂ N =: F , so liegt mit

jedem yi = εixi auch yi/εi = xi in N ∩ V0; also ist V0 ∩N ein direkter Faktor von N .

Aufgabe 2.7 Für die Kante ρ eines Kegels σ ∈ KN (V ) zeige man, daß in einer geeigneten
Basis (e1, . . . , en) die Darstellung ρ = keg(e1) gilt.

Für eine explizite Berechnung der xj und εj in 2.18 sei auf die Bestimmung der

Smith-Normalform in [AdWei, 5.3] verwiesen.



3. Affine torische Varietäten

In diesem Paragraphen sei ein Gitter N im Vektorraum V = N IR
∼= IRn fixiert. Wir

wollen jedem (spitzen) N -Kegel im n-dimensionalen Vektorraum V eine komplexe n-

dimensionale affin algebraische Varietät Xσ zuordnen. Dazu erinnern wir an einige Be-

griffe aus der algebraischen Geometrie [Ha, Sh, AG]:

Es sei A eine kommutative reduzierte C-Algebra mit einem Erzeugendensystem

a1, . . . , ar. Dazu existiert ein eindeutig bestimmter Algebrahomomorphismus

(3.0.1) ϕ: C[T ] := C[T1, . . . , Tr]→→ A, Ti 7→ ai ;

also ist A ∼= C[T1, . . . , Tr]/ kerϕ. Unter dem Spektrum Sp(A) von A verstehen wir immer

das Maximalspektrum:

(3.0.2) Sp(A) = {m; m maximales Ideal in A} ∼= HomAlg(A,C) .

Insbesondere ist Sp(A) eine affin algebraische Varietät. Wir werden sie mit der Zariski-

Topologie und auch mit der feineren C-Topologie betrachten. Die Surjektion ϕ induziert

eine Einbettung

(3.0.3) Sp(A) →֒ Sp(C[T1, . . . , Tr]) = Cr ,

die damit die komplexe Topologie auf Sp(A) beschreibt und
”
Koordinaten“ (y1, . . . , yr)

einführt, die Sp(A) in Cr darstellen.

Ist nun S eine kommutative (additiv geschriebene) Halbgruppe mit 0, so wird der

C-Vektorraum

(3.0.4) C[S] :=
⊕

u∈S

C · χu

mit formalen Elementen χu durch die Setzung χu ·χu
′

:= χu+u′

eine C-Algebra. Jedem

Homomorphismus von Halbgruppen ϑ:S → S′ entspricht ein
”
monomialer Algebraho-

momorphismus“

(3.0.5) ϑ∗ := C[ϑ] : C[S] → C[S′], χu 7→ χϑ(u) .

3.1 Beispiel Zwar wird das duale Gitter M = HomZ(N,Z) als Gruppe von den kanoni-

schen Basisvektoren f1, . . . , fn ∈ V
∗ erzeugt, für eine Erzeugung von M als Halbgruppe

muß man dies System jedoch zu (±f1, . . . ,±fn) ergänzen. Man setzt

Ti := χfi , T−1
i := χ−fi , Tu := Tu1

1 · . . . · T
un
n für u = (u1, . . . , un) ∈M



30 Kapitel I Grundlegende Definitionen und Beispiele

und nennt

C[M ] =
⊕

u∈M

C · χu = C[T1, T
−1
1 , . . . , Tn, T

−1
n ] := C[T±1]

die
”
Laurentalgebra“ oder

”
Algebra der Laurentpolynome“. Sie ist nullteilerfrei und

damit insbesondere reduziert. Die Elemente heißen Laurentpolynome.

Wenn man die Algebra C nur als multiplikative Halbgruppe betrachtet, so erhält

man eine Bijektion

(3.1.0) HomHgr(S,C) ∼= HomAlg(C[S],C), x 7→
(
ϑ:χu 7→ x(u)

)
.

Ist S sogar eine Gruppe, so gilt ersichtlich

(3.1.1) HomHgr(S,C) = HomGr(S,C
∗) .

Zu einer Unterhalbgruppe S von M gehört eine Inklusison

(3.1.2) C[S] ⊂ C[M ] ;

insbesondere sind die Elemente von C[S] als Laurentpolynome darstellbar. Damit ist

C[S] für endlich erzeugtes S eine nullteilerfreie affine Algebra.

Aufgabe 3.1 Für Unterhalbgruppen S, S′ von M und C(S) := Q(C[S]) zeige man die Äqui-
valenz folgender Eigenschaften:

i) S − S = S′ − S′;

ii) C[S − S] = C[S′ − S′];

iii) C(S) = C(S′);

(für 3.3).

Aufgabe 3.2 Es seien S′ ⊂ S endlich erzeugte Unterhalbgruppen von M . Man zeige: Der
induzierte Morphismus ψ: Sp(C[S]) → Sp(C[S′]) ist genau dann birational, wenn für die zu-
gehörigen Gruppen gilt

(3.2.1) S′ − S′ = S − S .

3.2 Bemerkung Es sei S eine endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgruppe von M .

Dann ist S genau dann saturiert, wenn C[S] ein normaler Ring ist.

Beweis
”
⇒“ Nach 2.13 existiert ein N -Kegel σ mit S = Sσ. Zunächst sei σ ein Strahl

ρ, ohne Einschränkung sei ρ = keg(e1) für den Basisvektor e1 ∈ V . Offensichtlich gilt

für die duale Basis (f1, . . . , fn) von V ∗

Sρ = N · f1 ⊕
n⊕

i=2

Z · fi
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und damit

C[Sρ] = C[T1, T2, T
−1
2 , . . . , Tn, T

−1
n ] ⊂ C[M ] .

Mit C[T ] ist auch dessen Lokalisierung

C[T1, T2, T
−1
2 , . . . , Tn, T

−1
n ] = C[T ]T1···Tn

=
(
. . . (C[T ]T2

)T3
. . .

)
Tn

normal: Ist nämlich allgemeiner R ein normaler Ring und p ein Primideal, so ist auch

Rp normal: Ist S := R \ p, und ist q ∈ Q(R) ganz über Rp, so existiert eine Gleichung

qm +

m∑

j=1

(rj/sj)q
m−j = 0

über Rp. Nun liegt s := s1 ·. . .·sm in S. Multiplikation mit sm gibt mit cj := sjrj/sj ∈ R

eine Ganzheitsgleichung

(sq)m +
m∑

j=1

cj(sq)
m−j = 0

für qs über R. Da R normal ist, liegt qs in R und somit q = qs/s in Rp.

Für allgemeines σ mit Strahlen ρ1, . . . , ρr gilt σ =
∑
ρj , also σ∨ =

⋂
ρ∨j und

Sσ =
⋂
Sρj

. Daher ist

C[Sσ] =

r⋂

j=1

C[Sρj
] ⊂ C[M ]

als Durchschnitt normaler Unterringe von C[M ] wieder normal.

”
⇐“ Für p ∈ N>0 und m ∈ M mit pm ∈ S ist m ∈ S zu zeigen. Mit der Unbe-

stimmten T ist T p−χpm ∈
(
C[S]

)
[T ] eine Ganzheitsgleichung für χm ∈ C[M ] ⊂ C(M);

wegen der Normalität von C[S] liegt χm in C[S], also m in S.

Der Bequemlichkeit halber wollen wir folgende Sprechweise verwenden: Als

—
”
Kategorie der Gitterunterhalbgruppen“ bezeichnen wir die Klasse aller endlich

erzeugten saturierten erzeugenden Untermonoide von Gittern mit den am Ende

von § 1 eingeführten Morphismen,

—
”
Kategorie der Laurent-Teilalgebren“ bezeichnen wir die Kategorie aller affinen

Algebren der Form C[Sσ]; die Morphismen ψ: C[Sσ] → C[Sσ′ ] seien
”
monomial“,

i.e., für jedes m ∈ Sσ gibt es ein m′ ∈ Sσ′ mit ψ(χm) = χm
′

.

3.3 Satz Der Funktor auf der Kategorie der Unterhalbgruppen mit Werten in der

Kategorie der Laurent-Teilalgebren, gegeben durch

F :S 7→ C[S], ϕ 7→ C[ϕ]

ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Beweis Nach 2.13 kommt jede der betrachteten Gitterhalbgruppen S von einem N -

Kegel σ; also ist F (S) eine Laurent-Teilalgebra, und jeder Morphismus C[ϕ] ist nach

(3.0.5) monomial. Ersichtlich ist F funktoriell.
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Kommen wir zum Umkehrfunktor: Jede Laurentalgebra C[S] der Bildkategorie tritt

als Bild des Monoids S aller Exponenten m mit χm ∈ C[S] auf. Die Halbgruppe S ist

genau dann endlich erzeugt, wenn die Algebra C[S] endlich erzeugt ist: Es seiM := S−S.

Ist (ohne Einschränkung) χs1 , . . . , χsr ein Erzeugendensystem von C[S] und χs ∈ C[S],

so hat χs in der graduierten Unteralgebra C[S] von C[M ] eine Darstellung χs =
∏
χsjaj ,

also gilt s =
∑
ajsj . Weiter ist S nach 3.2 saturiert.

Es sei nun ψ: C[S] → C[S1] ein monomialer Algebrahomomorphismus; wir haben

ihm einen ϕ:S → S′ zuzuordnen. Wir setzen wieder M = S − S und M1 = S1 − S1.

Nach Aufgabe 3.1 ist C[S] eine Unteralgebra von C[M ] und C[S1] von C[M1]. Zu ψ

existiert eine eindeutige Fortsetzung als monomialer Algebrahomomorphismus

(3.3.1) ψ: C[M ] → C[M1] .

Denn es sei C[M ] = C[w1, w
−1
1 , . . . , wm, w

−1
m ] und C[M1] = C[z1, z

−1
1 , . . . , zn, z

−1
n ]. Für

die kanonische Basis (f1, . . . , fm) von M existiert wegen M = S − S ein u ∈ S, das

u + fj ∈ S für j = 1, . . . , m erfüllt. Das Element wu+fj aus C[S] hat in C[M ] die

Zerlegung wu+fj = wuwfj = wuwj . Wenn die gesuchte Fortsetzung existiert, so muß sie

(3.3.2) ψ(wj) = ψ(wu+fj )/ψ(wu), j = 1, . . . , m

erfüllen. Da andererseits durch die Vorschrift (3.3.2) ein monomialer Algebrahomomor-

phismus des Typs (3.3.1) definiert wird, haben wir die Fortsetzung konstruiert.

Der fortgesetzte Algebrahomomorphismus ψ bestimmt nun eindeutig einen Grup-

penhomomorphismus ϕ:M → M1. Aus ψ
(
C[S]

)
⊂ C[S1] folgt, weil ψ monomial ist,

ersichtlich ϕ(S) ⊂ S1, so daß wir insgesamt den gesuchten Halbgruppenhomomorphis-

mus erhalten.

Wir zeigen nun, daß S durch C[S] bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt ist: Jeder

(monomiale) Algebraisomorphismus ψ: C[S] → C[S1] liefert einen Monoidisomorphis-

mus ϕ:S → S′. Denn gemäß (3.3.1) verschaffen wir uns zu ψ die Fortsetzung

ψ: C[w1, w
−1
1 , . . . , wm, w

−1
m ] → C[z1, z

−1
1 , . . . , zn, z

−1
n ], wj 7→ zµj

mit µj = (µj1 , . . . , µjn) ∈ Zn := N ⊂ NR. Entsprechend hat die Umkehrung die Form

ψ−1: C[z, z−1]→ C[w,w−1], zi 7→ wνi

mit νi ∈ Zm. Damit gilt für j = 1, . . . , m:

wj = ψ−1(zµj ) =

n∏

i=1

ψ−1(z
µji

i ) =

n∏

u=1

wµjiνi .

Daraus ergibt sich für j, k = 1, . . . , m die Beziehung µjiνik = δjk. Entsprechend folgt aus

zi = ψ(wνi) die Beziehung νijµjk = δik. Insbesondere sind die Matrizen (µji) ∈ Zm×n
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und (νij) ∈ Zn×m zueinander invers, also gilt m = n, und die Matrix (µji) ist unimodu-

lar, definiert also einen Gitterisomorphismus. Da ein Gleiches für die Umkehrung gilt,

ist das induzierte ϕ ein Isomorphismus.

Weil die beiden Funktoren einander umkehren, folgt die Behauptung.

Für einen N -Kegel σ ist die Halbgruppe Sσ nach dem Lemma von Gordan 2.10

endlich erzeugt. Wir setzen:

3.4 Definition Mit Aσ := C[Sσ] bezeichnen wir die zu σ assoziierte Algebra und mit

Xσ := Sp(C[Sσ]) die zugehörige affine
”
torische“ Varietät.

Für χu ∈ C[Sσ] = O(Xσ) und x ∈ Xσ = HomHgr(Sσ,C) ist

(3.4.0) χu(x) = x(u) .

3.5 Bemerkung Die affine torische Varietät Xσ ist normal und damit insbesondere

irreduzibel.

Beweis Nach 3.2 ist die Algebra regulärer Funktionen O(Xσ) = C[Sσ] normal, was

wegen Xσ affin äquivalent zur Behauptung ist ([AG, Satz 11.2]).

Wir kommen auf die Situation von (3.0.1) zurück: Es seien (e1, . . . , en) eine Basis

von N , (f1, . . . fn) die duale Basis von M und Ti := χfi ∈ C[M ]. Für ein Erzeugenden-

system (u1, . . . , ur) von Sσ erhält man einen Algebrahomomorphismus

(3.4.1) ϕ: C[T ] = C[T1, . . . , Tr] →→ Aσ, Ti 7→ χui ;

damit sind die durch Ti gegebenen Funktionen die Koordinaten von Xσ in Cr.

Wir sehen uns wieder unsere elementaren Beispiele an:

3.6 Beispiele 1) So = M liefert Ao = C[M ] = C[T1, T
−1
1 , . . . , Tn, T

−1
n ] und damit

Xo = Sp(C[M ]) = (C∗)n = : TN ,

den algebraischen Torus zu N . Also gilt nach (3.0.2) und (3.0.5)

(3.6.1)
TN

(3.0.2)
= HomAlg(C[M ],C)

(3.0.5)
= HomHgr(M,C)

= HomGr(M,C∗) = HomZ(M,C∗) = HomZ(M,Z)⊗Z C∗ ∼= N ⊗Z C∗ .

Dabei wurde der Isomorphismus

HomZ(M,Z)⊗Z C∗ → HomZ(M,C∗), (ϕ, t) 7→ t · ϕ

verwendet. Wir schreiben für einen algebraischen Torus auch einfach T bzw. Tn, wenn

wir die Dimension festhalten wollen. — Für N -Kegel σ wissen wir bereits, daß sich die

Elemente der Algebra Aσ als Laurentpolynome aus C[M ] schreiben lassen.
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2) Ist σ = keg(e1, . . . , en), so gilt σ∨ = keg(f1, . . . , fn) und damit

Aσ = C[T1, . . . , Tn] sowie Xσ = Cn .

Die in 2.5 betrachtete Zerlegung ist auch mit der Bildung affiner torischer Varietäten

verträglich:

3.7 Bemerkung Ist σ ein N -Kegel in V und σ′ ein N ′-Kegel in V ′, so ist σ ⊕ σ′ ein

(N ⊕N ′)-Kegel in V × V ′, und es gilt

(3.7.1) Xσ⊕σ′ ∼= Xσ ×Xσ′ .

Beweis Die erste Behauptung ist unmittelbar zu verifizieren. Andererseits gilt ersicht-

lich Sσ⊕σ′ ∼= Sσ ⊕ Sσ′ , und damit folgt

Xσ⊕σ′ = HomHgr(Sσ⊕σ′ ,C) ∼= HomHgr(Sσ ⊕ Sσ′ ,C)

∼= HomHgr(Sσ,C)×HomHgr(Sσ′ ,C) = Xσ ×Xσ′ .

3.6 Beispiele 3) Ist p := dim linσ, so induziert die Zerlegung σ = σ′⊕o ⊂ IRp× IRn−p

aus 2.4 nach (3.7.1) eine Zerlegung

(3.6.2) Xσ
∼= Xσ′ × (C∗)n−p

nach 3.7 und 3.6 1). Wählen wir speziell in 3.7

σ = keg(e1, . . . , ep) ⊂ IRp ∼= IRp × {0} →֒ IRp × IRn−p ,

so ist nach 3.6 2)

(3.6.3) Xσ
∼= Cp × (C∗)n−p.

3.8 Beispiel Wir kommen auf die in 2.7 untersuchten elementaren Beispiele zurück;

dabei bezeichne σi1...ir := keg(vi1 , . . . , vir) und entsprechend

Ai1...ir := C[Sσi1...ir
] ⊂ C[T±1

1 , . . . , T±1
n ] :

n = 1 Für v1 := e1 ist A1 = C[T1].

n = 2 Für v1 := e2, v2 := me1 − e2, v3 := −e1 ist

A1 = C[T±1
1 , T2], A2 = C[T−1

2 , (T1T
m
2 )±1], A3 = C[T−1

1 , T±1
2 ],

A12 = C[T1T
j
2 , j = 0, . . . , m], A13 = C[T−1

1 , T2], A23 = C[T−1
1 T−m2 , T−1

2 ].

n = 3 Für v1 := e1, v2 := e2, v3 := −(e1 + e3), v4 := −(e2 + e3) ist

A1234 = C[T1T
−1
3 , T2T

−1
3 , T1T2T

−1
3 , T−1

3 ] .
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Aufgabe 3.3 In den Bezeichnungen von Beispiel 3.8 mit n = 3 und v5 := e3 − 2(e1 + e2)
bestimme man die auftretenden Aijk.

Aufgabe 3.4 Man zeige, daß für einen regulären Kegel σ die Varietät Xσ regulär (i.e., singu-
laritätenfrei) ist (für 6.5).

Die Umkehrung der Aufgabe 3.4 wird in 6.5 gezeigt. Insbesondere ist jede reguläre

affine Varietät Xσ von der Form Cdimσ × C∗
codimσ

.

Die Algebren Aσ und damit die affinen Varietäten Xσ haben eine sehr speziel-

le einfache Darstellung, in der wir folgende Bezeichnung verwenden: Für r-Vektoren

α := (a1, . . . , ar) ∈ Nr und µ := (u1, . . . , ur) ∈ (S)r sei

〈α, µ〉 :=
r∑

i=1

aiui ∈ S .

3.9 Lemma Es sei S eine Unterhalbgruppe mit 0 von M . Ist µ := (u1, . . . , ur) ein

Erzeugendensystem von S und b das von den Binomen Tα − T β für α, β ∈ Nr mit

〈α − β, µ〉 = 0 in C[T ] erzeugte Ideal, so induziert der Homomorphismus (3.4.1) einen

Algebraisomorphismus

C[S] ∼= C[T1, . . . , Tr]/b .

Beweis Offensichtlich ist ϕ: C[T ] → C[S], Ti 7→ χui surjektiv; es bleibt b = kerϕ zu

zeigen. Aus Tα − T β ∈ b folgt ϕ(Tα − T β) = χ〈α,µ〉 − χ〈β,µ〉 = 0, also gilt b ⊂ kerϕ.

Umgekehrt sei
∑p
i=1 λiT

αi aus kerϕ. Damit ergibt sich in naheliegender Weise die

Darstellung

0 = ϕ(

p∑

i = 1

λiT
αi) =

p∑

i = 1

λiχ
〈αi,µ〉 =

∑

u∈S

( ∑

〈αi,µ〉=u

λi
)
χu .

Da (χu)u∈S eine Vektorraumbasis von C[S] bildet, können wir annehmen, daß alle αi
das gleiche Element u = 〈αi, µ〉 liefern. Also folgt

∑
iλi = 0 und daher λ1 = −

∑p
i=2 λi.

Damit ist
p∑

i=1

λiT
αi =

p∑

i=2

λi(T
αi − Tα1) ∈ b.

Aufgabe 3.5 Es sei S := Z ·m1 + Z ·m2 ⊂ Z mit teilerfremden mi ∈ N>0. Man bestimme das
Ideal b in 3.9.

3.10 Bemerkung In Beispielen erweisen sich folgende Prinzipien oft als nützlich:

1) Ist Sσ von einem Teil einer Monoidbasis der Form (±f1, . . . ,±fn) von M erzeugt,

so ist die zugehörige affine Varietät nach 3.7 und 3.6 3) isomorph zu einem Produkt

der Form Cp × (C∗)n−p.
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2) Man schreibe Aσ gemäß 3.9 in der Form C[T ]/b. Existieren Binonome Bj , j ∈ J in

b, so daß Sp
(
C[T ]/(Bj, j ∈ J)

)
eine normale algebraische Varietät der Dimension

dimXσ ist, so induziert die zu (Bj , j ∈ J) ⊂ b gehörige Inklusion

Xσ →֒ Sp
(
C[T ]/(Bj, j ∈ J)

)

einen Isomorphismus algebraischer Varietäten, vgl. Aufgabe 3.12.

Das können wir in folgendem Beispiel verwenden:

3.11 Beispiele In den Bezeichnungen von 3.8 gilt für Xσi1...ik
= Sp(Aσi1...ik

):

n=1 Xσ = C.

n=2 Nach 3.10 1) ist Xσ1
∼= C∗ ×C und Xσ3

∼= C× C∗,

Xσ2
=Sp(Aσ2

)∼=Sp
(
C[T−1

2 , (T1T
m
2 )±1]

)
∼= Sp

(
C[Y1, Y2, Y3)/(Y2Y3−1)]

)
∼= C×C∗,

Xσ13
∼= C2, Xσ23

= Sp(Aσ23
) = Sp

(
C[T−1

1 T−m2 , T−1
2 ]

)
∼= Sp

(
C[Y1, Y2]

)
∼= C2,

während man für A12 mitm = 2 in den Bezeichnungen von 3.10 2)B1 = Y 2
2 −Y1Y3

wählen kann; also ist

Xσ12
= {(x, y, z) ∈ C3; y2 = xz}

ein quadratischer Kegel im C3 mit einer Singularität in 0, vgl. Figur 3.1.

Figur 3.1 Affiner quadratischer Kegel
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Auf den Fall m ≥ 3 werden wir in 9.2 zurückkommen.

n=3 Wiederum verwenden wir 3.10 2), diesmal mit B1 = Y1Y4−Y2Y3; damit erhalten

wir den Segrekegel

Xσ1234
∼= V (C4;Y1Y2 − Y3Y4) →֒ C4 .

Aufgabe 3.6 Man bestimme zu den Aijk von Aufgabe 3.3 für n = 3 die Varietäten Xijk.

3.12 Bemerkung Ein Kegelmorphismus ϕ: (N, σ)→ (N ′, σ′) induziert nach 2.16 und

(3.0.5) einen monomialen Algebrahomomorphismus

C[ϕ∗]: C[S] → C[S′], χu 7→ χϕ
∗(u)

und damit auf funktorielle Weise einen Morphismus von Varietäten

ϕ∗ = Sp(ϕ) : Xσ = HomHgr(Sσ,C) → HomHgr(S
′
σ,C) = Xσ′ , x 7→ x ◦ ϕ∗.

3.13 Beispiele 1) Sind σ = o und σ′ = o′, so ist der Morphismus

ϕ∗ : TN = Xσ → Xσ′ = TN ′

ein Gruppenhomomorphismus, denn es gilt (x + y) ◦ ϕ∗ = x ◦ ϕ∗ + y ◦ ϕ∗ in

HomHgr(M
′,C).

2) Für τ ≺ σ ∈ KN (V ) ist der zugehörige
”
Seitenmorphismus“ durch

(3.13.1) στ :Xτ = HomHgr(Sτ ,C) → HomHgr(Sσ,C) = Xσ, ϕ 7→ ϕ|Sσ

gegeben. Es gilt also insbesondere:

σγ = στ ◦ τγ für γ ≺ τ ≺ σ .

Wir wollen den Seitenmorphismus weiter untersuchen; dazu erinnern wir an folgen-

den Begriff: Für eine affin-algebraische Varietät X und eine reguläre Funktion f auf X

bezeichnet Xf := X \N(X ; f) die zugehörige (offene) Hauptmenge.

3.14 Lemma Ist τ Seite eines N -Kegels σ, so ist Xτ vermöge des zugehörigen Seiten-

morphismus eine Hauptmenge in Xσ.

Beweis Wählen wir gemäß 2.8 ein u ∈ (σ∨ ∩ τ⊥)◦, so ist Sτ = Sσ + N · (−u). Dann

haben die Basiselemente des Vektorraumes Aτ in C[M ] die Gestalt

χw−pu = χw/(χu)p mit w ∈ Sσ, p ∈ N.



38 Kapitel I Grundlegende Definitionen und Beispiele

Also ist Aτ die Lokalisierung (Aσ)χu , und damit folgt Xτ = (Xσ)χu ◦⊂ Xσ, vgl. [AG,

3.23].

Konkret läßt sich die Inklusion wie folgt realisieren: Zu u wähle man ein Erzeugen-

densystem (u1, . . . , uk) von Sσ mit uk = u. Dann ist (u1, . . . , uk, uk+1) mit uk+1 := −u

ein Erzeugendensystem von Sτ . In Sτ gilt außer der Relation uk + uk+1 = 0 keine

neue Relation: In einer Relation
∑k+1
j=1 njuj =

∑k+1
j=1 mjuj mit nj , mj ∈ N sei ohne

Einschränkung nk+1 ≥ mk+1; Subtraktion von mk+1uk+1 auf beiden Seiten liefert ohne

Einschränkung mk+1 = 0; Addition von nk+1uk liefert wegen uk + uk+1 = 0 eine äqui-

valente Relation nur in u1, . . . , uk. Also kommt in der Algebra Aτ in der Bezeichnung

yi = Tui zu den Relationen in Aσ als einzige neue die Relation ykyk+1 = 1 hinzu. Daher

bildet die Projektion

pr : Ck+1 → Ck, (y1, . . . , yk+1) 7→ (y1, . . . , yk)

die affine Varietät Xτ isomorph auf {y ∈ Xσ; yk 6= 0} ab. Daß die Abbildung die

gewünschte Form hat, ergibt sich etwa aus folgendem kommutativen Diagramm:

HomHgr(Sτ ,C) ∼= HomAlg

(
C[Sτ ],C

)
→֒ HomAlg

(
C[T1, . . . , Tk+1],C

)
∼= Ck+1

yF
y

y
ypr

HomHgr(Sσ,C) ∼= HomAlg

(
C[Sσ],C

)
→֒ HomAlg

(
C[T1, . . . , Tk],C

)
∼= Ck

mit F :ϕ 7→ ϕ|Sσ.

Wir erhalten also folgende Darstellung für u ∈ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ und yk = χu:

(3.14.0) Xτ = (Xσ)yk
.

3.15 Korollar Die affine torische Varietät Xσ enthält den Torus T ∼= Xo als Zariski-

offene dichte Teilmenge; insbesondere ist sie rational und n-dimensional.

Beweis Für die affine Varietät Xσ wenden wir die Überlegungen des letzten Beweises

auf τ = 0 ≺ σ an. Es sei dazu mit uk ∈ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ = (σ∨)◦ ein Erzeugendensystem

(u1, . . . , uk) von Sσ gegeben. Dann hat die zugehörige Abbildung nach (3.4.1) die Gestalt

T ∼= Xo → Xσ →֒ Ck, t = (t1, . . . , tn) 7→ (tu1 , . . . , tuk)

und induziert einen Isomorphismus

T→ Xσ ∩ (C∗)k, t 7→ (tu1 , . . . , tuk) .

Da Xσ irreduzibel ist, liegt die offene Teilmenge Xo dicht in Xσ, und es gilt

dimXσ = dimXo = n .

Wir werden in Punkt 7) des kleinen Wörterbuches von § 7 sehen, daß umgekehrt

Xτ◦⊂Xσ impliziert, daß τ Seite von σ ist.
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Aufgabe 3.7 Man gebe für die folgende Beschreibung von Morphismen algebraischer Gruppen
kanonische Isomorphismen an:

i) Mor(C∗,C∗) ∼= Z;

ii) Mor((C∗)m, (C∗)n) ∼= Hom(Zm,Zn) (für 6.7).

Wir wollen 3.14 am Beispiel 3.11 für n = 2 und m = 2 illustrieren.

3.16 Beispiel Für N = Z2 ⊂ R2 mit

v1 = e2, v2 = 2e1 − e2, v3 = −e1, σi = keg(vi), σij = keg(vi, vj)

gilt im Beispiel 3.11 unter Verwendung von 2.9:

Xσ1
= (Xσ12

)χf1 = {(x, y, z) ∈ C3; y2 = xz, x 6= 0} ∼= C∗ × C

Xσ2
= (Xσ12

)χf1+2f2 = {(x, y, z) ∈ C3; y2 = xz, z 6= 0} ∼= C× C∗

Xσ3
= (Xσ13

)χf2
∼= C× C∗ = (Xσ23

)χ−f2 .

Aufgabe 3.8 Man untersuche entsprechend zu 3.16 Beispiel 3.11 für n = 3.

3.17 Bemerkung Der von einem Kegelmorphismus ϕ: (N, σ) → (N ′, σ′) gemäß 3.12

induzierte Morphismus ϕ∗:Xσ → Xσ′ ist nach Konstruktion
”
torisch“, i.e., für die Inklu-

sionen Xσ →֒ Cr und Xσ′ →֒ Cr
′

gemäß (3.0.5) existiert ein kommutatives Diagramm

Xσ →֒ Cryϕ∗

yΦ

Xσ′ →֒ Cr
′

,

wobei Φ: Cr → Cr
′

durch Monome gegeben ist.

Grundlegend für die Theorie torischer Varietäten ist folgende Toruswirkung:

3.18 Bemerkung Ist σ ein N -Kegel, so wird durch den Algebra-Homomorphismus

C[Sσ] → C[M ]⊗C C[Sσ] = C[M × Sσ], χu 7→ χu ⊗ χu

eine Toruswirkung

TN ×Xσ → Xσ; (t, x) 7→ t · x

mit
HomHgr(M,C∗)×HomHgr(Sσ,C)→ HomHgr(Sσ,C)

(t, x) 7→
(
t · x = tx: u 7→ t(u)x(u)

)

definiert. Beide Abbildungen sind mit Seiteninklusionen verträglich. Insbesondere setzt

die Torusoperation die Multiplikation von TN = Xo ◦⊂ Xσ auf Xσ fort. In der Dar-

stellung gemäß (3.0.1) hat sie mit den Erzeugenden u1, . . . , ur von Sσ aus (3.5.1) die

Form

(3.18.1) TN ×Xσ → Xσ, (t, x) 7→ (tu1x1, . . . , t
urxr) .
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Beweis Zu χu⊗χu ∈ C[M×Sσ] gehört nach (3.4.0) ersichtlich auf TN×Xσ die reguläre

Funktion (t, x) 7→ t(u)x(u). Also ist nur die Verträglichkeit mit τ ≺ σ zu verifizieren.

Für σ = o ist die Wirkung gerade die Multiplikation von TN . Für die offene dichte

Teilmenge Xo von Xσ schränkt sich die Wirkung TN ×Xσ → Xσ zu TN ×Xo → Xo

ein, also ist die stetige Wirkung von TN auf Xσ als Fortsetzung eindeutig bestimmt.

Insbesondere ergibt sich nach 3.14, daß die Wirkung auf der Hauptmenge Xτ von Xσ

durch Einschränkung gegeben ist.

Es seien X eine G-Varietät, X ′ eine G′-Varietät und ϕ:G → G′ ein Morphismus

algebraischer Gruppen. Wir nennen einen Morphismus der algebraischen Varietäten

f :X → X ′ (ϕ-) äquivariant, wenn f mit der Wirkung der Gruppen vertauschbar ist:

f
(
g(x)

)
= ϕ(g)

(
f(x)

)
für alle x ∈ X, g ∈ G.

3.19 Bemerkung 1) Ist τ Seite eines N -Kegels σ, so ist der Seitenmorphismus

στ :Xτ → Xσ bezüglich der Wirkung aus 3.18 äquivariant.

2) Ist ϕ: (N, σ) → (N ′, σ′) ein Kegelmorphismus, so ist der induzierte Morphismus

ϕ∗:Xσ → Xσ′ bezüglich ϕ0: TN = Xo → Xo′ = TN ′ äquivariant.

3) Sind σ in V und σ′ in V ′ N - bzw. N ′-Kegel, so ist C[Sσ ⊕ Sσ′ ] = C[Sσ] ⊗C C[Sσ′ ]

und (vgl. 3.7)

TN⊕N ′ ∼= TN × TN ′ und Xσ⊕σ′ ∼= Xσ ×Xσ′ .

Läßt man TN⊕N ′ komponentenweise auf Xσ⊕σ′ operieren, so wird die Produktzer-

legung äquivariant, da letzteres auf den durch die entsprechenden Tori gegebenen

offenen Teilmengen gilt.

4) Ist dimσ = d, so gehört zur Zerlegung σ = σ′ ⊕ o′ ⊂ IRd × IRn−d eine kanonische

(äquivariante) Produktzerlegung

(3.19.1) Xσ
∼= Xσ′ × Tn−d .

Beweis für 2): Aus ϕ(0) = 0′ ∈ N ′ folgt, daß ϕ eine reguläre Abbildung ϕ0:Xo → Xo′

induziert, die nach (3.13.1) bei Identifikation mit TN bzw. TN ′ ein Gruppenhomomor-

phismus ist. Die Kommutativität des Diagramms

TN ×Xσ −→ Xσyϕ0×ϕ∗

yϕ∗

TN ′ ×Xσ′ −→ Xσ′

folgt nun daraus, daß sie für folgendes dicht liegende Teildiagramm gilt:

TN ×Xo −→ Xoyϕ0×ϕ0

yϕ0

TN ′ ×Xo′ −→ Xo′ .



§ 3 Affine torische Varietäten 41

3.20 Satz Die Kategorie der Laurent-Teilalgebren und die Kategorie der affinen tori-

schen Varietäten sind vermöge

C[Sσ]→ Xσ, ψ 7→ Sp(ψ)

antiäquivalent.

Beweis Nach dem Antiäquivalenzsatz [AG, 3.9] gilt eine solche Beziehung zwischen

der größeren Kategorie der affinen Algebren und jener der affinen Varietäten. Wir haben

daher nur zu verifizieren, daß sich in den jeweiligen (nicht vollen) Unterkategorien die

Morphismen entsprechen. Nach 3.17 gehört zu einem monomialen Algebrahomomor-

phismus ψ ein torischer Morphismus. Umgekehrt induziert ein torischer Morphismus

ϕ:Xσ → Xσ′ einen monomialen Algebrahomomorphismus C(ϕ) = ϕ∗: C[Xσ′ ]→ C[Xσ′ ],

wie folgende Beschreibung von ϕ∗ zeigt: Es existiert nach Voraussetzung ein Morphismus

Φ: Cr → Cr
′

, x 7→ (a1x
µ1 , . . . , ar′x

µr′ )

mit aj ∈ C und µj ∈ Zr, der ein kommutatives Diagramm

Xσ
∼= V (Cr; b) →֒ Cryϕ

y
yΦ

Xσ′ ∼= V (Cr
′

; b′) →֒ Cr
′

induziert. Der zu Φ gehörige Homomorphismus von Polynomalgebren

Φ∗: C[y1, . . . , yr′ ]→ C[x1, . . . , xr], f 7→ f ◦ Φ

ist monomial, denn es gilt Φ∗(yj) = ajx
µj . Aus Φ

(
V (Cr; b)

)
⊂ V (Cr

′

; b′) folgt weiterhin

Φ∗(b′) ⊂ b; damit gilt für den induzierten Homomorphismus

ϕ∗:Aσ′ = C[y]/b′ → C[x]/b = Aσ .

Fassen wir aus 3.3 und 3.20 zusammen:

3.21 Korollar Für einenN -Kegel σ inNR und einenN ′-Kegel σ′ inN ′R sind äquivalent:

1) σ und σ′ sind isomorphe Kegel.

2) Aσ′ und Aσ sind (vermöge monomialer Algebrahomomorphismen) isomorph.

3) Xσ und Xσ′ sind (vermöge torischer Morphismen) isomorph.

Dazu sei noch folgendes vermerkt: Gemäß [Gu] sind affine torische Varietäten genau

dann bezüglich torischer Morphismen isomorph, wenn sie als abstrakte algebraische

Varietäten isomorph sind. Interessanterweise gilt dieses Ergebnis ganz allgemein für die

im folgenden eingeführten torischen Varietäten (vgl. [Bt]).

Wir schließen mit Beispielen nicht saturierter Algebren C[S], die folglich nicht zu

(insbesondere normalen) torischen affinen Varietäten gehören:
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3.22 Beispiel Es sei S := Z ·m1 + Z ·m2 ⊂ Z mit teilerfremden mi ∈ N>0. Dann gilt

C[S] = C[Tm1 , Tm2 ] = C[Y1, Y2]/(Y
m2
1 − Y m1

2 ),

nach Aufgabe 3.5. Die zugehörige affin algebraische Varietät ist eine verallgemeinerte

”
Neilsche Parabel“, also eine (nicht normale) rationale Kurve mit Spitze.

Aufgabe 3.9 Es sei S eine endlich erzeugte erzeugende Unterhalbgruppe von M und S̃ die

”
saturierte Hülle“ {m ∈ M ; ∃p ∈ N mit pm ∈ S}. Man zeige, daß die zugehörige Varietät X

S̃
die Normalisierung von XS ist.

Aufgabe 3.10 Für n = 1 und S := Z ·3+Z ·5+Z ·7 ⊂ Z gebe man C[S] an, beschreibe die zu-
gehörige affine Kurve im C3 und zeige, daß sie kein idealtheoretisch vollständiger Durchschnitt
ist. Man bestimme ihre Normalisierung.

Aufgabe 3.11 Es sei ϕ : C∗ → (C∗)n ein Morphismus abelscher Gruppen. Man zeige, daß ϕ
von der Gestalt ϕ(z) = (zm1

1 , . . . , zmn
n ) für gewisse mi ∈ Z (1 ≤ i ≤ n) ist.

Aufgabe 3.12 Es sei f :X → Y ein injektiver Morphismus irreduzibler algebraischer C-Varietä-
ten, dabei sei Y normal. Man zeige:

i) Ist f dominant, so ist f birational.1)

ii) Ist f bijektiv, so ist f ein Isomorphismus von Varietäten.

Man zeige durch Beispiele, daß f in folgenden Fällen kein Isomorphismus sein muß:

iii) f ist bijektiv, aber Y ist nicht normal.

iv) f ist bijektiv, X und Y sind glatt, aber X ist reduzibel.

Aufgabe 3.13 Man bestimme die Einheiten in IR[T±1 , . . . , T
±
r ] (für Aufgabe 3.11).

Aufgabe 3.14 Ist f : Tm → Tn ein Morphismus algebraischer Varietäten, so ist f auch ein
Gruppenhomomorphismus (Hinweis: Aufgabe 3.13).

Kleines Wörterbuch § 3

Theorie in (V,N) torische Theorie

dimV Dimension der torischen Varietät

N -Kegel σ affine torische Varietät Xσ

Seite τ ≺ σ Hauptmenge Xτ◦⊂Xσ

0-Kegel o Torus T

Gitterpunkt m ∈M Monom Tm ∈ C[T, T−1]

Summe m+m′ ∈M Produkt TmTm
′

∈ C[T, T−1]

Monoid Sσ = σ∨ ∩M C[Sσ], Sp(C[Sσ])

saturiertes Untermonoid normale torische Varietät

regulärer Kegel reguläre Varietät

Gitter N algebraischer Torus TN
Morphismus von Untermonoiden torischer Morphismus

1) Man verwende folgenden Satz, vgl. [Ho, III.2.4]: Es seien A eine endlich erzeugte nulltei-
lerfreie C-Algebra und B eine C-Unteralgebra. Existiert zu a ∈ A ein ψ ∈ HomAlg(A,C) mit
der Eigenschaft

”
Für alle ϕ ∈ HomAlg(A,C) mit ϕ|B = ψ|B gilt ϕ(a) = ψ(a)“, so ist a ∈ Q(B).



4. Fächer und torische Varietäten

In diesem Paragraphen werden spitze Kegel im n-dimensionalen Vektorraum V zu

Fächern zusammengefügt, was möglich ist, da deren Dual nach 1.21 von maximaler

Dimension ist.. Wenn es sich dabei um N -Kegel handelt erhalten wir N -Fächer, mit de-

nen affine torische Varietäten zu torischen Varietäten verheftet werden. Erst im Anhang

beschäftigen wir uns ernsthaft mit Fächern, die nicht von einem Gitter kommen.

4.1 Definition Unter einem Fächer ∆ im V verstehen wir eine nichtleere endliche

Menge von spitzen Kegeln in V , so daß gilt:

1) Jede Seite eines Kegels σ aus ∆ gehört zu ∆;

2) der Durchschnitt je zweier Kegel aus ∆ ist eine gemeinsame Seite beider Kegel.

Sind alle auftretenden Kegel N -Kegel, so heißt ∆ ein N -Fächer.

Ist ∆ ein Fächer und sind σ1, . . . , σr ∈ ∆, so bezeichnen wir mit S(σ1, . . . , σr) den

zugehörigen Seitenfächer, d.h. den kleinsten Teilfächer von ∆, der σ1, . . . , σr enthält.

Jeder Fächer ist Seitenfächer seiner (bezüglich Inklusion) maximalen Kegel. Weiter sei

∆j die Menge der j-dimensionalen Kegel aus ∆,

∆≤j der Teilfächer der höchstens j-dimensionalen Kegel aus ∆,

∆≥j die Menge der mindestens j-dimensionalen Kegel aus ∆,

∆max die Menge der maximalen Kegel aus ∆.

Für einen N -Fächer ∆ existiert zu jedem Kantenvektor ρi ∈ ∆1 ein eindeutig bestimm-

ter Vektor minimaler Länge vi ∈ N mit ρi = R≥0 vi; wir nennen vi einen primitiven

Fächervektor und schreiben häufig auch vi statt ρi.

Ist Λ ⊂ ∆ ebenfalls ein Fächer und damit ein Teilfächer von ∆, so schreiben wir

Λ ≺ ∆.

4.2 Beispiele 0) Für n = 0 gibt es nur den Fächer ∆ = {o}.

1) Für n = 1 gibt es (bis auf naheliegende Isomorphie) genau die drei Z-Fächer

∆ = {o}, S(e1) und S(e1,−e1).

2) Ist σ einN -Kegel, so nennen wir den Seitenfächer S(σ) auch einen
”
affinen Fächer“,

weil solche Fächer genau die affinen Varietäten liefern (vgl. Aufgabe 7.2).
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3) In Beispiel 1.26 wurden explizit ein Z2-Fächer und ein Z3-Fächer konstruiert. Man

kann etwa den dreidimensionalen Fächer graphisch leicht durch sein
”
Schlegeldia-

gramm“ bezüglich einer ausgewählten Seite charakterisieren, worunter folgendes zu

verstehen ist: Man stelle sich das
”
Polytop“ P := konv(v1, . . . , vr) als Glaskörper

vor. Nähert man sich ihm als Betrachter hinreichend weit einer Facette F , so sieht

man alle anderen Flächen von P in dieser Seite realisiert. Damit erhält man ein

(n−1)-dimensionales Bild, das P charakterisiert. Als Beispiel für zwei verschiedene

Seitendurchsichten einer dreidimensionalen Pyramide mit quadratischer Basis vgl.

Figur 4.1

von konv(v1, v2, v3, v4) aus von konv(v1, v2, v5) aus

Figur 4.1 Schlegeldiagramme zur dreidimensionale Pyramide

Eine entscheidende Eigenschaft von Schlegeldiagrammen läßt sich wie folgt formu-

lieren (für Einzelheiten vgl. [Zie, Prop. 5.6]): Das Schlegeldiagramm eines Polytops P

zur Facette F ist eine zum
”
Komplex“ aller von F verschiedenen echten Seiten von P

kombinatorisch äquivalente polytopische Unterteilung von F .

4) Für jeden N -Fächer ∆ bilden die Teilmengen

∆reg := {σ ∈ ∆; σ ist regulär} und ∆s := {σ ∈ ∆; σ ist simplizial}

sowie für o 6= σ ∈ ∆ der Randfächer

∂σ := {τ � σ}

einen Teilfächer von ∆.

Jedem N -Fächer ∆ ist auf kanonische Weise eine algebraische Prävarietät X∆ zu-

geordnet: Für σ ∈ ∆ sei Xσ die zugehörige affine torische Varietät. Zu σ ∩ σ′ gehören

nach 3.14 offene Einbettungen

Xσ ◦⊃ Xσ∩σ′ ◦⊂ Xσ′ .

Aus der Funktorialität der Zuordnung σ 7→ Xσ, vgl. 3.17, folgt, daß sich dieXσ für σ ∈ ∆

zu einer Prävarietät X∆ verheften. Wir verwenden dazu folgendes ([AG, Aufgabe 11.3],

[Ht, II.2.12])
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4.3 Verheftungslemma Es seien eine endliche Familie {Xi; i ∈ I} von Prävarietäten

gegeben, dazu für alle i, j ∈ I offene Untervarietäten Uij◦⊂Xi sowie Isomorphismen

ϕji:Uij
∼=
→ Uji, so daß für alle i, j, k gilt:

1) Uii = Xi, ϕii = idXi
;

2) ϕji(Uij ∩ Uik) = Uji ∩ Ujk;

3) ϕji = ϕjk ◦ ϕki.

Dann existiert (bis auf Isomorphie eindeutig) eine Prävarietät X mit offenen Einbet-

tungen ϕi:Xi → X , so daß gilt:

X =
⋃

i

ϕi(Xi) und ϕi(Xi) ∩ ϕj(Xj) = ϕi(Uij) = ϕj(Uji), ∀i, j ∈ I.

Weiter ist folgende universelle Eigenschaft erfüllt: Ist (ψi : Xi → Y )i∈I eine Familie von

Morphismen von Prävarietäten mit

ψi = ψj ◦ ϕji auf Uij für alle i, j ,

so existiert ein eindeutig bestimmter Morphismus ψ:X → Y mit ψ ◦ϕj = ψj für alle j.

4.4 Bemerkung Sind ∆i Ni-Fächer in IRni für i = 1, . . . , r, so ist
⊕r

i=1∆i ein⊕r
i=1Ni-Fächer in

⊕r
i=1 IRni , vgl. 3.7.

Aufgabe 4.1 Für σ1, σ2 ∈ ∆ gilt

Xσ1∩σ2 = Xσ1 ∩Xσ2

(für 4.5).

Als Verallgemeinerung von 3.19 erhalten wir:

4.5 Lemma Für Ni-Fächer ∆i mit i = 1, 2 gilt:

X∆1⊕∆2
∼= X∆1

×X∆2
.

Für die zugehörigen Algebren regulärer Funktionen ist damit

O(X∆1⊕∆2
) ∼= O(X∆1

)⊗C O(X∆2
).

Beweis Die Prävarietät X∆1⊕∆2
wird von affinen Mengen Xσ1⊕σ2

überdeckt; für die

Durchschnitte gilt nach 3.19 und Aufgabe 4.1:

Xσ1⊕σ2
∩Xσ′

1⊕σ
′
2

= X(σ1⊕σ2)∩(σ′
1⊕σ

′
2)

= X(σ1∩σ′
1)⊕(σ2∩σ′

2)

= Xσ1∩σ′
1
×Xσ2∩σ′

2
= (Xσ1

∩Xσ′
1
)× (Xσ2

∩Xσ′
2
) .

Also ist die Beschreibung der Verheftung gemäß 4.3 längs offener affiner Teilmengen

von X∆1⊕∆2
wie die von X∆1

×X∆2
. Wir sehen in 4.6, daß diese Prävarietäten sogar

Varietäten sind, also folgt die Darstellung der Algebren regulärer Funktionen aus der
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allgemein gültigen Produktregel für algebraische Varietäten ([AG, Satz 3.10], [Sha, § 2.2

Ex. 4]).

4.6 Satz Die PrävarietätX∆ ist eine (zusammenhängende) normale rationale n-dimen-

sionale algebraische Varietät, genannt
”
torische Varietät zum Fächer ∆“.

Beweis Wir haben vor allem zu zeigen, daß X∆ separiert ist, also das Bild der Diago-

nalabbildung d:X∆ → X∆ ×X∆ mit dem gemäß 4.5 gebildeten Produkt abgeschlossen

bzw.

X∆ ×X∆ \ d(X∆) =
⋃

σ,σ′∈∆

(
Xσ ×Xσ′ \ d(Xσ∩σ′)

)

offen ist. Dies verifizieren wir in 4.7.

Der Torus T ist nach 3.15 in jeder affinen Karte Xσ als offene dichte Teilmenge

enthalten; also liegt T auch in X∆ offen und dicht. Daher ist mit Xσ auch X∆ n-

dimensional, rational und zusammenhängend [AG 4.10]. Die Normalität ist somit nur

noch lokal zu verifizieren, was in 3.5 geschehen ist.

Wir haben folgendes Ergebnis verwendet:

4.7 Lemma Sind σ und σ′ N -Kegel, deren Durchschnitt eine gemeinsame Seite ist,

dann ist die Diagonalabbildung d:Xσ∩σ′ → Xσ×Xσ′ eine (abgeschlossene) Einbettung.

Beweis Zunächst istXσ∩σ′ affin. Daher ist der injektive Morphismus d eine Einbettung,

wenn der zugehörige Komorphismus affiner Algebren

d∗: C[Sσ ⊕ Sσ′ ] = C[Sσ]⊗C C[Sσ′ ]→ C[Sσ∩σ′ ], χu ⊗ χu
′

7→ χu+u′

surjektiv ist (vgl. [AG, 3.36]). Dazu genügt es, die Surjektivität von

Sσ ⊕ Sσ′ → Sσ∩σ′ , u⊕ u′ 7→ u+ u′

zu zeigen, was aus dem Separationssatz 2.11 folgt: Sσ∩σ′ = Sσ + Sσ′ .

4.8 Beispiele 0) Ist σ ein N -Kegel, so ist Xσ = XS(σ), vgl. 3.14.

1) Für N = Z ⊂ R1 gibt es nach 4.2 drei affine Algebren

Akeg(e1) = C[T1] →֒ Ao = C[T1, T
−1
1 ] ←֓ Akeg(−e1) = C[T−1

1 ] .

Dazu gehören die torischen Varietäten

C ∼= Spec(Akeg(e1))
i+
←− Spec(Ao) = C∗

i−
−→ Spec(Akeg(−e1))

∼= C

mit der Verheftung i− ◦ i
−1
+ (z) = z−1. Somit existiert nur noch eine weitere eindi-

mensionale torische Varietät, nämlich

XS(e1,−e1)
∼= P1.
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Figur 4.2 Fächer zu IP1 × C

2) Es seien N = Z2 ⊂ IR2,

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1, σ1 = keg(v1, v2), σ2 = keg(v2, v3)

und ∆ = S(σ1, σ2). Dann ist

Xσ1
∼= C2 mit der Algebra C[T1, T2]

Xσ2
∼= C2 mit der Algebra C[T−1

1 , T2]

und daher X∆ = IP1 × C. Natürlich kann dies auch mit 4.5 bewiesen werden.

3) Es sei (v0, . . . , vn) ein Erzeugendensystem von N ⊂ V = NR mit
∑
vi = 0; insbe-

sondere ist kein vi Null, und für jedes i ist (v0, . . . , v̂i, . . . , vn) eine Basis des Gitters

N . Als explizite Beispiele seien erwähnt:

α) Ist eine Gitterbasis (v1, . . . , vn) von N gegeben, so ergänze man sie durch

v0 := −
∑n
i=1 vi.

β) Man setze N = Zn+1/Z(1, . . . , 1) ⊂ V := N IR und vi := ei+Z(1, . . . , 1) ∈ N .

Für σi := keg(v0, . . . , v̂i, . . . , vn) und ∆ := S(σ0, . . . , σn) gilt dann X∆
∼= Pn.

Zum Beweis konstruieren wir nach der in 4.3 angegebenen Methode einen Isomor-

phismus ϕ:X∆ → Pn an: Für jedes i = 0, . . . , n sei das System (v∗0i, . . . , v
∗
ni) die

duale Basis von (v0, . . . , v̂i, . . . , vn) sowie v∗ii := 0. Ersichtlich ist dann der Morphis-

mus

ϕi:Xσi
→ Pn , (x:Sσi

→ C) 7→
[
x(v∗0i), . . . , x(v

∗
ni)

]
,

wegen x(v∗ii) = 1 ein Isomorphismus von Xσi
auf die Standardkarte

Ui :=
{
[z0, . . . , zn] ∈ Pn; zi = 1

}

des IPn. Um zu zeigen, daß (ϕi)i=0,...,n einen Isomorphismus zwischen X∆ und Pn
definiert, bleibt für i 6= j wegen Xσi

∩Xσj
= Xσi∩σj

zu zeigen:

ϕi|Xσi∩σj
= ϕj |Xσi∩σj

.
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Figur 4.3 Fächer zu IP2

Es seien zur Vereinfachung der Notation beispielsweise i = 0 und j = n und damit

σ0 ∩ σn = keg(v1, . . . , vn−1). Dann gilt v∗kn − v
∗
k0 = v∗0n für 1 ≤ k ≤ n− 1, denn es

ist v∗kn(vℓ) = δkℓ für 1 ≤ ℓ ≤ n− 1, also ergibt sich mit v∗00 = 0 = v∗nn aus

(
x(v∗0n), . . . , x(v

∗
nn)

)
= x(v∗0n) ·

(
x(v∗00), . . . , x(v

∗
n0)

)

für x ∈ Xσ0∩σn
die Behauptung.

4) Nach 4.5 sind Produkte torischer Varietäten wieder eine torische Varietät, insbe-

sondere gilt das für Varietäten der Form (C∗)k × Cℓ × ( IPn)m.

Aufgabe 4.2 Es seien N = Z2 ⊂ IR2, v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1, v4 = −e2, ferner

σ1 = keg(v1, v2), σ2 = keg(v2, v3), σ3 = keg(v3, v4), σ4 = keg(v4, v1) .

Man bestimme X∆ für folgende Fächer ∆:

S(σ1), S(σ2, σ3), S(σ1, σ4), S(σ1, σ2, σ3, σ4) .

4.9 Beispiel Wir kommen auf das Beispiel 3.16 zurück: Es seien N := Z ⊂ IR2 und

σij = keg(vi, vj) mit

v1 = e2, v2 = 2e1 − e2, v3 = −e1.

Wir erhalten einen Fächer ∆ = S(σ12, σ23, σ31) in R2. Nach 2.9 gilt

S13 + N · (−f2) = S3 = S23 + N · (f2) .
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In 3.16 haben wir X3 als Hauptmenge wie folgt realisiert:

In X13
∼= C2 durch die Koordinate χf2 ;

in X23
∼= C2 durch die Koordinate χ−f2 .

Daher ist X13 ∪ X23 die in einem Punkt aufgeblasene Ebene C2 und enthält damit

eine projektive Gerade. Diese kommt zum affinen quadratischen Kegel X12 noch hinzu.

Entsprechend erhalten wir aus den Beziehungen (vgl. 2.9)

S12 + N · (−f1) = S1 = S13 + N · (f1)

S12 + N ·
(
−(f1 + 2f2)

)
= S2 = S23 + N · (f1 + 2f2) ,

so daß auch hier bei der Verheftung eine projektive Gerade auftritt. Insgesamt erhalten

wir den projektiven quadratischen Kegel, vgl. Figur 4.4.

Figur 4.4 Projektiver quadratischer Kegel

Aufgabe 4.3 Man untersuche analog zu 4.9 das Beispiel 1.26 für n = 3.

Aufgabe 4.4 In den Bezeichnungen von 4.9 zeige man für alle i 6= j:

i) Xj = Xij \ C;

ii) X∆ \ IP1 = Xij .

Aus Kegelmorphismen können wir nun Fächermorphismen konstruieren:

4.10 Definition Für i = 1, 2 seien ∆i Ni-Fächer und ϕ:N1 → N2 ein Gitterhomomor-

phismus. Für jedes σ1 ∈ ∆1 existiere ein σ2 ∈ ∆2, für das ϕ einen Kegelmorphismus

(N1, σ1)→ (N2, σ2) induziert. Dann schreiben wir ϕ: (N1,∆1)→ (N2,∆2) und nennen

dies einen Fächermorphismus.
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Offensichtlich bildet die Klasse der Gitterfächer (N,∆) mit diesen Morphismen eine

Kategorie, die wir als Kategorie der Gitterfächer FAN bezeichnen wollen.

4.11 Beispiel Es seien σ = keg(v1, . . . , vr) ∈ ∆ und v ∈ σ◦ ∩ N , etwa v =
∑r
i=1 vi.

Der Fächer ∆′ entstehe aus ∆, indem man σ durch die Menge der Simplizes keg(v, τ)

für τ ≺1 σ ersetzt. Dann induzieren idN und die Mengengleichheit |∆′| = |∆| einen

”
Unterteilung“ genannten Fächermorphismus (N,∆′)→ (N,∆).

4.12 Satz Jeder Fächermorphismus ϕ: (N1,∆1)→ (N2,∆2) induziert eindeutig einen

Morphismus torischer Varietäten

X(ϕ):X∆1
→ X∆2

.

Beweis a) Es sei zunächst ∆1 ein affiner Fächer S(σ1). Wir zeigen, daß zu σ2 ∈ ∆2

mit ϕ(σ1) ⊂ σ2 ein Morphismus ϕ∗:Xσ1
→ Xσ2

◦⊂X∆2
gehört, der von der Wahl von

σ2 unabhängig ist, so daß ϕ∗:Xσ1
→ X∆2

wohldefiniert ist. Gilt nämlich auch noch

ϕ(σ1) ⊂ τ2 ∈ ∆2, so sei ohne Einschränkung τ2 ≺ σ2 mit der Inklusionsabbildung

j. Wegen der Funktorialität von X(ϕ) für Kegel (vgl. 2.17 und 3.20) läßt sich der

Morphismus ϕ∗:Xσ1
→ Xσ2

◦⊂X∆2
mit dem Seitenmorphismus jσ2τ2 eindeutig in der

Form

Xσ1

ϕ∗
→ Xτ2

jσ2τ2−→ Xσ2
◦⊂ X∆2

faktorisieren.

b) Für σ1, τ1 ∈ ∆1 mit ϕ(σ1) ∪ ϕ(τ1) ⊂ σ2 ∈ ∆2 ist für 4.3 die Verträglichkeit

der beiden möglichen Definitionen von ϕ∗ auf Xσ1
∩ Xτ1 = Xσ1∩τ1 zu zeigen. Dazu

sei ohne Einschränkung τ1 ≺ σ1, also Xτ1 Hauptmenge von Xσ1
, und wieder folgt aus

der Funktorialität für Kegel, vgl. 3.17, die gesuchte Übereinstimmung. Die universelle

Eigenschaft der Verklebung aus 4.3 garantiert damit die (eindeutige) Existenz eines

globalen Morphismus X(ϕ).

4.13 Beispiel Ist : Λ ≺ ∆ die Inklusion eines Unterfächers, so ist der zugehörige

Morphismus X():XΛ → X∆ eine offene Einbettung.

Beweis Auf jedem Xσ für σ ∈ Λ ist das evident; da die Verheftungsvorschriften auf

beiden Seiten gleich sind, gilt dies auch global.

Für einen Fächermorphismus ϕ ist zu σ1 ∈ ∆1 das kleinste σ2 ∈ ∆2 mit der

Eigenschaft
”
ϕ(σ1) ⊂ σ2“ eindeutig bestimmt. Eine häufig nützliche Charakterisierung

dieses σ2 gibt die folgende

Aufgabe 4.5 Ist ϕ: (N1,∆1) → (N2,∆2) ein Fächermorphismus, so existiert zu jedem σ1 ∈ ∆1

genau ein σ2 ∈ ∆2 mit

ϕ(σ◦1) ⊂ σ◦2 .

Schließlich wollen wir als Verallgemeinerung von 3.18 die Wirkung von TN auf X∆

einführen, welche den Namen
”
torische Varietät“ rechtfertigt:
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4.14 Bemerkung Ist ∆ ein N -Fächer, so gehört zum Fächermorphismus

µ∆: (N ⊕N, o⊕∆)→ (N,∆), n1 ⊕ n2 7→ n1 + n2

ein kanonischer Morphismus algebraischer Varietäten

X(µ∆): TN ×X∆ → X∆ ,

der die Gruppenwirkung TN ×Xo → Xo fortsetzt.

Beweis Aufgrund der Funktorialität der Konstruktion kommutiert für jedes σ ∈ ∆

das Diagramm

TN × Xσ
X(µσ)
−→ Xσ

∩ ∩

TN × X∆
X(µ∆)
−→ X∆ ,

also setzt X(µ∆) – aus Stetigkeitsgründen eindeutig – den Morphismus X(µσ) fort.

Dabei ist für σ = o nach 3.18 die Abbildung X(µσ) die Multiplikation von TN .

4.15 Korollar Ist ∆ ein N -Fächer, so ist X∆ eine algebraische TN -Varietät, die eine

offen dichte TN -Bahn enthält. Ist ϕ: (N1,∆1)→ (N2,∆2) ein Fächermorphismus, so ist

X(ϕ):X∆1
→ X∆2

äquivariant bezüglich der Toruswirkungen von TN und TN ′ .

Beweis Aus der vorangehenden Bemerkung ergibt sich die Torusoperation; nach 3.18

existiert eine Zariski-offene dichte Bahn der Operation. Die Vertauschbarkeit mit den

Torusoperationen folgt mit 3.19 2) daraus, daß die Verheftungen mit den Torusopera-

tionen verträglich sind.

Damit ist jede torische Varietät eine T-Varietät, die nach 3.18 eine dichte Bahn B0

enthält. Durch Wahl eines
”
Basispunktes“ x0 ∈ B0◦⊂X∆ legt man umkehrbar eindeutig

eine offene Einbettung

TN ∼= TN · x0
∼= B0 ◦⊂ X∆

fest, für welche die Wirkung von TN auf X∆ die so erhaltene Multiplikation auf B0

fortsetzt.

Wir werden in 8.3 sehen, daß man vollständige torische Varietäten gerade durch

Fächer folgenden Typs erhält:

4.16 Definition Ein Fächer ∆ heißt vollständig, falls

V = |∆| :=
⋃

σ∈∆

σ

gilt. Für eine Teilmenge Λ von ∆ wird |Λ| auch als
”
Träger von Λ“ bezeichnet.

Aufgabe 4.6 Für einen nicht vollständigen Fächer ∆ zeige man:
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i) Ist n < 4, so kann man ∆ zu einem Fächer ∆̃ ergänzen, für den |∆̃| konvex ist und

∆1 = ∆̃1 gilt2).

ii) Ist |∆| n-dimensional und konvex, so kann man ∆ zu einem vollständigen Fächer ∆̂

ergänzen, der genau einen zusätzlichen Strahl ρ ∈ ∆̂1 besitzt.

Jeder Fächer ∆ hat als endliche Menge mit der partiellen Ordnung ≺ intuitiv so

etwas wie eine kombinatorische Struktur. Wir wollen diesen Begriff präzisieren, da es

eine interessante Fragestellung ist, welche Daten von X∆ nur von der kombinatorischen

Struktur von ∆ abhängen; wir sprechen dann von
”
kombinatorischen Invarianten“ von

X∆. Dazu bedienen wir uns einer Topologie auf ∆:

Aufgabe 4.7 Für einen Fächer ∆ zeige man:

i) Es gibt eine (Fächertopologie genannte) Topologie auf ∆, in der die nichtleeren offenen
Mengen genau durch die Teilfächer Λ von ∆ gegeben sind.

ii) Die Topologie ist für ∆ 6= {o} nicht hausdorffsch. Zu je zwei verschiedenen Punkten
existiert jedoch für wenigstens einen der beiden eine Umgebung, welche den anderen nicht
enthält. Man gebe eine Basis der Topologie an und charakterisiere die minimalen (nicht
leeren) offenen bzw. abgeschlossenen Teilmengen sowie den Abschluß von Punkten.

Wir sprechen vom
”
Fächerraum“ ∆, wenn wir ∆ mit der Fächertopologie betrach-

ten.

4.17 Definition Zwei Fächer ∆1, ∆2 in V heißen kombinatorisch äquivalent, wenn

ihre Fächerräume homöomorph sind.

Für n ≤ 2 ist jeder vollständige Fächer ∆ kombinatorisch durch die Zahlen fj(∆)

der j-dimensionalen Seiten mit j = 1, 2 charakterisiert. Dies gilt nicht allgemein:

Aufgabe 4.8 Man gebe zwei vollständige, kombinatorisch nicht äquivalente Fächer ∆i mit
gleichen Seitenzahlen fj(∆i) an.

Sind ∆ und ∆′ kombinatorisch äquivalent, so brauchen die zugehörigen Varietäten

nicht homöomorph zu sein:

4.18 Beispiel Es seien N = Z2 ⊂ IR2 = V , ferner ∆ der Fächer zu IP2 aus 4.8 3α) und

∆′ der Fächer zum projektiven quadratischen Kegel gemäß 4.9. Dann ist X∆ singula-

ritätenfrei, während der quadratische Kegel eine Singularität in 0 hat; diese Singularität

ist nicht einmal ein Homologiemannigfaltigkeitspunkt.

Wir kommen nun zum zentralen Satz, der die Struktur der Beziehung zwischen der

elementaren Konvexgeometrie und der Theorie torischer Varietäten zusammenfaßt. Für

eine systematische Darstellung verwenden wir die Kategorien FAN und die Kategorie

TOV der torischen Varietäten: Die Objekte der Kategorie TOV sind Paare (T, X), wobei

T ein Torus und X eine normale T-Varietät ist, die T als offene dichte T-Untervarietät

enthält, (i.e., für alle t, x ∈ T gilt tx = t · x). Die Morphismen in TOV

f : (T, X)→ (T′, X ′)

2) Für n = 4 wird in Aufgabe 5.17 ein Gegenbeispiel behandelt.
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sind durch Varietätenmorphismen f :X → X ′ gegeben, die auf T einen Gruppenmor-

phismus f : T → T′ induzieren
(
damit gilt für alle t ∈ T und x ∈ X die Gleichung

f(t · x) = f(t) · f(x)
)
.

Nach 4.15, 3.5 und 4.12 enthält die Kategorie TOV alle über Fächer konstruierten

torischen Varietäten und ihre Morphismen; das folgende Ergebnis besagt insbesondere,

daß TOV keine weiteren enthält:

4.19 Theorem Der Funktor

X : FAN → TOV, (N,∆) 7→ X(N,∆) := (T, X∆), ϕ 7→ X(ϕ) := ϕ∗

ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Da wir für den Beweis noch etliche Vorbereitungen benötigen, werden wir ihn auf

§ 6 verschieben.

Aufgabe 4.9 Für σ, τ ∈ ∆ zeige man:

Xτ $ Xσ ⇐⇒ τ � σ .

Kleines Wörterbuch § 4

Theorie in (V,N) torische Theorie

N -Fächer ∆ torische Varietät X∆

direkte Summe von Fächern direktes Produkt torischer Varietäten

Durchschnitt von Fächerkegeln Durchschnitt zugehöriger Teilvarietäten

Morphismus von Fächern torischer Morphismus



Kapitel II

Polytopische Fächer, Bahnenzerlegung

In diesem Kapitel gehen wir einerseits auf eine besonders interessante Beispielklasse von

torischen Varietäten ein, die sich in 16.19 als die der projektiven torischen Varietäten

herausstellen wird, andererseits bringen wir die für das Verständnis der Struktur grund-

legende Bahnenzerlegung torischer Varietäten.

5. Polytope und torische Varietäten

In Analogie zu den polyedrischen Kegeln betrachten wir nun Polytope im n-dimensiona-

len Vektorraum V . Sie sollen uns zunächst dazu dienen, Fächer, und damit torische

Varietäten, zu beschreiben. Die Rückwirkung der Algebraischen Geometrie auf die Un-

tersuchung von Polytopen ist erheblich tieferliegend.

Einerseits erzeugt jedes Polytop K in V , das 0 als inneren Punkt enthält, auf

einfache geometrische Weise einen Fächer ∆K , vgl. 5.20. Wichtiger ist für uns aber der

Fall eines Polytops in V ∗, dem wir über das duale Polytop K∨ in V einen mit ∆K

bezeichneten Fächer ∆K∨

zuordnen werden (allgemeiner wird das der Fächer über die

äußeren Normalkegel des Polytops K sein, was unabhängig von der Lage des Punktes

0 möglich ist).

5.1 Definition Ist A eine endliche Teilmenge von V , so heißt ihre konvexe Hülle

K := konv(A) :=
{∑

i

riai; ri ∈ IR≥0, ai ∈ A,
∑

i

ri = 1
}

ein Polytop in V . Mit

P := P(V ) := {K;K Polytop in V } bzw. P0 := {K ∈ P; 0 ∈
◦
K}

bezeichnen wir die Menge aller Polytope (bzw. Polytope mit 0 als innerem Punkt) in V .

Damit sind Polytope insbesondere kompakt und zusammenhängend. Sie können

leer sein, während Kegel definitionsgemäß immer wenigstens den Punkt 0 enthalten.

Für eine Linearform u ∈ V ∗ und ein a ∈ R betrachten wir die Hyperebene bzw.

den Halbraum

H=a(u) = {v ∈ V ; 〈u, v〉 = a} und H≥a(u) := {v ∈ V ; 〈u, v〉 ≥ a}.
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Dies verallgemeinert u⊥ = H=0(u) und u∨ = H≥0(u) aus § 1. Man bezeichnet ∅ und

K als uneigentliche Seiten von K und nennt S ⊂ K eine eigentliche Seite des Polytops

K, in Zeichen S � K, wenn S 6= K nicht leer und von der Form K ∩ H=a(u) mit

K ⊂ H≥a(u) ist; ersichtlich läßt sich a stets zu 0 oder 1 normieren3). Man nennt dabei

H=a eine
”
Stützhyperebene“ von K. Es seien K≤n = S(K) die Menge aller Seiten von

K und Kj die Menge der j-dimensionalen Seiten. Dann ist

Kn−1 =: S−1(K) =: {F ≺1 K}

die Menge aller Facetten, i.e., aller 1-kodimensionalen Seiten und K0 die Menge aller

Ecken von K.

Eine naheliegende, aber nützliche Charakterisierung von Polytopen gibt der

5.2 Satz von Krein-Milman Jedes Polytop ist die konvexe Hülle seiner Eckpunkte.

Beweis Da K ∈ P(V ) konvex ist, gilt ersichtlich konv(K0) ⊂ K. Ist umgekehrt

K = konv(v1, . . . , vr) und v1 /∈ konv(v2, . . . , vr) =: L ∈ P(V ), so ist nachzuweisen,

daß v1 eine Ecke von K ist. Es existiert ein eindeutig bestimmter Punkt q in L, der

minimalen Abstand zu v1 hat; ohne Einschränkung sei q = 0. Dann ist die Menge

H := {v ∈ V ; 〈v, v1〉 = 0} ohne Einschränkung eine Stützhyperebene zu L ⊂ H≥0.

Weiter ist H ′ := H + v1 eine Stützhyperebene zu K, die außer v1 kein vj enthält. Also

ist {v1} = H ′ ∩K eine Ecke von K.

5.3 Beispielefür n = 3 Nulldimensionale Polytope sind Punkte, eindimensionale Po-

lytope sind (abgeschlossene) Strecken, zweidimensionale Polytope sind konvexe k-Ecke

in einer Ebene, zu den dreidimensionalen Polytopen gehören unter anderem die plato-

nischen Körper, also Tetraeder, Würfel, Oktaeder, Dodekaeder, Ikosaeder.

Nennt man ein Polytop K
”
simplizial“4), wenn jede echte Seite von K ein Simplex

ist, so haben alle höchstens zweidimensionalen Polytope diese Eigenschaft; von den

platonischen Körpern erfüllen dies Tetraeder, Oktaeder und Ikosaeder.

5.4 Bemerkung Jede Seite eines Polytops ist wieder ein Polytop.

Beweis Es sei F = H=a ∩K eine nichtleere Seite des Polytops K = konv(v1, . . . , vr)

aus P(V ) mit minimal dazu gewähltem r. Ohne Einschränkung seien a = 0, v1, . . . , vs
aus H=0 und vs+1, . . . , vr ∈ H

>0. Dann liegt eine Konvexkombination v :=
∑
λivi ∈ K

genau dann in H=0, wenn λs+1 = . . . = λr = 0 gilt. Also ist F = konv(v1, . . . , vs).

Aufgabe 5.1 Man zeige für ein n-dimensionales Polytop K ∈ P(V ):

i) K besitzt innere Punkte.

ii) ∂K =
⋃
F�K F (für 5.12).

3) Wegen H≤a(u) = H≥−a(−u) kann man die Halbräume H≥a(u) natürlich auch durch
solche vom Typ H≤a(u) ersetzen.

4) Man beachte den Unterschied zur Definition simplizialer Kegel!
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Eine zentrale Frage in der Theorie der Polytope lautet, welche Beziehungen zwi-

schen den Eigenschaften eines Polytops und der Anzahl fj(K) seiner j-dimensionalen

Seiten besteht. Man beachte, daß fj(K) für alle j ∈ Z definiert ist; insbesondere gilt

f−1(K) = 1. Wie kann man mit Hilfe des f -Vektors f(K) :=
(
f−1(K), . . . , fn−1(K)

)

simpliziale Polytope erkennen?

Aufgabe 5.2 Man zeige für ein dreidimensionales Polytop K im IR3:

i) f0 ≥ 4 und f0 − f1 + f2 = 2 (Eulersche Polyederformel).

ii) Ist K zusätzlich simplizial, so weise man 2f1 = 3f2 nach.

iii) Es gibt außer Tetraeder, Oktaeder, Hexaeder (Würfel), Ikosaeder und (Pentagon-)Dodeka-
eder keine weiteren platonischen Körper (d.h. ∂K besteht aus regelmäßigen kongruenten
j-Ecken).

Wir geben einige wichtige Konstruktionen für Polytope an; dabei sei aff A der von

einer Teilmenge A in V erzeugte affine Unterraum und dimA die Dimension von aff A.

Analog zu σ◦ ist auch für Polytope K ersichtlich ein relatives Inneres K◦ definierbar.

5.5 Beispiele Es seien K ∈ P(V ) von der Dimension n− 1 und v ∈ V .

1) Für v /∈ aff K heißt das Polytop

L := konv(K ∪ {v})

die
”
Pyramide über K mit Spitze v“. Ist K seinerseits eine Pyramide in aff K, so

ist L eine 2-fache Pyramide, etc.

2) Ist I ⊂ V eine Strecke mit K◦ ∩ I◦ = {v}, so heißt das Polytop

L := konv(K ∪ I)

eine
”
Bipyramide über K“. Rekursiv definiert man eine

”
k-fache Bipyramide“ über

einem (n − k)-Polytop. Eine 2-fache Bipyramide im R2 ist ein (nicht entartetes)

Viereck, eine 3-fache Bipyramide im R3 ist kombinatorisch ein Oktaeder.

3) Ist K ′ ein Translat von K in V , das affK nicht schneidet, so heißt das Polytop

L := konv(K ∪K ′)

ein
”
Prisma“. Auf rekursive Weise definiert man ein k-faches Prisma. Ein n-Prisma

in V ist kombinatorisch ein n-Würfel.

Aufgabe 5.3 Es sei K ein höchstens (n− 1)-dimensionales Polytop in V .

i) Für eine Pyramide L über K und 0 ≤ j ≤ n− 1 zeige man die Seitenbeziehung

fj(L) = fj(K) + fj−1(K) .

ii) Für eine k-fache Pyramide L über K′ zeige man

fj(L) =

min(k,j+1)∑

i=0

(
k

i

)
fj−i(K

′) .
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I

J

K

Figur 5.1 Bipyramide

iii) Für ein Prisma Q über K zeige man für 1 ≤ j ≤ n− 1

f0(Q) = 2f0(K) und fj(Q) = 2fj(K) + fj−1(K) .

Aufgabe 5.4 Für eine n-fache Bipyramide L in V zeige man für 0 ≤ j ≤ n− 1:

fj(L) = 2j+1

(
n

j + 1

)
.

Ist n = dimV ≤ 3 und K ∈ P(V ) so, daß je zwei Ecken von K durch eine

Kante verbunden sind, so ist K ein Simplex. Für n ≥ 4 ist das falsch, wie die folgende

Konstruktion der C(ℓ, n) zeigt:

5.6 Definition Die durch

µ: R→ V, t 7→ (t, t2, . . . , tn)

gegebene Kurve heißt Moment-Kurve, in der reellen algebraischen Geometrie auch die

reelle rationale Normalkurve. Für ein ℓ > n wähle man ℓ verschiedene Parameter

t1, . . . , tℓ ∈ R. Dann heißt das Polytop

C(ℓ, n) := konv
(
µ(t1), . . . , µ(tℓ)

)

ein zyklisches Polytop.

Die Elemente aus D(ℓ, n) := {µ(t1), . . . , µ(tℓ} nennen wir
”
definierende Punkte von

C(ℓ, n)“.
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Figur 5.2 Zyklisches Polytop

Ersichtlich ist C(ℓ, 1) ein 1-Simplex; wir werden sehen, daß dies für n ≥ 2 und

ℓ ≥ n+ 2 nicht zutrifft. Zunächst gilt jedoch:

5.7 Satz Zyklische Polytope sind simplizial.

Beweis Wenn je n + 1 definierende Punkte v1, . . . , vn+1 von C(ℓ, n) affin linear un-

abhängig sind, dann kann jede echte Seite F von C(ℓ, n) höchstens n definierende Punkte

enthalten, und da diese affin linear unabhängig sind, ist F ein Simplex.

Zum Nachweis der affinen Unabhängigkeit von v1, . . . , vn+1 verwenden wir die

Vandermonde-Determinante D(v1, . . . , vn+1); es reicht, D(v1, . . . , vn+1) 6= 0 zu zeigen.

Nun gilt aber mit vj = µ(tj) :

D(v1, . . . , vn+1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 t1 t21 · · · tn1
1 t2 t22 · · · tn2
...

...
...

...
...

...
1 tn+1 t2n+1 · · · tnn+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∏

1≤i<j≤n+1

(tj − ti) 6= 0 .

Das Polytop C(ℓ, 1) ist eine Strecke, also sind für jedes ℓ genau zwei der definieren-

den Punkte Eckpunkte. Dagegen ist für n ≥ 2 jeder definierende Punkt auch Eckpunkt:

5.8 Satz Je k Punkte v1, . . . , vk mit vj = µ(tj) von C(ℓ, n) für 1 ≤ k ≤ [n/2] definieren

eine (k − 1)-dimensionale Seite von C(ℓ, n); also gilt

fk−1

(
C(ℓ, n)

)
=

(
ℓ

k

)
.

Beweis Es genügt, eine Stützhyperebene H von C(ℓ, n) zu finden, die von den Ecken

von C(ℓ, n) genau v1, . . . , vk enthält. Denn die von diesen erzeugte Seite von C(ℓ, n) ist
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nach dem Beweis von 5.7 ein (k−1)-Simplex. Ohne Einschränkung seien die Parameter tj
der vj durch t1 < . . . < tk geordnet. Schreibt man das Polynom P =

∏k
i=1(t−ti)

2 ∈ R[t]

in der Form

P =

2k∑

j=0

ajt
j ,

so definieren a0 und a := (a1, . . . , a2k, 0, . . . , 0) ∈ Rn ∼= V eine Hyperebene

H := {x ∈ Rn; 〈x, a〉 = −a0} .

Dann gilt

〈µ(ti), a〉 =

2k∑

j=1

ajt
j
i =

k∏

i=1

(ti − tj)
2 − a0 .

Damit folgt

〈µ(ti), a〉

{
= −a0 für i ≤ k
> −a0 für i > k ,

also hat H die gesuchten Eigenschaften.

Nach den niederdimensionalen Seiten charakterisieren wir nun die Facetten. Für die

folgende
”
Geradheitsbedingung von Gale“ ordnen wir D(ℓ, n) gemäß der Anordnung der

zugehörigen Parameter tj in IR:

5.9 Satz Eine (geordnete) Menge E := {µ(ti1), . . . , µ(tin)} von Ecken von C(ℓ, n) mit

ti1 < . . . < tin erzeugt genau dann eine Facette von C(ℓ, n), wenn zwischen je zwei

Punkten aus D(ℓ, n) \ E eine gerade Anzahl von Punkten aus E liegt.

Beweis Wir gehen ähnlich wie im letzten Beweis vor: Zum Polynom

P :=

n∏

k=1

(t− tik) =:

n∑

j=0

cjt
j ∈ R[t]

definiert c := (c1, . . . , cn) ∈ Rn = V die Hyperebene

H := {x ∈ Rn; 〈x, c〉 = −c0} .

Aus

〈µ(ti), c〉 =
n∑

j=1

cjt
j
i = P (ti)− c0

folgt H ∩ D(ℓ, n) = E. Daher ist die Menge konv
(
µ(ti1), . . . , µ(tin)

)
genau dann eine

Facette von C(ℓ, n), wenn alle anderen Ecken auf einer Seite von H in V liegen. Dies

bedeutet aber, daß das Polynom P auf der Momentkurve geradzahlig oft das Vorzeichen

wechselt, wenn die Kurve von einer Ecke aus D(ℓ, n) \ E zur nächsten läuft. Zu jedem

Vorzeichenwechsel gehört genau eine Nullstelle von P und damit ein Punkt aus E.
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5.10 Beispiel Für C(5, 3) definieren in der Anordnung gemäß 5.9 genau die folgenden

Verteilungen eine Facette (dabei sind die definierenden Punkte aus E durch ◦, die aus

D(5, 3) \ E durch • gekennzeichnet):

• • ◦ ◦ ◦
◦ • • ◦ ◦
◦ ◦ • • ◦
◦ ◦ ◦ • •

• ◦ ◦ • ◦
◦ • ◦ ◦ •

Damit können wir, jedenfalls kombinatorisch, die Kurzbezeichnung C(ℓ, n) für zy-

klische Polytope rechtfertigen:

5.11 Korollar Zwei zyklische Polytope in einem n-dimensionalen Vektorraum sind

genau dann kombinatorisch äquivalent, wenn sie die gleiche Anzahl an Ecken haben.

Beweis Ordnen wir die Ecken der Polytope gemäß 5.9, so ergibt sich eine Bijektion

zwischen den Ecken. Diese setzt sich nach 5.9 zu einer Bijektion der Facetten fort, welche

nach 5.7 Simplizes sind. Jede Bijektion zwischen den Ecken zweier Simplizes definiert

aber einen Isomorphismus der zugehörigen Seitenverbände.

Aufgabe 5.5 Man gebe in C(9, 6) mit Ecken vj für j = 1, . . . , 9 alle Facetten F an, welche
die Ecke v9 enthalten. Jedem F ordne man als Kennzahl einen Dualbruch der Form 0, . . . zu,
wobei eine 1 an der j-ten Stelle bedeutet, daß vj in F liegt. Man ordne die Dualbrüche nach
ihrer Größe (für 20.3).

Eine nützliche Beschreibung von Polytopen geschieht mit Hilfe endlich vieler abge-

schlossener Halbräume: Bezeichnet man einen Durchschnitt von endlich vielen solcher

Halbräume in V als Polyeder, so gilt:

5.12 Satz Die Polytope sind genau die beschränkten Polyeder.

Beweis Ohne Einschränkung sei das PolytopK ∈ P(V ) n-dimensional. Sind F1, . . . , Fs
seine eigentlichen Seiten und wählt man eine Darstellung Fi = H=ai ∩K, so gilt ohne

Einschränkung

K ⊂
s⋂

i=1

H≥ai =: K ′ .

Andererseits gilt ∂K =
⋃
H=ai ∩K nach Aufgabe 5.1. Ist v ∈ K ′ \K, so wähle man

ein w ∈
◦

K. Die Strecke [v, w] schneidet ∂K und damit eine der Hyperebenen H=ai ;

wegen w ∈ H>ai ∩K liegt v im Widerspruch zur Definition von K ′ in H<ai . Also ist

das Polytop K =
⋂s
i=1H

≥ai ein (beschränktes) Polyeder.

Für die umgekehrte Richtung sei L :=
⋂r
i=1H

≥ai beschränkt und ohne Einschrän-

kung n-dimensional. Für einen induktiven Beweis, daß L ein Polytop ist, seien alle

echten Seiten Fi := L ∩H=ai Polytope. Wir dürfen 0 ∈ F1 annehmen. Ersichtlich gilt
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konv(
⋃r
i=1 Fi) ⊂ L. Ist x ∈

◦

L, so schneidet die Gerade R≥0 · x den Rand von L und

damit eine weitere Seite Fj mit j ≥ 2, da L beschränkt ist. Also liegt x in konv(F1, Fj).

Das bedeutet jedoch
◦

L ⊂ konv(
⋃r
i=1 Fi); für den Rand ∂L =

⋃r
i=1 Fi) gilt dies sowieso,

also folgt L = konv(
⋃r
i=1 Fi).

Es seien wiederum N ein Gitter in V und A ⊂ V endlich. Dann heißt das Polytop

K = konv(A) ein

1) N -Polytop, wenn A in N enthalten ist,

2) N -rationales Polytop, wenn A in N ⊗Z Q enthalten ist.

Wir wollen nun Eigenschaften von Polytopen aus solchen von Kegeln herleiten.

Dazu empfiehlt es sich, eine zusätzliche Dimension einzuführen: Es sei F := V ⊕Re und

damit F ∗ = V ∗⊕Re∗, wobei e∗:F → Re die Projektion sei. Wir bezeichnen V × 0 ⊂ F

meist einfach mit V etc. Ein (nicht notwendig abgeschlossener Kegel) σ in F heiße

e∗-spitz , falls

σ ⊂ (e∗)∨ und σ ∩ (e∗)⊥ = {0}

gilt; damit ist σ insbesondere spitz. Jedem Polyeder in V läßt sich wie folgt ein solcher

Kegel in F zuordnen:

η := η
V

: {K ⊂ V ;K Polyeder} → {σ; σ e∗-spitzer Kegel in F}, K 7→ keg(K + e) .

Insbesondere ist η(∅) = {0} und η(V ) = (V × IR>0) ∪ {0}.

+eK

K+e

V+e

0

)keg(

Figur 5.3 Kegel zum Polytop K + e
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5.13 Lemma Für η gilt:

1) η ist inklusionstreu;

2) η ist bijektiv mit Umkehrabbildung σ 7→
(
σ ∩ (V + e)

)
− e = V ∩ (σ − e);

3) Für alle u ∈ V ∗ und a ∈ R≥0 gilt

η
(
H≥a(u)

)
= H≥0(u− ae∗) ∩ η(V ) und η(H=a(u)

)
= H=0(u− ae∗) ∩ η(V ) ;

4) η ist ein Isomorphismus von Verbänden;

5) Ein Polyeder K ist genau dann kompakt (und damit ein Polytop), wenn η(K)

abgeschlossen ist.

Beweis Alle Eigenschaften sind leicht zu verifizieren; wir gehen exemplarisch auf 4)

ein: Die Ordnung wird durch die Inklusion gegeben. Es bleibt etwa zu zeigen, daß η

durchschnittsverträglich ist, also η(K1∩K2) = η(K1)∩η(K2) gilt. Ohne Einschränkung

sei K2 = H≥a(u). Aus 1) und 3) folgt

η(K1 ∩K2) ⊂ η(K1) ∩ η(K2) = η(K1) ∩H
≥0(u− ae∗) .

Für x ∈ η(K1) ∩ H
≥0(u − ae∗) gilt andererseits ohne Einschränkung x = (x′, 1) mit

x′ ∈ K1 und u(x′) ≥ a; das bedeutet x ∈ η
(
K1 ∩H

≥a(u)
)
.

Aufgabe 5.6 Man verifiziere die restlichen Eigenschaften von Lemma 5.13.

5.14 Satz Die induzierte Abbildung

η : P(V )→ {σ; σ e∗-spitzer polyedrischer Kegel in F}, K 7→ keg(K + e)

ist ein Isomorphismus von Verbänden mit

1) S ist Seite des Polytops K ⇐⇒ η(S) ist Seite des Kegels η(K);

2) dim η(K) = dimK + 1.

Beweis Jedes K ∈ P(V ) hat nach 5.12 eine Darstellung K =
⋂
H≥ai(ui) mit u0 = 0.

Also liefern 5.13 3) und 4):

η(K) =
⋂
η
(
H≥ai(ui)

)
=

⋂
H≥0(ui − aie

∗) ,

so daß die induzierte Abbildung wirklich existiert. Daraus folgt gleichzeitig auch, daß η

Seiten auf Seiten abbildet. Zum restlichen Nachweis von 1) weisen wir für K ∈ P(V ) auf

folgendes hin: Ist L eine eigentliche Seite von η(K), so ist L von der Form η(K)∩H=0(w),

da η(K) ein Kegel ist; dabei hat w ∈ F ∗ die Form w = u− ae∗ mit u ∈ V ∗. Wiederum

aus 5.13 3) und 4) folgt damit

L = η(K) ∩H=0(u− ae∗) = η
(
K ∩H=a(u)

)
, also η−1(L) = K ∩H=a(u) .

Eigenschaft 2) ist unmittelbar zu sehen, wobei wir an dim ∅ = −1 erinnern.
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Damit können wir Eigenschaften des Verbandes S(K) aus denen von S
(
η(K)

)

ableiten:

5.15 Korollar Es sei K ein Polytop. Dann gilt:

1) S(K) ist mit der Seitenbeziehung als Ordnung ein Verband.

2) Ist S ∈ S(K) und T ∈ S(S), so ist T ∈ S(K).

3) Ist S echte Seite von K, so gilt S =
⋂

S≺T∈Sn−1(K)

T .

4) Der Rand von K ist die Vereinigung aller Facetten von K.

Beweis Wir benutzen 5.14 1). Damit folgen 1) und 2) aus 1.19; wir weisen auf

min(S1, S2) = S1 ∩ S2 und die Tatsache hin, daß max(S1, S2) die kleinste S1 und S2

enthaltende Seite von K ist. Schließlich ergeben sich 3) aus 1.20 2) und 4) aus 1.19 3).

5.16 Definition Für ein Polytop K ∈ P0(V ) heißen K∨ := {u ∈ V ∗; u|K ≥ −1} das

duale Polytop und K∧ := −K∨ das polare Polytop.

Der Leser wird sich nicht dadurch verwirren lassen, daß das Symbol (∗)∨ unter-

schiedliche Bedeutung hat, je nachdem ob ein Kegel oder ein Polytop betrachtet wird.

Es sei ferner darauf hingewiesen, daß, abweichend von unserer Bezeichnung, in [Fu, §1.5]

K∨ als polares Polytop bezeichnet wird. Das Wort
”
Polytop“ rechtfertigen wir in 5.19.

5.17 Beispiele 1) Für N = Z3 ⊂ R3 sei K := konv(±ei; i = 1, 2, 3). Dann ist

K∨ = {u ∈ V ∗;±ui = u(±ei) ≥ −1}

= konv
(
{(ε1, ε2, ε3); εi ∈ {+1,−1}}

)
= −K∨ = K∧.

z

x

y

Figur 5.4 Duales Polytop des Einheitswürfels

2) Das duale Polytop K∨ eines N -rationalen Polytops K ist M -rational. Denn die

Konstruktion dualer bzw. polarer Polytope läßt sich für rationale Polytope statt

in IRn gleichwertig auch in Qn durchführen; mit einer Koeffizientenerweiterung
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kommt man dann zu den reellen Polytopen. Wenn man die Einzelheiten nicht

ausführen will, kann man angesichts von 2.6 auch mit 5.18 argumentieren.

3) Das Dual eines N -Polytopes ist nicht notwendig ein M -Polytop: Für N = Z ⊂ R
und a < 0 < b gilt

K = [a, b] ⇐⇒ K∧ = [1/a, 1/b]

und damit ist K∧ kein M -Polytop.

4) Für ein Gitterpolytop K, das 0 als Randpunkt enthält, ist das analog zur obigen

Definition konstruierte K∨ nicht mehr beschränkt und damit nur ein Polyeder.

Wir begnügen uns dazu mit einem Beispiel: Für N = Z ⊂ R und K = [0, 1] ist

K∨ = [−1,∞[.

Ein Gitterpolytop, dessen polares Polytop wieder ein Gitterpolytop ist, heißt
”
re-

flexiv“. Für eine Klassifikation niederdimensionaler Beispiele sei auf [Wa] verwiesen.

5.18 Lemma Für K ∈ P0(V ) gilt in F ∗

η
V∗ (K∨) = η

V
(K)∨.

Beweis Da η(K∨) und η(K)∨ Kegel sind, genügt es für den Nachweis wechselseitiger

Inklusionen, Kegelerzeugende zu betrachten.

”
⊂“ Für η(K∨) = keg(K∨ + e∗) betrachten wir Elemente w + e∗ mit w aus

K∨ = {w ∈ V ∗;w|K ≥ −1}. Für λ(v + e) ∈ η(K) mit λ ∈ IR>0 gilt

(w + e∗)
(
λ(v + e)

)
= λw(v) + λ ≥ λ

(
1 + w(v)

)
≥ 0 ,

also folgt w + e∗ ∈ η(K)∨.

”
⊃“ Für ϕ ∈ η(K)∨ = {ϕ ∈ F ∗;ϕ|η(K) ≥ 0} gibt es eine Darstellung ϕ = w + ae∗

mit w ∈ V ∗ und a ∈ IR. Aus

(w + ae∗)(k + e) ≥ 0 für alle k ∈ K

ergibt sich w(k) + a ≥ 0 und wegen 0 ∈ K zusätzlich a ≥ 0. Ist a = 0, so ist w|K ≥ 0

und damit w− e∗ ∈ K∨, also w = (w− e∗) + e∗ ∈ η(K∨). Ist a 6= 0, so kann man a = 1

wählen, so daß w|K ≥ −1 und damit w + e∗ ∈ η(K∨) folgt.

5.19 Satz Für K ∈ P0(V ) gilt

1) K∨ ∈ P0(V
∗).

2) K∨∨ = K.

3) Die Abbildung

S(K)→ S(K∨), S 7→ S∗ := {u ∈ K∨; u(S) = −1}

ist ein inklusionsumkehrender Verbandsisomorphismus mit

dimS + dimS∗ = dimV − 1.
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4) fj(K
∨) = fn−j−1(K) für −1 ≤ j ≤ n.

Beweis 1) Zunächst ist zu zeigen, daß K∨ ein Polytop in V ∗ ist. Dies ergibt sich

aus der in 5.18 gezeigten Beziehung η(K∨) = η(K)∨ wie folgt: Nach 5.14 ist η(K) ein

polyedrischer Kegel und damit nach 1.14 auch η(K)∨ = η(K∨). Nach dem gleichen Satz

ist damit K∨ ein Polytop. Damit liegt 0 im Inneren von K∨, denn als Polytop ist K∨

Durchschnitt endlich vieler H≥−1(wj), die alle 0 als inneren Punkt haben..

2) Lemma 5.18 liefert mit 1) und 5.14 2) ein kommutatives Diagramm (vgl. 1.21)

P0(V )
η

V−→ {spitze volldimensionale Kegel in F}

↓ (•)∨ ↓ (•)∨

P0(V
∗)

η
V∗

−→ {spitze volldimensionale Kegel in F ∗} .

Da η injektiv ist und σ∨∨ = σ gilt, folgt 2) unmittelbar.

3) Ersichtlich existiert zum ordnungsumkehrenden involutorischen Verbandsisomor-

phismus (vgl. 1.24)

S
(
η(K)

)
→ S

(
η(K)∨

)
, τ 7→ η(K)∨ ∩ τ⊥

eine kommutative Ergänzung ϑ im folgenden Diagramm mit Isomorphismen von Ver-

bänden (vgl. 5.14):

S(K)
η

V−→ S
(
η(K)

)

↓ ϑ ↓

S(K∨)
η

V∗

−→ S
(
η(K)∨

)
.

Es sei S eine Seite von K, dann gilt nach 1.24 2) für die Zuordnung

ϑ : S 7→ η(S) 7→ η(K)∨ ∩ η(S)⊥ 7→ ϑ(S)

ersichtlich dimϑ(S) =
(
(n + 1) − (dimS + 1)

)
− 1 = n − dimS − 1. Es bleibt also

ϑ(S) = S∗ zu zeigen; dazu verweisen wir auf Aufgabe 5.7.

Der Beweis von 4) ergibt sich unmittelbar aus 3).

Aufgabe 5.7 Für S ≺ K ∈ P0(V ) zeige man

(ηV∗ )−1(ηV (K)∨ ∩ ηV (S)⊥) = {u ∈ K∨;u(S) = −1}

(für 5.19).

Aufgabe 5.8 Ist K = konv(v1, . . . , vr), so zeige man K∨ =

r⋂

j=1

H≥−1(vj).

Wir wollen nun Polytopen K ∈ P0(V ) auf naive Weise einen Fächer zuordnen:

5.20 Definition Für einN -rationales PolytopK ∈ P0(V ) bezeichne ∆K denN -Fächer

∆K := {keg(S);S � K}.
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Ersichtlich ist ∆K einN -Fächer, daK und alle p·K für p ∈ N>0 den gleichen Fächer

erzeugen. Ebenso offensichtlich ist ∆K ein vollständiger Fächer, da der Nullpunkt im

Inneren von K liegt. Aus ∆K lassen sich durch Unterteilung des Randes ∂K weitere

Fächer konstruieren: Es sei T ein Komplex aus Polytopen (i.e., T sei eine endliche Menge

von Polytopen mit: F ≺ S ∈ T ⇒ F ∈ T und S1, S2 ∈ T ⇒ S1 ∩ S2 ≺ S1, S2), deren

Vereinigung ∂K ist. Dann ist der Fächer

∆T := {keg(S); S ∈ T}

eine Verfeinerung des Fächers ∆K . Auf diese Weise lassen sich aus ∆K neue Fächer

mit gleichem Träger erzeugen, ein Prozess, der für die Auflösung von Singularitäten von

grundlegender Bedeutung sein wird. Wenn ein Polytop L mit ∆T = ∆L existiert, so

liegen die Polytopseiten von L in entsprechenden Kegeln von ∆T, dabei sind natürlich

keine zwei aneinanderstoßende Polytopseiten von L kollinear, d.h. den gleichen affinen

Unterraum erzeugend, da L ein Polytop ist.

Als Beispiel betrachten wir in Figur 5.5 das PolytopK ∈ P0(R3), das als projektive

Varietät den P3 definiert (vgl. 5.22), sowie zwei Unterteilungen.

Figur 5.5 Unterteilungen eines Polytops

Das mittlere Bild liefert wieder einen Fächer, der von einem Polytop L herrührt.

Bezeichnet nämlich s die Spitze von K und verkürzt man die Strecke [0, s] ein we-

nig unter Beibehaltung der anderen 6
”
Eckpunkte“, so erhält man ein Polytop L mit

∆L = ∆T1 . Zum rechten Bild existiert kein Polytop L mit ∆T2 = ∆L, vgl. Beispiel 5.24

im Anhang zu § 5.

Wir kommen nun zu der für uns wichtigsten Fächerkonstruktion, die wir für ein (be-

liebiges) Polytop K in V ∗ durchführen, wobei wir folgende Begriffsbildung verwenden:

Ist S ≺ K, so heißt der Kegel

(
keg(K − S)

)∨
= {v ∈ V ; 〈v,K − S〉 ≥ 0}

der Außenwinkel von K an S (bisweilen wird unter dem Außenwinkel aus geometrischen

Gründen auch −
(
keg(K − S)

)∨
verstanden). In Figur 5.6 haben wir aus Gründen der
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xS12
− (keg(K − S12))

∨

S1S2
S3

xS1
− (keg(K − S1))

∨

xS2
− (keg(K − S2))

∨

xS3
− (keg(K − S3))

∨

xS23
− (keg(K − S23))

∨

xS13
− (keg(K − S13))

∨
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Figur 5.6 Verschobene Außenwinkel eines Polytops

Übersichtlichkeit die jeweils um ein xS ∈ S verschobenen Winkel xS −
(
keg(K − S)

)∨

dargestellt.

Aufgabe 5.9 Für Polytope K = konv(pi; 1 ≤ i ≤ r) und L = konv(qj ; 1 ≤ j ≤ s) zeige man
K + L = konv(pi + qj ; 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s). Damit sind keg(K + L) und (keg(K + L))∨

polyedrische Kegel. Man beschreibe K + L für s = 1 und 2.

5.21 Satz und Definition Ist K ein Polytop in V ∗ mit nicht leerem Inneren, so heißt

der vollständige Fächer

∆K := {
(
keg(K − S)

)∨
; ∅ 6= S ≺ K}

ein polytopischer Fächer. Er hat die Eigenschaften:

1) Ist 0 ∈
◦
K, so ist ∆K = ∆K∨

;

2) Ist K ein M -rationales Polytop, so ist ∆K ein N -Fächer.

Beweis Da ∆K nach Aufgabe 5.10 unter Translationen von K invariant ist, dürfen wir

0 ∈
◦
K annehmen. Ist K zusätzlich M -rational, so läßt sich bei der Translation ein u aus

K ∩ (M ⊗Z Q) wählen, da K innere Punkte hat. Folglich ist K∨ nach 5.19 N -rational.

Es bleibt also nur 1) zu zeigen, weil daraus ebenfalls folgt, daß ∆K ein vollständiger

Fächer ist.

Für 1) ist nach 5.19 nur
(
keg(K−S)

)∨
= keg(S∗) für jede nichtleere Seite S von K

nachzuweisen. Für jedes v ∈ S∗ gilt 〈v,K〉 ≥ −1 und 〈v, S〉 = −1, also 〈v,K − S〉 ≥ 0,

und damit liegt v im Kegel
(
keg(K − S)

)∨
. Ist umgekehrt 0 6= v ∈

(
keg(K − S)

)∨
, so

ist zunächst v auf S konstant, denn aus S − S = −(S − S) ⊂ K − S folgt

−〈v, S − S〉 = 〈v, S − S〉 ≥ 0 ,

so daß v auf S − S verschwindet, also v|S konstant ist. Weiter ist v(S) 6= 0, denn

sonst folgte v ∈ K∨ = 0. Wäre v(S) > 0, so stände v(−S) < 0 im Widerspruch zu
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−S ⊂ keg(K − S). Da wir eine Inklusion von Kegeln untersuchen, dürfen wir daher

v(S) = −1 annehmen. Somit gilt 〈v,K〉 ≥ 〈v, S〉 = −1 und damit v ∈ S∗.

Aufgabe 5.10 Für t ∈ R>0 und u ∈ V ∗ zeige man ∆K = ∆u+tK .

5.22 Beispiele Es seien N = Zn ⊂ Rn = V .

1) Ist K = konv({±e∗1 ± · · · ± e
∗
n}) der Hyperwürfel in V ∗, dann ist

K∨ = konv({±ei; i = 1, . . . , n})

der duale Hyperwürfel in V , also ∆K ein Produktfächer von n Exemplaren des

eindimensionalen vollständigen Fächers. Damit ist ∆K ein mehrfach projektiver

Fächer, und die zugehörige torische Varietät ist XK = (P1)
n.

2) Es sei V :=
( n⊕

i=0

Rei
)/(

R
n∑

i=0

ei
)
. Dann ist V ∗ := (R

n∑

i=0

ei)
⊥ ⊂ (

n⊕

i=0

Rei)∗. Setzen

wir K∨ := konv(e0, . . . , en), so gilt
∑n
i=0ei = 0. Für K := K∨∨ ⊂ V ∗ folgt

∆K = {keg(ei; i ∈ I); I ( {0, . . . , n}}.

Zu diesem
”
projektiven Fächer“ gehört als Varietät XK = Pn, vgl. 4.8 3).

5.23 Korollar Ist K ein Polytop in V ∗ mit nicht leerem Inneren, so existiert eine

Bijektion

K0 1−1
←→ ∆n

K , u 7→ σu := {v ∈ V ; 〈v, u〉 = min
w∈K
〈v, w〉} .

Beweis In der Darstellung von 5.21 werden die n-dimensionalen Seiten gerade durch

die Mengen
(
keg(K−u)

)∨
mit den Ecken u ∈ K0 beschrieben. Nun ist für festes u ∈ K

(
keg(K − u)

)∨
= {v ∈ V ; 〈v,K − u〉 ≥ 0}

= {v ∈ V ; 〈v, w〉 ≥ 〈v, u〉, ∀w ∈ K}

= {v ∈ V ; 〈v, u〉 = min
w∈K
〈v, w〉} .

Nennen wir ein n-dimensionales Polytop K in V einfach, wenn K∨ simplizial ist,

so gilt:

Aufgabe 5.11 Ein n-dimensionales Polytop K in V ist genau dann einfach, wenn jede seiner
Ecken auf genau n Kanten liegt (für Aufgabe 13.2).
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v+
1

v−1

v+
2

v−2

v+
3

v−3

Figur 5.7 Prismenunterteilung

w+
1

w−1

w+
2

w−2

w+
3

w−3

Figur 5.8 Gitterpolytop zu Prismenunterteilung?

§ 5 Anhang: Beispiele nicht polytopischer Fächer

Wir wollen zeigen, daß der im dritten Bild von Figur 5.5 aufgetretene Fächer ∆T nicht

von einem Polytop herrührt. Dazu genügt ersichtlich das folgende

5.24 Beispiel Für i = 1, 2, 3 seien vi = (vi1, vi2) ∈ R2 so gewählt, daß 0 im Inneren

von K := konv(v1, v2, v3) liegt. Man setze v±i := (vi,±1) ∈ R3. Dann kommt der zur

Unterteilung von K in Figur 5.7 gehörige Fächer nicht von einem Polytop.

Beweis Andernfalls müßten µ±i ∈ R>0 existieren mit ∆T = ∆L für ein Polytop

L := konv(w±i , i = 1, 2, 3) mit w±i := µ±i v
±
i , vgl. Figur 5.8. Man setze λ±i := 1/µ±i ,

sowie zu den vier
”
vorderen“ Punkten im IR3:

w+ :=
λ+

1

λ+
1 + λ−2

(µ+
1 v

+
1 ) +

λ−2
λ+

1 + λ−2
(µ−2 v

−
2 ) =

1

λ+
1 + λ−2

(v1 + v2, 0)

w− :=
λ−1

λ−1 + λ+
2

(µ−1 v
−
1 ) +

λ+
2

λ−1 + λ+
2

(µ+
2 v

+
2 ) =

1

λ−1 + λ+
2

(v1 + v2, 0) .

Damit gilt

w+ =
λ−1 + λ+

2

λ+
1 + λ−2

w−.

Nach 5.25 gilt w+ 6= w−, denn sonst wären zwei Seiten von L kollinear. Da der Punkt

w+
1 auf der Kante [w+

1 , w
−
2 ] liegt und w−2 ebenfalls zu L gehört, ist λ+

1 +λ−2 > λ−1 +λ+
2 .

Analog ergeben sich

λ+
2 + λ−3 > λ−2 + λ+

3 und λ+
3 + λ−1 > λ−3 + λ+

1 .
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Die Summe dieser drei Ungleichungen ergäbe daher
∑
λ±i >

∑
λ±i , und damit einen

Widerspruch. Also existieren solche µ±i nicht.

Wir haben benutzt:

5.25 Lemma In den Bezeichnungen von 5.24 seien für i = 1, 2 die Vektoren vi linear

unabhängig; man wähle λ±i ∈ R>0. Dann liegen die vier Punkte w±i := v±i /λ
±
i genau

dann in einer affinen Ebene des R3, wenn λ+
1 − λ

−
1 = λ+

2 − λ
−
2 gilt.

Beweis In den Bezeichnungen des Beweises von 5.24 notieren wir zunächst, daß w+ in

der Verbindungsstrecke [w+
1 , w

−
2 ] und w− in der Strecke [w−1 , w

+
2 ] liegt. Die Bedingung

λ+
1 − λ

−
1 = λ+

2 − λ
−
2 ist äquivalent zu w+ = w−.

”
⇐“ Aus w+ = w− folgt, daß sich die beiden Verbindungsstrecken schneiden, so

daß die vier Punkte w±i in einer gemeinsamen Ebene liegen, vgl. Figur 15.6.

”
⇒“ Da w+ und w− sowohl in der fraglichen affinen Ebene E als auch in der

Geraden G := R · (v1 + v2, 0) liegen, bleibt zu zeigen, daß sich E und G nur in einem

Punkt schneiden. Dazu reicht es nachzuweisen, daß 0 nicht in der affinen Ebene E liegt.

Andernfalls gäbe es eine nichttriviale Linearkombination

0 = t1v
+
1 + t2v

−
1 + t3v

+
2 =

(
(t1 + t2)v1 + t3v2, t1 − t2 + t3

)
.

Wegen der linearen Unabhängigkeit von v1 und v2 ergäben sich jedoch t3 = 0 sowie

t1 = −t2 = −t1 = 0.

Als nächstes bringen wir ein Beispiel für einen polytopischen Fächer ∆K und einen

kombinatorisch äquivalenten Fächer ∆, der nicht polytopisch ist. Dies bedeutet, daß die

projektive torische VarietätX∆K
kombinatorisch äquivalent zu einer zwar vollständigen,

aber nicht projektiven Varietät X∆ ist (vgl. 16.19).

5.26 Beispiel Wir betrachten die Ecken des Standardwürfels K in V = R3 und

ersetzen die Ecke (1, 1, 1) durch (1, 2, 3), vgl. Figur 5.9: Es seien εi ∈ {+,−} und

vε1ε2ε3 =

{
(1, 2, 3) für ε1 = ε2 = ε3 = + ,
(ε11, ε21, ε31) sonst.

Der zugehörige vollständige Fächer ∆ ist kombinatorisch äquivalent zum durch den

Standardwürfel K erzeugten Fächer, also zu ∆K∨ . Anders als dieser Fächer kommt ∆

jedoch nicht von einem Polytop L und ist auch nicht Verfeinerung eines Polytopfächers.

Beweis Der Fächer ∆ hat als drei-dimensionale Kegel (wobei ∗ die Werte + und −

durchlaufe)
links: keg(v−∗∗) rechts: keg(v+∗∗)

vorn: keg(v∗−∗) hinten: keg(v∗+∗)

unten: keg(v∗∗−) oben: keg(v∗∗+) .

Wenn ∆ durch (echte oder unechte) Verfeinerung aus einem Polytop L entsteht, dann

haben alle Ecken von L die Form wε1ε2ε3 := µε1ε2ε3vε1ε2ε3 mit geeigneten µε1ε2ε3 ∈ R>0.



§ 5 Polytope und torische Varietäten 71

v−−− v+−−

v++−v−+−

v−++

v+−+v−−+

v+++

Figur 5.9 Deformierter Würfel

Zunächst kann keine echte Verfeinerung eines Polytops L vorliegen, weil ∆L sonst

nicht vollständig ist: Läßt man etwa die Ecke zu w+++ fort, so liegen die Punkte w+∗∗,

w∗+∗ und w∗∗+ in einer Ebene H. Da die fehlende Ecke w−−− in der durch die w∗−∗
bestimmte Ebene liegt, folgt auch w−−− ∈ H. Folglich hat L acht Ecken. Da sich

außerdem in einem dreidimensionalen Polytop in jeder Ecke mindestens drei Kanten

schneiden, hat L notwendigerweise die gleiche Kantenzahl wie der Standardwürfel.

Kommt andererseits ∆ von einem Polytop L = konv(w∗∗∗), so können wir zeigen,

daß sich die jeweils von der rechten, der hinteren und der oberen Seite von L erzeugten

affinen Räume in R3 außer im Punkt w+++ in einem Punkt µ(1, 1, 1) mit µ ∈ R>0

schneiden, also eine Gerade gemeinsam haben, obwohl ihr Schnitt einpunktig sein muß.

Zunächst gilt nämlich

(1, 1, 1) =
1

2
(1, 2, 3) +

1

4
(1, 1,−1) +

1

4
(1,−1,−1) =

1

2
v+++ +

1

4
v++− +

1

4
v+−− .

Also liegt µ(1, 1, 1) für ein geeignetes µ ∈ R>0 in der rechten Seite konv(w+∗∗) von L.

Ersetzen wir in der rechten Seite w+++ durch µ(1, 1, 1), so erhalten wir vier Punkte in

einer Ebene, und damit gilt nach 5.25 mit λ∗∗∗ := 1/µ∗∗∗ etc.:

λ + λ+−− = λ++− + λ+−+ ,
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also (unter erneuter Verwendung von 5.25 für unten und vorne)

λ + λ+−− = (λ+−− + λ−+− − λ−−−) + (λ−−+ + λ+−− − λ−−−)

und damit

λ = λ+−− + λ−+− + λ−−+ − 2λ−−− .

Dieser Ausdruck für λ ist symmetrisch in den λ∗∗∗; hätten wir mit einer der anderen

beiden Seiten begonnen, die w+++ als Eckpunkt haben, so hätte sich der gleiche Wert

für λ und damit für µ ergeben. Also liegt µ(1, 1, 1) im Durchschnitt aller drei zugehörigen

affinen Ebenen.

Man kann allerdings aus jedem vollständigen Fächer, insbesondere also aus obigem

∆, durch Unterteilung einen polytopischen Fächer machen, vgl. [Ew, V.4.5].

Aufgabe 5.12 zu Weihnachten Es begab sich nun zur Weihnachtszeit, daß Petrus sich fragte,
welche Form er dem Weihnachtsstern denn diesmal geben solle. Nach zahlreichen Versuchen
und Diskussionen mit der Engelschar entschloß er sich, mit einem regelmäßigen n-Eck am
Firmament die Strahlen so zu konstruieren, daß jede Ecke genau einen leuchtenden Strahl
entließ. Um aber die Vollständigkeit des Herrn augenfällig werden zu lassen, nahm er die von
den Strahlen erzeugten Kegel in ihrer Fülle hinzu. Eigentlich hatte er für n die Zahl der Apostel
wählen wollen; auf Grund der aktuellen politischen Diskussionen entschloß er sich aber, die
Anzahl der Stämme Israels zu wählen. Der neueste Sparerlass zwang ihn jedoch dann, die Zahl
seufzend zu halbieren. Das Ergebnis erzürnte heftigst den Rat der torischen Varietäten, dessen
Lobby in den letzten Jahren enorm an Einfluß gewonnen hatte. So drückte Petrus letztendlich
doch ein regelmäßiges Achteck durch, wie man es dann in diesem Jahr bei aufmerksamem Blick
am Firmament bewundern konnte. Wir fragen uns:

i) Was hat die torischen Varietäten so erzürnt?

ii) Welche torische Varietät gehört denn nun zu derartigen Weihnachtssternen?

Aufgabe 5.13 Man beweise oder widerlege folgende Aussagen für Fächer ∆1 und ∆2:

i) Sind ∆1 und ∆2 kombinatorisch äquivalent, so sind sie auch als Fächer isomorph (gleiche
Fragestellung für vollständige Fächer).

ii) Sind ∆1 und ∆2 als Fächer isomorph, so sind sie auch kombinatorisch äquivalent.

iii) Sind ∆1 und ∆2 kombinatorisch äquivalent und ist ∆1 polytopisch, dann auch ∆2.

iv) Sind ∆1 und ∆2 kombinatorisch äquivalent und ist ∆1 vollständig, dann auch ∆2.

Aufgabe 5.14 Zu einem Fächer ∆ mit ∆max = ∆n heißt eine Funktion h: |∆| → IR eine

”
Trägerfunktion“, wenn sie auf jedem Kegel σ ∈ ∆max mit einer Linearform uσ ∈M überein-

stimmt. Man zeige: Ist ∆ vollständig, so ist

Kh := {u ∈ M IR; u ≥ h}

ein Polytop in M IR (für Aufgabe 5.15).

Aufgabe 5.15 Eine Trägerfunktion h = (uσ)u∈∆max heiße
”
streng konkav“, wenn für alle

σ ∈ ∆max gilt:

Für alle v /∈ σ ist h(v) < uσ(v) .
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Man zeige:

i) Ist K ein nicht leeres Polytop in M IR, dann ist

hK :N IR → IR, v 7→ min
u∈K

u(v)

eine streng konkave Trägerfunktion auf ∆K .

ii) Ist ∆ vollständig und h = (uσ)σ∈∆ eine streng konkave Trägerfunktion auf ∆, dann ist
∆ = ∆Kh

und ∆ damit ein polytopischer Fächer (Hinweis: Man zeige, daß uσ eine Ecke
von Kh ist).

iii) Für K und hK wie oben ist KhK
= K.

Aufgabe 5.16 Man untersuche auf direktem Wege (d.h. ohne Verwendung von Aufgabe 5.15)
die folgenden Fächer auf die Existenz einer streng konvexen Trägerfunktion:

i) den vollständigen Fächer im IR3, dessen Strahlen keg(±ei), i = 1, 2, 3 sind;

ii) den vollständigen Fächer, der zur Prismenunterteilung in Figur 5.7 gehört.

Aufgabe 5.17 Man zeige für die Schönhardtfigur F im IR3, die aus der Prismenzerlegung in
Figur 5.7 durch eine leichte Verdrehung des oberen Dreiecks entsteht:

i) F läßt sich nicht ohne Einfügung weiterer Eckpunkte triangulieren.

ii) Der von η(∂F ) im IR4 erzeugte Fächer ∆ hat als konvexe Hülle einen Fächer ∆̃ mit mehr
Kanten als ∆.



6. Ein-Parameter-Untergruppen und Charaktere

Ziel dieses Paragraphen ist es, die geometrische Bedeutung der Gitter N und M für die

Torusoperation zu verstehen.

Wir beginnen damit, in jeder affinen torischen Varietät Xσ einen mit xσ bezeich-

neten ausgezeichneten Punkt einzuführen. Ist σ volldimensional, so wird es sich dabei

um den einzigen Fixpunkt von Xσ handeln. Andernfalls ergibt sich in der kanonischen

Produktzerlegung Xσ
∼= Xσ′ × Tcodimσ aus (3.19.1) der Punkt (xσ′ , 1, . . . , 1), vgl.

Aufgabe 6.1.

6.1 Definition Zu jedem σ ∈ ∆ gehört ein
”
Fußpunkt“ xσ ∈ Xσ von Xσ; als Element

von Spec(C[Sσ]) ist er definiert durch

xσ(u) :=

{
1 für u ∈ σ⊥ ∩M
0 für u ∈ (σ∨ \ σ⊥) ∩M .

Der Fußpunkt xσ ist tatsächlich ein Monoidhomomorphismus: Für alle u, u′ ∈ Sσ
gilt nämlich

xσ(u+ u′) = 1 ⇐⇒ u+ u′ ∈ σ⊥ ⇐⇒ u, u′ ∈ σ⊥ ⇐⇒ xσ(u) = 1 = xσ(u
′) .

6.2 Beispiel Für m ≤ n und σ := keg(e1, . . . , em)⊕ o ⊂ Rn ist

xσ = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m

, 1, . . . , 1) ∈ Cm × (C∗)n−m = Xσ .

Für n = m = 2 ist die Zuordnung in Figur 6.1 abgebildet.
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Figur 6.1 Fußpunkte zu C2
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Aufgabe 6.1 Es seien σ ∈ ∆ und σ′ ∈ ∆′. Man zeige für die Fußpunkte:

i) xσ⊕σ′ = (xσ , xσ′).

ii) Ist σ volldimensional, so ist xσ gerade der einzige Fixpunkt von Xσ .

6.3 Bemerkung Für zwei Kegel σ, σ′ ∈ ∆ gilt

xσ ∈ Xσ′ ⇐⇒ σ ≺ σ′ .

Insbesondere ist jeder Kegel σ durch den Fußpunkt xσ charakterisierbar.

Beweis
”
⇐“ Ist σ ≺ σ′, so ist Sσ′ ⊂ Sσ und damit xσ|Sσ′ ∈ HomHgr(Sσ′ ,C) = Xσ′ .

”
⇒“ Ist σ ⊀ σ′, so ist zu zeigen, daß sich xσ nicht zu einem Monoidhomomorphis-

mus auf Sσ′ machen läßt. Zunächst ist τ := σ ∩ σ′ echte Seite von σ; man wähle ein

u ∈M ∩ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ gemäß 2.8, dann gilt

Sτ = Sσ + Z · u .

Also folgt x(u) 6= 0 für jedes x ∈ Xσ, das gleichzeitig in der Teilmenge Xτ liegt.

Andererseits ist σ⊥ nach 1.24 eine echte Seite von σ∨∩τ⊥, liegt also in dessen Rand und

enthält daher nicht das Element u. Damit folgt xσ(u) = 0. — Ist schließlich xσ = xσ′ ,

so folgt σ ≺ σ′ ≺ σ und damit σ = σ′.

6.4 Definition Ein Fächer ∆ heißt regulärer Fächer, falls alle Kegel σ in ∆ regulär

sind.

Für eine algebraische Varietät verwenden wir die Begriffe
”
regulär“,

”
glatt“,

”
sin-

gularitätenfrei“,
”
nicht singulär“,

”
ist Mannigfaltigkeit“ synonym.

6.5 Satz Eine torische VarietätX∆ ist genau dann regulär, wenn der zugehörige Fächer

∆ regulär ist.

Beweis Offensichtlich genügt es, den Seitenfächer eines jeden Kegels aus ∆ zu betrach-

ten. Darüber hinaus sei dieser Kegel als σ⊕ o ⊂ IRd× IRn−d mit dimσ = d dargestellt.

Dann ist Xσ⊕o
∼= Xσ × Tn−d, so daß wir d = n annehmen dürfen.

Die Richtung
”
⇐ “ wurde in Aufgabe 3.4 gezeigt.

”
⇒ “ DaXσ insbesondere im Fußpunkt xσ glatt ist, gilt mit dem lokalen maximalen

Ideal Xσ
mxσ für die Einbettungsdimension von Xσ in xσ:

dim(Xσ
mxσ/Xσ

m2
xσ ) = n.

Der Kern mxσ der Auswertungsabbildung

εxσ : C[Sσ]→ C, f 7→ f(xσ)

hat die Gestalt mxσ = C[S∗σ ] mit S∗σ := Sσ \ {0} = Sσ \ σ
⊥, weil σ volldimensional ist.

Bilden wir S∗σ + S∗σ in M , so folgt m2
xσ

= C[S∗σ + S∗σ ]. Da der kanonische Homomorphis-

mus mxσ/m
2
xσ → Xσ

mxσ/Xσ
m2
xσ ein Vektorraumisomorphismus ist ([AG, 8.6]), ergibt sich

insgesamt

n = dim(mxσ/m
2
xσ ) = #

(
S∗σ \ (S∗σ + S∗σ )

)
.
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Nun wird das Monoid Sσ von S∗σ \(S
∗
σ +S∗σ ) erzeugt. Denn andernfalls betrachte man eine

Linearform ℓ ∈ V ∗, die auf dem punktierten spitzen Kegel σ∨ \ 0 positiv ist, und wähle

unter allen u ∈ Sσ, die nicht von S∗σ \ (S∗σ + S∗σ ) erzeugt werden, eines mit minimalem

Wert ℓ(u). Dann ist u ∈ S∗σ + S∗σ , also existiert dort eine Zerlegung u = u1 + u2, wobei

etwa u1 nicht erzeugt wird. Nun widerspricht ℓ(u1) < ℓ(u) der Minimalität von ℓ(u).

Daher existieren n Vektoren, die Sσ über N, damit M = Sσ − Sσ über Z erzeugen

und damit eine Z-Basis von M sind. Insbesondere ist σ∨ regulär und damit auch σ.

6.6 Definition Eine Ein-Parameter-Untergruppe (1-PUG) von T ist ein Morphismus

λ: C∗ → T algebraischer Gruppen, ein Charakter von T ist ein Morphismus χ: T → C∗

algebraischer Gruppen.

Die Mengen

NT := {λ: C∗ → T; λ 1-PUG}

und

MT := X(T) := {χ: T→ C∗; χ Charakter}

werden vermöge punktweiser Multiplikation zu abelschen Gruppen.

Die Bezeichnungen werden durch folgende Beobachtung motiviert, die es uns gleich-

zeitig ermöglicht, die Gruppen NT bzw. MT als Ausgangsgitter für die Konstruktion

torischer Varietäten zu wählen:

6.7 Bemerkung Für den n-Torus T existieren kanonische Isomorphismen:

1) Zn → NT, v 7→
(
λv: z 7→ (zv1 , . . . , zvn)

)
,

2) Zn →MT, u 7→
(
χu: (t1, . . . , tn) 7→ tu1

1 · . . . · t
un
n

)
.

Weiterhin induziert die duale Paarung

〈 , 〉: Zn × Zn → Z, (v, u) 7→ 〈v, u〉 :=
n∑

j=1

ujvj

kanonisch eine duale Paarung zwischen MT und NT:

(6.7.1) 〈 , 〉:NT ×MT → Z, (λ, χ) 7→ a ,

wobei a durch die Beziehung (χ ◦ λ)(z) = za, z ∈ C∗ festgelegt ist. Dabei gilt:

(6.7.2) (χu ◦ λv)(z) = z〈v,u〉 .

Beweis Ersichtlich sind die Abbildungen in 1) und 2) injektive Gruppenhomomorphis-

men, deren Surjektivität zu verifizieren bleibt.

1) Für n = 1 können wir auf Aufgabe 3.7 i) verweisen. Für allgemeines n ist λ von

der Form λ = (λ1, . . . , λn) für geeignete λj ∈ Mor(C∗,C∗); jedes λj ist eindeutig von

der Form z 7→ zvj mit geeignetem vj ∈ Z. Daraus folgt die Behauptung.
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2) Mit den speziellen 1-PUGs

λej
: z 7→ (1, . . . , 1,

j

↓
z, 1, . . . , 1)

ergibt sich für χ ∈MT:

χ(t1, . . . , tn) = χ
( n∏

j=1

(1, . . . , 1, tj, 1, . . . , 1)
)

=

n∏

j=1

χ ◦ λej
(tj) ,

woraus die Surjektivität mit 3.7 1) folgt.

Damit erfüllt die (ersichtlich nicht entartete) Paarung (6.7.1) die Beziehung

(6.7.3) 〈χu, λv〉 = 〈v, u〉 ,

denn es gilt für jedes z ∈ C∗:

(6.7.2) (χu ◦ λv)(z) = χu(zv1 , . . . , zvn) =
n∏

j=1

zujvj = z〈v,u〉 .

Jedem Morphismus algebraischer Gruppen ϕ: Tn → Tm läßt sich umkehrbar ein-

deutig ein Gruppenhomomorphismus Φ: Zn → Zm zuordnen: Zunächst hat ϕ nach

6.7 mit eindeutig bestimmten uj ∈ Zn eine Darstellung ϕ = (χu1 , . . . , χum). Faßt

man die uj als Zeilen auf, so ist Φ in den kanonischen Gitterbasen durch die Matrix

(u1, . . . , um)t ∈ Zm×n gegeben.

6.8 Korollar Die Zuordnung T→ NT , ϕ 7→ Φ ist eine Äquivalenz von Kategorien.

Dem Gitter N in Rn hatten wir in (3.6.1) den n-Torus TN ∼= N ⊗Z C∗ zugeordnet.

Nunmehr haben wir gesehen, daß wir umgekehrt N als Gruppe der 1-PUGs von TN
interpretieren können. Aufgrund der Dualität MT = HomZ(NT,Z) gemäß 6.7 erhalten

wir eine entsprechende Interpretation für die Beziehung zwischen MT und T: 6.8 gibt

analog eine Antiäquivalenz zwischen T und MT, und M läßt sich als Charaktergruppe

von TM∗ interpretieren. In diesem Zusammenhang halten wir die Zuordnungsvorschrift

fest: Für u ∈M = Hom(T,C∗) haben wir die Identifikation

(6.8.1) M → X(TM∗), u 7→
(
χu: TM∗ → C∗, t 7→ χu(t) = t(u) = u(t)

)
.

Ein Fächermorphismus ϕ: (N,∆) → (N ′,∆′) induziert für die zugehörigen Tori

einen Morphismus ϕ∗: T→ T′ algebraischer Gruppen, vgl. 4.12; ferner gehört zu ϕ ein

Gitterhomomorphismus ϕ∗:M ′ →M . Damit folgt

6.9 Satz Es sei ϕ: (N,∆)→ (N ′,∆′) ein Fächermorphismus

1) Für alle u′ ∈M ′ kommutiert das Diagramm

T
ϕ∗
−→ T′

χϕ∗(u′) ց ւ χu′

C∗ .
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2) Für alle v ∈ N kommutiert das Diagramm

C∗
λv−→ T

λϕ(v) ց ւ ϕ∗

T′ .

Beweis 1) Es sei t ∈ T. Dann folgt aus den Eigenschaften dualer Abbildungen:

(χu
′

◦ ϕ∗)(t) = χu
′(
ϕ∗(t)

) (6.8.1)
=

(
ϕ∗(t)

)
(u′) = t

(
ϕ∗(u′)

) (6.8.1)
= χϕ

∗(u′)(t) .

2) Da die Charaktere aus MT′ die Punkte von T′ trennen, genügt es, für alle u′ ∈ M ′

die Beziehung χu
′

ϕ∗λv = χu
′

λϕ(v) zu zeigen. Für z ∈ C∗ folgt mit (6.7.2)

χu
′

ϕ∗λv(z) =
(
χu

′

ϕ∗)(λv(z)
)1)
=χϕ

∗(u′)
(
λv(z)

)
= z〈v,ϕ

∗(u′)〉= z〈ϕ(v),u′〉=
(
χu

′

λϕ(v)

)
(z).

Dies liefert uns einen Fortsetzungssatz für 1-PUGs und Charaktere:

6.10 Satz Es sei σ ein N -Kegel.

1) Für jedes v ∈ N sind äquivalent:

a) v ∈ σ,

b) λv besitzt eine Fortsetzung zu einem Morphismus λv: C→ Xσ;

c) λv läßt sich in der metrischen Topologie stetig zu λv: C→ Xσ fortsetzen.

2) Für jedes u ∈M sind äquivalent:

d) u ∈ σ∨;

e) χu besitzt eine Fortsetzung zu einer regulären Funktion χu:Xσ → C;

f) χu läßt sich in der metrischen Topologie stetig zu χu:Xσ → C fortsetzen.

Beweis d)⇒ e) ergibt sich aus der Gleichung O(Xσ) = C[Sσ], während e)⇒ f) daraus

folgt, daß jede reguläre Funktion in der metrischen Topologie stetig ist.

1) Jedes u ∈ Sσ definiert also eine reguläre Funktion χu ∈ C[Sσ] = O(Xσ). Ist

(u1, . . . , ur) ein Erzeugendensystem von Sσ, so gehört dazu nach (2.0.3) eine Einbettung

Xσ →֒ Cr. Damit existiert für v ∈ N genau dann eine Fortsetzung λv: C→ Xσ, wenn es

eine Fortsetzung λv: C→ Cr gibt. Dies ist äquivalent dazu, daß alle χu ◦ λv für u ∈ Sσ
regulär fortsetzbar sind. Nun gilt auf C∗ nach (6.7.2)

χu ◦ λv(z) = z〈v,u〉 .

Damit ist χu ◦λv genau dann (regulär bzw. stetig) in 0 ∈ C fortsetzbar, wenn 〈v, u〉 ≥ 0

gilt. Dies wiederum trifft nach dem Satz von Hahn-Banach 1.5 genau dann für alle

u ∈ Sσ zu, wenn v in σ liegt.

f) ⇒ d) Ist u /∈ σ∨, so existiert ein v ∈ σ ∩ N mit 〈v, u〉 < 0. Auf C∗ gilt wieder

die Beziehung (6.7.2), so daß lim
z→0

z〈v,u〉 nicht existiert. Andererseits läßt sich λv nach 1)

auf C fortsetzen, so daß lim
z→0

(χu ◦ λv)(z) doch existiert! Also folgt u ∈ σ∨.
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6.11 Korollar Für einen N -Kegel σ und ein v ∈ N gelten

1) v ∈ σ◦ ⇐⇒ lim
z→0

λv(z) = xσ.

2) Ist ϕ: (N, σ)→ (N ′, σ′) ein Kegelmorphismus mit ϕ(σ◦) ⊂ σ′◦, so ist ϕ∗(xσ) = xσ′ .

Beweis 1) Nach 6.10 existiert der betrachtete Grenzwert genau dann, wenn v in σ

liegt, was wir nunmehr voraussetzen. Nach 1.16 liegt v genau dann in σ◦, wenn

σ⊥ = σ∨ ∩ v⊥ = {u ∈ σ∨; 〈v, u〉 = 0}

gilt. Dies wiederum ist äquivalent zur Gültigkeit der Gleichung xσ(u) = lim
z→0

z〈v,u〉 für

alle u ∈ σ∨: Wir haben nämlich für u ∈ σ∨ ∩M

χu(xσ)
(6.8.1)

= xσ(u) =

{
1, u ∈ σ⊥

0 sonst,

sowie

(χu ◦ λv)(0)
(6.7.2)

= lim
z→0

z〈v,u〉 =
{

1, 〈v, u〉 = 0
0 sonst.

Da die Charaktere aus MT die Punkte von T trennen, ist schließlich λv(0) = xσ äqui-

valent dazu, daß die Beziehung χu
(
λv(0)

)
= χu(xσ) für alle u ∈ σ∨ gilt.

2) Man wähle ein v ∈ σ◦ und setze w := ϕ(v) ∈ σ′◦. Dann folgt aus 1):

ϕ∗(xσ) = ϕ∗
(
lim
z→0

λv(z)
)

= lim
z→0

ϕ∗λv(z) = lim
z→0

λϕ(v)(z) = lim
z→0

λw(z) = xσ′ .

Aufgabe 6.2 Für eine torische Varietät X∆ zeige man, daß sich eine 1-PUG λv genau dann
zu einem Morphismus λv: IP1 → X∆ fortsetzen läßt, wenn sowohl v als auch −v in |∆| liegen.

Führen wir der Bequemlichkeit halber die Bezeichnung ATV für folgende Kategorie

ein:

— Objekte sind die affinen (zusammenhängenden) normalen algebraischen Varietäten

U , auf denen ein gleichdimensionaler algebraischer Torus T mit einer dichten offenen

Bahn operiert,

— Morphismen ϕ:U → U ′ sind äquivariante Morphismen, die auf den offenen dichten

Bahnen Morphismen ϕ|T: T→ T′ algebraischer Gruppen induzieren.

6.12 Satz Die Kategorie der affinen torischen Varietäten und die Kategorie ATV sind

äquivalent.

Beweis Nach 3.5 ist jedes Xσ eine normale affine Varietät; sie enthält nach 3.18 eine

dichte T-Bahn. Morphismen ϕ:Xσ → Xσ′ sind gemäß 3.19 äquivariant und setzen den

Gruppenhomomorphismus ϕ:Xo → Xo′ fort.

Für die andere Richtung definieren wir einen Umkehrfunktor auf ATV mit Werten

in der Kategorie der Monoide, was nach 3.20 und 3.3 ausreicht. Betrachten wir dazu

zunächst für ein Objekt U aus ATV und den zugehörigen Torus T = TU die Menge

X(U) := {f ∈ C[U ]; f |T ∈ X(T)} .
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Die Einschränkungsabbildung X(U) → X(T) ist ersichtlich injektiv; damit läßt sich

X(U) als Teilmenge von X(T) interpretieren. Insbesondere hat jedes f ∈ X(U) die

Gestalt χm ∈ X(T). Weiter ist X(U) eine Unterhalbgruppe von X(T): Mit f, g ∈ X(U)

sind auch f, g ∈ C[U ] und f |T · g|T ∈ X(T). Setzt man bezüglich der Identifikation 6.7 2)

S := S(U) := {m ∈ Zn;χm ∈ X(U)} ,

so ist S eine Unterhalbgruppe von M := Zn ∼= X(T).

a) Wir zeigen nun C[U ] = C[S]. Nach Konstruktion gilt zunächst

⊕

s∈S

C · χs = C[S] ⊂ C[U ] .

Es bleibt zu verifizieren, daß diese Inklusion nicht echt ist. Jedes f ∈ C[U ] hat wegen

C[U ] ⊂ C[T] = C
[
X(T)

]
eine eindeutige Darstellung

(6.12.1) f =
∑

m∈M

amχ
m mit am ∈ C .

Nehmen wir an, die Inklusion sei doch echt, und wählen ein f ∈ C[U ] \ C[S] mit einer

minimalen Summandenzahl. Diese ist mindestens zwei: Wäre f von der Form amχ
m,

so läge χm in X(U) und f damit doch in C[S]. Wir erhalten offensichtlich einen Wi-

derspruch gegen die Minimalität, wenn in f ein Koeffizient am0
6= 0 mit χm0 ∈ C[U ]

auftritt, d.h., mit am0
χm0 ∈ C[S]. Wir finden so ein m0 wie folgt:

Die kommutative Gruppe T operiert auf C[T] und eingeschränkt analog auf C[U ]

durch

T× C[T]→ C[T], (t, g) 7→
(
tg:w 7→ g(tw)

)
.

Dabei ist C[U ] ein invarianter Teilraum von C[T]. Insbesondere gilt für jedes t ∈ T und

f mit der Darstellung gemäß (6.12.1) zunächst auf T und damit auch auf U :

tf(w) =
∑

amχ
m(tw) =

∑
amχ

m(t)χm(w) ,

i.e.,

tf =
∑(

amχ
m(t)

)
χm ∈ C[U ] .

Es sei nun P das sogenannte Newton-Polytop

(6.12.2) P := konv({m; am 6= 0}) ⊂ M ⊗Z IR

von f . Man wähle eine Ecke m0 ∈ P und eine Stützhyperebene v⊥ in M ⊗Z IR mit

v ∈ N , P ⊂ v∨ und P ∩ v⊥ = {m0}. Gemäß 6.7 entspricht v einer 1-PUG λv. Wir

erhalten damit für z ∈ C∗ und t := λv(z) aus (6.12.2):

λv(z)f =
∑(

amχ
m

(
λv(z)

))
χm

(6.7.2)
=

∑(
amz

〈v,m〉
)
χm ∈ C[U ]
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und folglich mit den positiven natürlichen Zahlen nm := 〈v,m−m0〉 für m ∈ P \ {m0}

z−〈v,m0〉λv(z)f =
∑(

amz
〈v,m〉−〈v,m0〉

)
χm = am0

χm0 +
∑

m 6=m0

(
amz

nm
)
χm ∈ C[U ] .

In C[T] ist der Grenzübergang für z → 0 durchführbar und liefert am0
χm0 ∈ C[T]; da

aber T ·f in einem endlichdimensionalen (und damit abgeschlossenen) Untervektorraum

von C[U ] liegt (vgl [AG, Aufgabe 11.7]), folgt am0
χm0 ∈ C[U ].

b) Es existiert für N := M∗ ein N -Kegel σ mit U = Xσ. Denn S = S(U) ist endlich

erzeugt, weil C[S] = C[U ] eine endlich erzeugte Algebra ist (vgl. den Beweis von 3.3).

Weiter ist S nach 3.2 saturiert, da U normal ist. Weil U rational ist, liefert Aufgabe 3.2

S − S = M −M = M , also ist S erzeugend, so daß S nach 2.13 von der gewünschten

Form S = Sσ ist. Insbesondere
”
ist“ damit jedes U aus ATV eine torische Varietät.

Kommen wir nun zu den Morphismen ϕ:U → U ′ in der Kategorie ATV: Dazu ist

ϕ∗ := X(ϕ): X(U ′)→ X(U), f 7→ f ◦ ϕ

ein Halbgruppenhomomorphismus, der von einem Homomorphismus X(T′) → X(T)

herrührt, weil ϕ nach Voraussetzung einen Gruppenhomomorphimus ϕ: T → T′ indu-

ziert; beide bestimmen sich wechselseitig. Die zugehörige Abbildung ϕ∗:M ′ →M erfüllt

ϕ(S′) ⊂ S: Für s′ ∈ S′ ist einerseits χs
′

∈ X(T′) und χϕ
∗(s′) ∈ X(T). Anders interpre-

tiert gilt aber nach a) auch χs
′

∈ C[U ′] und damit

χϕ
∗(s′) 6.9

= χs
′

◦ ϕ ∈ C[U ] ,

also ist ϕ∗(s′) ∈ S. Insgesamt induziert ϕ einen Morphismus in der Kategorie der

Halbgruppen

ϕ∗ := S(ϕ):S(U ′)→ S(U) .

Da S erzeugend ist, bestimmen sich schließlich ϕ und S(ϕ) wechselseitig; insbesondere

tritt jedes ϕ als Bild eines ψ mit ϕ∗ = ψ auf.

Zum Beweis von Theorem 4.19

Für den Nachweis, daß die Kategorien FAN und TOV äquivalent ist, muß im wesent-

lichen gezeigt werden, daß alle Objekte aus TOV (bis auf Isomorphie) tatsächlich von

einem Fächer herkommen und daß alle Morphismen in TOV torisch sind. Wir beginnen

mit den Objekten X aus TOV: Man setze V := IRdimX und N := NT gemäß 6.7. Der

Existenzbeweis für ∆ beruht entscheidend auf dem (vgl. [Su, Lemma 8, Cor. 2])

6.13 Satz von Sumihiro Jede normale T-Varietät besitzt eine offene Überdeckung

aus affinen T-invarianten Teilmengen.
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Aufgabe 6.3 Man zeige am Beispiel IP1/(0 ∼ ∞), daß die Voraussetzung
”
normal“ in 6.13

wesentlich ist.

Beweis des Theorems Jede offene affine T-invariante Teilmenge U von X aus TOV

ist nach 6.12 von der Form Xσ, der Durchschnitt solcher Xσ und Xσ′ als offener affiner

invarianter Teil von der Form Xτ = Xτ ′ , wobei wir im Kleinen Wörterbuch § 7 zeigen,

daß τ bzw. τ ′ Seite von σ bzw. σ′ ist. Nach 6.10 1) läßt sich N ∩σ in N und damit σ in

V wie folgt lokalisieren: Ein Punkt v ∈ N gehört genau dann zu σ, wenn eine reguläre

Fortsetzung λv: C→ Xσ existiert. Damit charakterisieren die Morphismen

λv: C→ Xτ = Xσ ∩Xσ′ = Xτ ′

einerseits die Punkte von τ ≺ σ, andererseits aber auch die Punkte von τ ′ ≺ σ′, so daß

τ = τ ′ gilt und σ und σ′ sich in dieser gemeinsamen Seite schneiden. Also fügen sich

die einzelnen Kegel zu einem Fächer ∆ mit X ∼= X(N,∆) zusammen.

Hinsichtlich der Morphismen ist zu zeigen: Ist f :X(N,∆) → X(N ′,∆′) ein Mor-

phismus in TOV, so existiert genau ein Fächermorphismus ϕ: (N,∆) → (N ′,∆′) mit

f = X(ϕ) = ϕ∗.

Dies ist zunächst einmal klar, was den Gitterhomomorphismus angeht: Nach 6.8

gehört zum Homomorphismus f |T: T→ T′ genau ein Homomorphismus ϕ:N → N ′ mit

ϕ∗ = f |T. Zu zeigen ist nur, daß ϕ auch ein Fächermorphismus ist. Dazu bleibt für jedes

σ ∈ ∆ ein σ′ ∈ ∆′ mit ϕ(σ◦) ⊂ σ′◦ zu finden (vgl. Aufgabe 4.5). Man wähle ein v ∈ σ◦;

nach 6.9 2) gilt für die 1-PUGs

λϕ(v) = f ◦ λv .

Gemäß 6.10 1) existiert zunächst

f
(
lim
z→0

λv(z)
)

= lim
z→0

λϕ(v)(z) .

Aus 6.11 1) folgt einerseits limz→0 λv(z) = xσ; analog ist limz→0 λϕ(v)(z) der Fußpunkt

xσ′ eines Kegels σ′ ∈ ∆′. Also liegt ϕ(v) in σ′◦. Dies trifft nun für alle v ∈ σ◦ in gleicher

Weise zu, also folgt ϕ(σ◦) ⊂ σ′◦.

Aufgabe 6.4 Ist G eine Zariski-abgeschlossene, echte algebraische Untergruppe des Torus T,
so existiert ein Charakter χ 6= 1 auf T mit χ|G = 1. Man zeige durch ein Beispiel, daß die
Bedingung

”
metrisch abgeschlossen“ dazu nicht ausreichend ist.

Kleines Wörterbuch § 6

Theorie in (V,N) torische Theorie

regulärer Kegel reguläre affine torische Varietät

regulärer Fächer reguläre torische Varietät



7. Die Bahnenzerlegung

Ziel dieses Paragraphen ist, zu zeigen, daß die Bahnen der Wirkung von T = TN auf X∆

eine Partition von X∆ liefern, wobei jede Bahn Bσ zu genau einem Kegel σ ∈ ∆ gehört.

Dazu haben wir die Kombinatorik der Bahnzerlegung zu untersuchen, was wesentlich

auf ein Studium der Fächertopologie von ∆ hinausläuft. Weiterhin soll gezeigt werden,

daß jeder Bahnabschluß wieder eine torische Varietät ist.

7.1 Bemerkung Die Zuordnung

ϑ: ∆ → X∆ := {Xσ; σ ∈ ∆}, σ 7→ Xσ

ist ein Ordnungsisomorphismus durchschnittsabgeschlossener Mengensysteme.

Beweis Die Abbildung ist eine inklusionserhaltende Surjektion, nach Aufgabe 4.1 ist

sie durchschnittsverträglich. Aus 6.3 folgt weiterhin, daß die Zuordnung injektiv ist:

Aus Xσ = Xσ′ ergibt sich σ ≺ σ′, und aus Analogiegründen gilt auch die umgekehrte

Seitenbeziehung.

Wir schieben zunächst einige allgemeine Bemerkungen zu endlichen durchschnitts-

abgeschlossenen Mengensystemen D von Teilmengen einer gemeinsamen Obermenge ein;

bezüglich Inklusion ist D partiell geordnet. Es bezeichne |D| :=
⋃
σ∈D σ die Trägermenge

von D, ferner sei B(D) die von D in |D| erzeugte Boolesche Algebra, die definitions-

gemäß von Durchschnitten, Vereinigungen und Differenzmengen von Elementen aus D

erzeugt wird. Unter dem
”
Kern von σ ∈ D“ verstehen wir

σ0 := σ \
⋃

σ 6⊂τ

τ ∈ B(D) .

Wir machen für das Folgende die vereinfachende Annahme:

(7.2.1) Für kein σ ∈ D ist der Kern σ0 leer.

7.2 Lemma Es sei ϑ: D → D′ ein Ordnungsisomorphismus zweier derartiger Men-

gensysteme, die (7.2.1) erfüllen. Dann gibt es genau einen Isomorphismus Boolescher

Algebren

B(ϑ): B(D)→ B(D′),

der ϑ fortsetzt, nämlich die Fortsetzung von σ0 7→
(
ϑ(σ)

)0
.
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Beweis Da B(D) von D erzeugt wird, läßt sich jedes Element σ ∈ B(D) eindeutig

in die disjunkte Vereinigung der Kerne aller τ ∈ D mit τ ⊂ σ zerlegen; also existiert

höchstens eine Fortsetzung. Andererseits wird durch die Zuordnung σ0 7→
(
ϑ(σ)

)0
der

jeweiligen
”
Atome“ ein Isomorphismus B(ϑ) definiert, denn für σ ∈ D existieren dis-

junkte Zerlegungen:

B(ϑ)(σ) = B(ϑ)(
⋃

τ⊂σ

τ0) =
⋃

ϑ(τ)⊂ϑ(σ)

ϑ(τ)0 =
⋃

τ ′⊂ϑ(σ)

(τ ′)0 = ϑ(σ) .

Insbesondere ist B(ϑ) eine Fortsetzung von ϑ.

7.3 Bemerkung Ohne die Voraussetzung (7.2.1) wäre 7.2 falsch: Aus der Obermenge

Z3
5) seien die Mengensysteme

D :=
{
{0}, {1}, {0, 1}

}
→ D′ :=

{
{0}, {1},Z3

}

mit der naheliegenden Zuordnung gegeben. Diese ist ein Isomorphismus, aber B(D) eine

echte Teilmenge von B(D′), in deren Komplement das Element {2} liegt.

Wenden wir Lemma 7.2 nun auf einen N -Fächer ∆ an. Für alle Kegel σ aus ∆

ist der Kern σ0 das relative Innere σ◦ = σ \
⋃

τ�σ

τ und damit nicht leer; also ist (7.2.1)

erfüllt. Man hat folgende Partitionen bezüglich ∆:

(7.2.2) |∆| =
⋃

σ∈∆

σ◦, B(∆) = {
⋃

σ∈M

σ◦; M ⊂ ∆}, σ =
⋃

τ≺σ

τ◦ .

Für jedes σ ∈ ∆ ist der Kern

(7.2.3) Bσ := Xσ \
⋃

τ�σ

Xτ ∈ B(X∆)

lokal abgeschlossen und nicht leer, denn nach 6.3 liegt xσ in Bσ. Als Konsequenz ergeben

sich zum Ordnungsisomorphismus aus 7.1 mit 7.2 disjunkte Zerlegungen

(7.2.4) X∆ =
⋃

σ∈∆

Bσ, B(X∆) =
{ ⋃

σ∈M

Bσ; M ⊂ ∆
}
, Xσ =

⋃

τ≺σ

Bτ ,

und mit den Bσ sind alle Elemente von B(X∆) konstruierbare Mengen in X∆.

7.4 Korollar Die Abbildung

ϑ: ∆ → X∆, σ 7→ Xσ

läßt sich auf genau eine Weise zu einem Isomorphismus B(∆) → B(X∆) Boolescher

Algebren fortsetzen, nämlich durch
⋃

σ∈M

σ◦ 7→
⋃

σ∈M

Bσ .

5) Mit Zm = Z/(m) bezeichnen wir die zyklische Gruppe der Ordnung m.
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Damit können wir die Wahl des Symbols Bσ als
”
Bahn“ zu σ rechtfertigen:

7.5 Satz Die Bahn von xσ in X∆ ist

Bσ = Xσ \
⋃

τ�σ

Xτ = T · xσ

und damit in Xσ abgeschlossen. Insbesondere ist X∆ =
⋃
· σ∈∆Bσ die Bahnenzerlegung

von X∆ und B(X∆) die Boolesche Algebra aller T-invarianten Teilmengen von X∆.

Beweis Die Inklusion
”
Bσ ⊃ T · xσ” ist trivial: Mit allen Xτ für τ ≺ σ ist auch Bσ

invariant unter T, und aus xσ ∈ Bσ folgt T · xσ ⊂ Bσ.

Zeigen wir nun
”
Bσ ⊂ T · xσ“: a) Für x ∈ Xσ und τ ≺ σ wollen wir in (7.5.1) ein

Kriterium dafür angeben, daß x in Xτ liegt. Folgende Situation liegt vor:

Xσ ∋ x: Sσ → C

∪ ∩

Xτ Sτ .

Also liegt x nach (3.13.1) genau dann in Xτ , wenn eine Fortsetzung x:Sτ → C von x

existiert. Ist u ∈ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ ∩M , so folgt Sτ = Sσ − Nu aus 2.8. Wir behaupten nun

für jedes u ∈ (σ∨ ∩ τ⊥)◦ ∩M :

(7.5.1) ∃ x ∈ Xτ ⇐⇒ x(u) 6= 0 .

Beweisen wir dies:
”
⇒“ Eine Fortsetzung x ∈ Xτ von x ist zusätzlich auf −u definiert,

also gilt wegen u ∈ Sσ

1 = x(u)x(−u) = x(u)x(−u), i.e., x(u) 6= 0 .

”
⇐“ Für ein beliebiges Element u1 − pu aus Sτ = Sσ − Nu setzen wir (zwangsläufig)

x(u1 − pu) := x(u1)x(u)
−p ;

es genügt offensichtlich zu zeigen, daß x wohldefiniert ist. Dazu sei u1 − pu = u2 − qu;

ist etwa p ≥ q, so gilt dann u1 = u2 + (p− q)u in Sσ und damit x(u1) = x(u2)x(u)
p−q,

also

x(u1)x(u)
−p = x(u2)x(u)

−q .

b) Nun sei x ∈ Bσ = Xσ \
⋃
τ�σXτ . Dann gilt für jedes u ∈ Sσ:

(7.5.2) x(u) ist

{
6= 0 für u ∈ σ⊥ ∩M ,
0 sonst.

Denn zunächst existiert gemäß (7.2.2) eine disjunkte Zerlegung

σ∨ =
⋃

τ≺σ

(σ∨ ∩ τ⊥)◦ = (σ⊥)◦ ∪
⋃

τ�σ

(σ∨ ∩ τ⊥)◦ ,



86 Kapitel II Polytopische Fächer, Bahnenzerlegung

die wegen (σ⊥)◦ = σ⊥ eine Zerlegung

Sσ = σ∨ ∩M = (σ⊥ ∩M) ∪
⋃

τ�σ

(σ∨ ∩ τ⊥)◦ ∩M

liefert. Für τ � σ folgt nach (7.5.1) aus x /∈ Xτ

x
(
(σ∨ ∩ τ⊥)◦ ∩M

)
= 0 ,

während x auf der Gruppe σ⊥ ∩M nicht den Wert 0 annehmen kann. Ähnlich verhält

sich definitionsgemäß xσ:

(7.5.3) xσ(u) =

{
1 für u ∈ σ⊥ ∩M ,
0 sonst.

Nun wählen wir eine Gitterzerlegung gemäß 2.20

(7.5.4) M = (σ⊥ ∩M)⊕M1

und definieren ein t aus T = Spec(C[M ]) durch

t :=

{
x auf σ⊥ ∩M ,
1 auf M1 .

Damit gilt ersichtlich x = t · xσ, i.e., x ∈ T · xσ.

Durch den Fußpunkt xσ von Xσ erhalten wir nach 7.5 mit Hilfe der Isotropiegruppe

Txσ
eine kanonische Darstellung der Bahn Bσ, die gleichzeitig ihre Dimension beschreibt:

7.6 Korollar Die Bahn von xσ in X∆ ist eine lokal abgeschlossene Menge in X∆, die

als algebraische Varietät regulär ist. Es gilt:

Bσ ∼= T/Txσ
= HomZ(σ⊥ ∩M,C∗) = (C∗)codimσ .

Beweis Als lokal abgeschlossene Teilmenge von X∆ ist Bσ eine algebraische Varietät.

Auf ihr operiert T transitiv, so daß Bσ in allen Punkten gleich aussieht. Daher ist Bσ
regulär. Für die Gruppenwirkung µ: T ×Xσ → Xσ ist µ(T × xσ) = T · xσ = Bσ. Dies

induziert auf dem Quotienten (vgl. [AG 11.17]) eine reguläre Bijektion T/Txσ
→ T · xσ;

sie ist nach Aufgabe 3.12 ein Isomorphismus, da Bσ insbesondere normal ist. Die Ele-

mente aus Txσ
sind nach (7.5.3) genau die x ∈ HomZ(M,C∗), die in der Zerlegung

(7.5.4) auf σ⊥ ∩M den Wert 1 annehmen.

Fassen wir nun die Eigenschaften der Bahnenzerlegung in einem Ergebnis zusam-

men, das es uns gestattet, die kombinatorische Struktur der Bahnenzerlegung von X∆

aus der von ∆ ablesen zu können, ohne Einzelheiten explizit ausrechnen zu müssen:

7.7 Satz Für σ ∈ ∆ gilt

1) Xσ =
⋃
· τ≺σBτ .
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2) Vσ := Bσ =
⋃
· γ≻σBγ =

⋃
· γ∈Stern(σ)Bγ in X∆.

3) Bσ = Xσ \
⋃

τ�σ

Xτ = Xσ \
⋃

γ�σ

Bγ = Vσ \
⋃

σ�γ

Vγ .

Beweis Aussage 1) wurde in (7.2.4) gezeigt, und 3) folgt durch Einsetzen der Darstel-

lungen aus 1) und 2).

Zu 2): Als invarianter Unterraum ist Vσ nach 7.5 eine disjunkte Vereinigung der

Form Vσ =
⋃
γ∈M Bγ mit einer geeigneten Teilmenge M von ∆. Zeigen wir zunächst,

daß jedes γ ∈ M notwendigerweise σ als Seite hat: Andernfalls liegt xσ ∈ Bσ = T · xσ
nach 6.3 nicht in Xγ, und damit ist Bσ ∩Xγ leer. Da Xγ offen ist, muß auch Vσ ∩Xγ

und damit Vσ ∩Bγ leer sein, so daß γ bei der Bildung von Vσ nicht auftritt. Insgesamt

ergibt sich Vσ ⊂
⋃
γ≻σ Bγ .

Für die umgekehrte Inklusion ist Bγ ⊂ Vσ für jedes γ ≻ σ zu zeigen. Dazu reicht

wegen der Invarianz von Vσ nach 7.5 der Nachweis von xγ ∈ Vσ. Somit fixieren wir

ein v ∈ γ◦ ∩ N , für dessen 1-PUG λv dann nach 6.11 der Grenzwert limz→0 λv(z)

existiert und mit xγ übereinstimmt. Folglich genügt es, in HomHgr(Sσ,C) die Gleichung

xγ = xγ · xσ nachzuweisen, denn dann folgt

xγ = xγ · xσ = lim
z→0

λv(z) · xσ ∈ T · xσ = Vσ .

Außerhalb von γ⊥∩M ist xγ = 0, die Gleichung xγ = xγ ·xσ also trivial; wegen γ⊥ ⊂ σ⊥

hat xσ auf γ⊥ wie xγ den Wert 1, also gilt die Gleichung dort ebenfalls.

Machen wir noch einmal explizit:

7.8 Korollar Die Zuordnung σ 7→ Bσ ist ein ordnungsumkehrender Isomorphismus

zwischen dem Verband ∆ und dem Verband der Bahnabschlüsse in X∆. Insbesondere

gilt

dimC Bσ = dimC Bσ = codim IR
V σ .

Schematisch ist der Zusammenhang für ein nicht vollständiges zweidimensionales

Beispiel in Figur 7.1 dargestellt.
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σ3
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Figur 7.1 Bahnenzerlegung schematisch dargestellt
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7.9 Beispiele 1) Dem Nullkegel o entspricht in jedem X∆ die
”
dicke Bahn“ Bo.

2) Den n-Kegeln entsprechen genau die Fixpunkte der Toruswirkung.

3) Ist ∆ = ∆1 ⊕ ∆2, so wirkt der Torus gemäß 3.19 in der äquivarianten Zerlegung

X∆ = X∆1
× X∆2

komponentenweise, also ist jede TN -Bahn in X∆ ein Produkt

von TNi
-Bahnen der Faktoren.

4) Es gilt C = Bo ∪ Be1 . Damit ist nach 3) jede Bahn in Cn durch eine eindeutig

bestimmte Teilmenge von {e1, . . . , en} gegeben. Genauer gilt (vgl. auch Figur 7.2):

Für N = Zn ⊂ IRn sei γ := keg(e1, . . . , en). Dann ist Sγ = Nf1 + . . . + Nfn und

Xγ = Cn. Es sei σ ≺ γ, dann ist

xσ(fi) =

{
1 für ei /∈ σ ,
0 für ei ∈ σ .

Da xσ(fi) die i-te Komponente von xσ beschreibt, folgt

Bσ = T · xσ = {x ∈ Cn; xi = 0 ⇐⇒ ei ∈ σ} ,

Vσ = {x ∈ Cn; xi = 0 für ei ∈ σ}.

ρ2

0
ρ1

γ

0× C∗

C∗ × 0

C∗ ×C∗
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Figur 7.2 Bahnenzerlegung und Abschlüsse zu C2

5) Für beliebiges M ⊂ ∆ ist die invariante Teilmenge B :=
⋃
σ∈MBσ nicht notwendig

eine algebraische Varietät (und damit nicht lokal abgeschlossen in X∆): Es sei etwa

∆ := S(γ) in den Bezeichnungen von 4) mit n = 2. Dann ist

B = Bo ∪ Bγ = (0, 0) ∪ C∗ ×C∗

keine Varietät.
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∆

e1

0

−e1

X∆

0

C∗

∞

Figur 7.3 Bahnenzerlegung von IP1

6) Für den Fächer ∆ in IR1 zur projektiven Geraden IP1 haben wir die in Figur 7.3

angegebene Zuordnung.

Aufgabe 7.1 Man bestimme die Bahnenzerlegung für

i) den projektiven Raum IPn,

ii) den projektiven quadratischen Kegel.

Aufgabe 7.2 Man zeige:

i) Ist σ ein wenigstens zweidimensionaler N -Kegel, so ist X∂σ nicht affin.

ii) Ist X∆ affin, so ist ∆ ein affiner Fächer.

In Form eines kleinen Wörterbuchs wollen wir nun einige Eigenschaften invarian-

ter Teilmengen Y =
⋃

σ∈M

Bσ von X∆ durch äquivalente Eigenschaften in B(∆), d.h.,

durch das zugehörige M ⊂ ∆ charakterisieren, wobei wir auf X∆ die Zariski-Topologie

verwenden:

Kleines Wörterbuch § 7

Das invariante Y in X∆ ist Die Teilmenge M = M(Y ) von ∆ ist

1) konstruierbar beliebig

2) Bahn einelementig: M = {σ} für ein σ ∈ ∆

3) abgeschlossen, irreduzibel Stern(σ) für ein σ ∈ ∆

3a) Primdivisor Stern(ρ) für einen Strahl ρ ∈ ∆1
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3b) Fixpunkt einelementig mit M = {σ} für ein σ ∈ ∆n

4) abgeschlossene Bahn einelementig mit M = {σ} für ein σ ∈ ∆max

5) abgeschlossen Vereinigung von Sternen von Kegeln

6) offen ein Teilfächer Λ

7) offen, affin Seitenfächer eines Kegels σ ∈ ∆

8) lokal abgeschlossen, irreduzibel Vereinigung von Intervallen mit gleichem An-
fangspunkt

9) abgeschlossen, affin, irreduzibel Stern eines Kegels, der in genau einem maxi-
malen Kegel liegt

10) lokal abgeschlossen, affin, irreduzibel ein Intervall {τ ≺ σ ≺ γ} ⊂ ∆

11) Sing(X∆) {σ;σ nicht regulärer Kegel}

12) (X∆)reg der Teilfächer ∆reg := {σ;σ regulärer Kegel}

In der Sprache der Fächertopologie bedeutet dies insbesondere eine Entsprechung

zwischen offen bzw. abgeschlossenen Mengen der beiden Seiten. Dies kann man weiter-

treiben: Für echte abgeschlossene Teilmengen Γ von ∆ führe man gemäß 3) den Begriff

einer irreduziblen Komponente ein als maximale Teilmenge, die Stern eines Kegels ist.

Dann gehört zu Γ eine eindeutige Zerlegung in irreduzible Komponenten, und diese

korrespondiert mit der Zerlegung auf der geometrischen Seite.

Beweis zum kleinen Wörterbuch 2) und damit 1) sind mit 7.5 evident.

3) Zu Stern(σ) gehört der Bahnabschluß Vσ, das als Abschluß der zusammenhängen-

den (glatten) Bahn Bσ irreduzibel ist. Ist umgekehrt Y =
⋃
σ∈M Bσ abgeschlossen, so

gilt Y =
⋃
σ∈M Bσ =

⋃
σ∈M Vσ; da Y irreduzibel ist, existiert ein σ0 mit Y = Vσ0

.

Nach 7.7 2) ist wiederum M der Stern von σ0. — Für einen Primdivisor kommt nach

7.8 noch die Bedingung codim Vσ = dimσ hinzu.

4) ist die Verbindung von 2) und 5).

5) Y ist genau dann abgeschlossen, wenn es von der Form Y =
⋃
σ∈M Vσ ist;

ersichtlich ist jedes Vσ invariant. Nach 7.7 2) dürfen wir annehmen, daß jedes σ ∈ M

minimal ist. Zu jedem solchen minimalen σ in M gehört daher genau eine irreduzible

Komponente Vσ von Y . Nach 3) ist damit Y eine Vereinigung von Sternen.

6) ist die komplementäre Aussage zu 5).

7) Für jedes σ ∈ ∆ ist Xσ ein offener affiner Unterraum von X∆. Ist umge-

kehrt Y nicht leer, affin und offen in X∆, so existiert nach 6) ein Teilfächer Λ mit

Y =
⋃
σ∈ΛXσ ◦⊂ X∆. Die Fächereinbettung Λ →֒ ∆ induziert nach 4.13 einen Isomor-

phismus von XΛ auf Y . Also ist XΛ affin und damit nach Aufgabe 7.2 Seitenfächer eines

Kegels.

8) Ist M eine Vereinigung von Intervallen mit gleichem Anfangspunkt, dann erhält

man aus ∆ durch Tilgen jedes Kegels, der eine Seite in M hat, aber nicht zu M gehört,

einen Unterfächer Λ. Bezüglich Λ ist M ein Stern und liefert damit nach 3) eine abge-

schlossene irreduzible Menge in XΛ◦⊂X∆. — Für die Umkehrung zeigen wir zunächst,

daß sich Y als Vτ ∩ U mit einem τ ∈ ∆ und einer invarianten offenen Teilmenge U

von X∆ darstellbar ist: Mit Y ist auch der Abschluß Y invariant (und irreduzibel) und
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daher nach 3) von der Form Y = Vτ . Also gilt Y = Vτ ∩ U ′ für eine geeignete Teil-

menge U ′ ◦⊂ X∆. Da Y und Vτ invariant sind, gilt auch Y = Vτ ∩ (T · U ′), so daß wir

U := T · U ′ wählen können. — Nach 6) ist nun U = XΛ für ein Λ ≺ ∆. Andererseits

sind nach 3) nur solche γ ∈ Λ für M zulässig, die im Stern von τ liegen. Daher ergibt

sich M als Vereinigung aller Intervalle [τ, σ] mit σ ∈ Λmax, was gleichzeitig für ∆ eine

gültige Beschreibung ist.

9) Zunächst ist Stern(σ) nach 3) abgeschlossen und irreduzibel. Liegt σ nur in einem

maximalen Kegel γ, so stimmen die Sternbildung bezüglich ∆ und S(γ) überein. Dies

bedeutet Übereinstimmung von Vσ in X∆ und XS(γ), und mit XS(γ) ist auch Vσ affin.

Die Umkehrung wird in 7.16 gezeigt.

10) Der Übergang von
”
abgeschlossen“ zu

”
lokal abgeschlossen“ in 9) geschieht

nach 6) gerade dadurch, daß man den Fächer ∆ durch einen Teilfächer Λ ersetzt. Davon

wird die Irreduzibilität nicht berührt.

11) und 12) Nach 4.2 4) bilden die regulären Kegel in ∆ einen Teilfächer ∆reg.

Für σ ∈ M := ∆ \ ∆reg ist Xσ nach 6.5 singulär. Die damit nichtleere abgeschlossene

Teilmenge Sing(Xσ) von Xσ ist invariant, also Vereinigung von Bahnen; insbesondere

ist die kleinste in Xσ abgeschlossene Bahn T · xσ = Bσ = Xσ \
⋃
τ∈MXτ Teilmenge

von Sing(Xσ) und damit der Abschluß Vσ dieser Bahn in X∆ Teilmenge von Sing(X∆).

Insbesondere gilt Sing(X∆) =
⋃
τ∈M Bτ und X∆reg

= (X∆)reg.

Aufgabe 7.3 Man zeige, daß der Fächerraum ∆ auf kanonische Weise den Bahnenraum X∆/T
mit der Quotiententopologie beschreibt.

Damit ergibt sich für das Verhalten von Morphismen bei der Bahnenzerlegung:

7.10 Satz Es sei ϕ: (N,∆)→ (N ′,∆′) ein Fächermorphismus; ferner bezeichne σ′ ∈ ∆′

zu σ ∈ ∆ den eindeutig bestimmten Kegel mit ϕ(σ◦) ⊂ (σ′)◦. Dann gilt

1) ϕ∗(Bσ) = ϕ∗(T) · xσ′ ⊂ Bσ′ ,

2) ϕ∗(Xσ) ⊂ Xσ′ ,

3) ϕ∗(Vσ) ⊂ Vσ′ .

Beweis Aus ϕ∗(xσ) = xσ′ , vgl. 6.11, folgt zu 1) mit 7.5

ϕ∗(Bσ) = ϕ∗(T · xσ) = ϕ∗(T) · ϕ∗(xσ) = ϕ∗(T) · xσ′ ⊂ Bσ′ .

Für einen erneuten Beweis von 2) verwenden wir 7.7 1):

ϕ∗(Xσ) = ϕ∗(
⋃

τ≺σ

Bτ ) =
⋃

τ≺σ

ϕ∗(Bτ ) ⊂
⋃

τ ′≺σ′

Bτ ′ = Xσ′ ,

wobei sich die Inklusion wie folgt rechtfertigt: Aus ϕ(τ◦) ⊂ ϕ(τ) ⊂ ϕ(σ) ⊂ σ′ folgt, daß

ein τ ′ ≺ σ′ ∈ ∆′ existiert mit ϕ(τ◦) ⊂ τ ′ ≺ σ′. — Schließlich gilt für 3):

ϕ∗(Vσ) = ϕ∗(Bσ) ⊂ ϕ∗(Bσ) ⊂ Bσ′ = Vσ′ .
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7.11 Beispiel Für n = 2 seien

ρi := keg(ei), ρ := keg(e1 + e2), σi := keg(ρ, ρi) und σ := σ1 ∪ σ2 .

Die Abbildung id IR2 induziert einen Fächermorphismus

ϕ: S(σ1, σ2)→ S(σ) ,

dessen zugehöriger Morphismus ϕ∗:XS(σ1,σ2) → XS(σ) in Figur 7.4 dargestellt ist. Man

sieht, daß die Kurve Vρ auf einen Punkt zusammengezogen wird; man spricht vom

”
Niederblasen einer Kurve“. In 8.2 werden wir zeigen, daß es sich in der Tat um den

umgekehrten Vorgang zum Aufblasen eines Punktes handelt.

ρ2 σ2 ρ ρ2

σ

σ1

o
ρ1

o
ρ1

Bρ1 Bρ1Bσ1

Bρ

Bσ2

Bσ

Bo BoBρ2

Bρ2
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Figur 7.4 Bahnverhalten beim Niederblasen einer Kurve

Wir kommen nun zu einer genaueren Untersuchung der Bahnabschlüsse Vτ , wozu

wir einen
”
Quotientenfächer“ ∆/τ einführen wollen. Für τ ∈ ∆ setzen wir dazu

Nτ := N ∩ lin τ, N/τ := N/Nτ .

Letzteres ist nach 2.20 ein Gitter in IRcodim τ . Es seien

π:N → N/τ bzw. N ⊗Z IR→ N/τ ⊗Z IR
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die kanonischen Restklassenabbildungen, und zum Unterverband Stern(τ) von ∆ be-

zeichne

∆/τ :=
{
π(σ) =: σ; σ ∈ Stern(τ)

}
.

7.12 Beispiel Für τ := keg(en) ∈ ∆ := S
(
keg(e1, . . . , en)

)
sowie N = Zn ⊂ IRn = V

ist

Nτ = 0× Z, N/τ = Zn−1 × 0, ∆/τ ∼= S
(
keg(e1, . . . , en−1)

)
.

7.13 Lemma ∆/τ ist ein N/τ -Fächer, und π: (N,∆) →
(
N/τ,∆/τ

)
ist ein Fächer-

morphismus, der einen Verbandsisomorphismus

πτ : Stern(τ) → ∆/τ

mit codimN/τ IR
σ = codimNIR

σ induziert.

Beweis a) πτ ist mit der Seitenrelation
”
≺“ verträglich: Aus τ ≺ σ ≺ γ ist σ ≺ γ

nachzuweisen. Schneidet u ∈ γ∨ die Seite σ aus γ aus, so ist u auf τ die Nullform,

also auch auf lin(τ). Damit existiert eine Linearform u′ auf NIR/ lin(τ) mit u = u′ ◦ πτ .

Ersichtlich liegt u′ in γ∨ und schneidet σ aus γ aus.

b) ∆/τ ist seitenabgeschlossen: Nach Konstruktion ist πτ surjektiv. Ist γ ∈ Stern(τ)

und σ′ Seite von γ, so ist ein σ ∈ Stern(τ) mit σ′ = σ zu finden. Wird σ′ aus γ durch

u′ ∈ γ∨ herausgeschnitten, dann schneidet u := u′ ◦ πτ ∈ γ
∨ eine Seite σ aus γ heraus.

Ersichtlich liegt σ in Stern(τ) und nach dem Beweis von a) gilt σ′ = σ.

c) πτ ist durchschnittsverträglich: Da Stern(σ) durchschnittsabgeschlossen ist, ist

für σ1, σ2 ∈ Stern(τ) noch der Nachweis von σ1 ∩ σ2 = σ1 ∩ σ2 zu führen. Dazu genügt

es nach a) offensichtlich, σ1∩σ2 ⊂ σ1 ∩ σ2 zu zeigen. Ist v′ = πτv1 = πτv2 ∈ σ1∩σ2, so

existiert ein w ∈ lin τ mit v1 − v2 = w; nach Addition eines (unerheblichen) Elementes

aus τ zu v1 sei ohne Einschränkung w ∈ τ . Also gilt

σ1 ∋ v1 = v2 + w ∈ σ2, folglich v′ ∈ πτ (σ1 ∩ σ2) .

d) codimNIR
σ = codimN/τ IR

σ ergibt sich als Differenz der beiden Gleichungen

dimNIR = dimN/τ IR + dimkerπτ

dimσ = dimπτσ + dimkerπτ .

e) ∆/τ ist ein N/τ -Fächer und π damit nach Konstruktion ein Fächermorphismus:

Ersichtlich ist jedes σ ein N/τ -Kegel in N/τ IR; er ist spitz, denn aus τ ≺ σ folgt nach a),

daß o = τ Seite von σ ist. Zwei Kegel in ∆/τ schneiden sich genau in einer gemeinsamen

Seite, denn nach b), c) und a) gilt

σ1 ∩ σ2 = σ1 ∩ σ2 ≺ σ1 .

f) πτ ist injektiv und damit ein Ordnungsisomorphismus: Es sei σ = σ′; für den

Nachweis von σ = σ′ genügt es, ganz allgemein zu zeigen: Ist σ ≺ γ, so ist σ ≺ γ. In der
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Tat folgt aus σ ≺ γ, daß σ ∩ γ = σ ∩ γ = σ und damit codimσ ∩ γ = codimσ gelten.

Aus γ ∩ σ ⊂ σ folgt somit σ ∩ γ = σ. Damit ist σ Seite von γ. Dies impliziert nach d)

die Injektivität von πτ ; nach c) ist πτ dann auch ein Ordnungsisomorphismus.

Dem Quotientenfächer ∆/τ im Quotientengitter N/τ zu τ ∈ ∆ läßt sich nun die

torische Varietät

X∆/τ :=
(
T(τ),V(τ)

)
:= X

(
N/τ,∆/τ

)

zuordnen. Dabei seien

π∗:M(τ) : = HomZ(N/τ,Z) = M ∩ τ⊥ →֒M, u′ 7→ u′ ◦ π ,

T(τ) : = HomZ(M(τ),C∗), π∗ : T→→ T(τ), t 7→ t|M(τ) .

Wir können nun den Bahnabschluß Vτ von Bτ als torische Varietät beschreiben, wobei

xo wieder den Fußpunkt der dicken Bahn von V(τ) bezeichne und V(τ) mit der durch

die kanonische Projektion T→→ T(τ) induzierten T-Struktur betrachtet werde:

7.14 Satz 1) Zu jedem τ ∈ ∆ gibt es genau einen äquivarianten Morphismus

ı: V(τ)→ X∆

mit der Eigenschaft ı(xo) = xτ .

2) Der Morphismus ı induziert einen Isomorphismus algebraischer Varietäten

V(τ)
∼=
−→ Vτ ,

der damit Vτ zu einer torischen Varietät macht; für alle σ aus Stern(τ) gelten die

Beziehungen:

ı(Bσ) = Bσ, ı(Vσ) = Vσ, ı−1(Xσ) = Xσ .

Beweis Wir erinnern daran, daß der Fußpunkt xτ = xo ∈ V(τ) dem Einselement in

T(τ) ◦⊂ V(τ) entspricht. Man fixiere einen Schnitt ıτ : T(τ) ∼= T(τ)× 1 →֒ T von π∗.

1) Die Eindeutigkeit von ı braucht nur auf T(τ) = π∗(T) gezeigt zu werden. Dort

gilt wegen der Äquivarianz von ı für alle t ∈ T

ı
(
π∗(t)

)
= ı

(
π∗(t) · xo

)
= t · ı(xo) = t · xτ .

Die Existenz verifizieren wir zunächst auf affinen Karten zu den σ ∈ Stern(τ). Zur

Inklusion M(τ) →֒M gehört eine Inklusion M(τ)∩σ∨ = M(τ)∩ (σ∨ ∩ τ⊥) →֒M ∩σ∨,

und damit folgt für Sσ = M ∩ σ∨:

(7.14.1) Sσ = M(τ) ∩ σ∨ = M ∩ τ⊥ ∩ σ∨ = Sσ ∩ τ
⊥ ⊂ Sσ .

Damit existiert ein wohldefinierter surjektiver Algebrahomomorphismus

(7.14.2) C[Sσ]→ C[Sσ], χu 7→

{
χu, falls u ∈ Sσ ,
0, falls u ∈ Sσ \ Sσ .
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Er induziert eine (abgeschlossene) Einbettung

ıσ:Xσ →֒ Xσ, x 7→
[
ıσ(x): u 7→

{
x(u) für u ∈ Sσ ,
0 sonst

]
,

und aus (7.14.1) folgt wegen σ⊥ ⊂ τ⊥ durch Einsetzen zunächst

(7.14.3) ıσ(xσ) = xσ

und damit insbesondere ıτ (xo) = xτ ; andererseits ist für t ∈ T

(7.14.4) ıσ
(
π∗(t) · x

)
= ıσ(t|M(τ) · x) = t · ıσ(x)

und ıσ folglich eine äquivariante Abbildung bezüglich der Inklusion

T(τ) ∼= T(τ)× 1 →֒ T .

Die einzelnen ıσ sind miteinander verträglich: Für τ ≺ σ ≺ γ kommutiert das Seiten-

diagramm
Xσ

ıσ−→ Xσ x 7−→ y

↓ ↓ ↓ ↓

Xγ
ıγ
−→ Xγ x|Sγ

7−→ y|Sγ
,

denn es gilt für y = ıσ(x) mit x ∈ Xσ ersichtlich x = y|Sσ
und

(
y|Sσ

)∣∣
Sγ

= (y|Sγ
)
∣∣
Sγ
.

Damit gibt es nach 4.3 den gesuchten Varietätenmorphismus

ı: V(τ) →
⋃

σ∈Stern(τ)

Xσ ◦⊂ X∆

mit ı|Xσ
= ıσ. Er erfüllt die Bedingungen aus 1): Einerseits ist wegen xo = xτ auch

ı(xo) = ıτ (xτ ) = xτ . Andererseits ist ı mit den Einschränkungen ıσ äquivariant: Es liege

x ∈ V(τ) etwa in Xσ, dann ist für t ∈ T

ı(π∗(t) · x) = ıσ(π∗(t) · x)
(7.14.4)

= t · ıσ(x) = t · ı(x) .

2) Aus (7.14.3) und der Äquivarianz folgt für σ ∈ Stern(τ):

ı(Bσ) = ı(T
(
τ) · xσ

)
= T · ı(xσ) = T · xσ = Bσ .

Insbesondere schneiden genau die Bσ mit σ ∈ Stern(τ) das Bild von ı. Damit ergibt sich

nach 7.7 für den Abschluß

ı(Vσ) = ı(
⋃

σ≺γ

Bγ) =
⋃

σ≺γ

Bγ = Vσ .
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Schließlich gilt wiederum nach 7.7

ı−1(Xσ) = ı−1(
⋃

γ≺σ

Bγ) =
⋃

γ≺σ

ı−1(Bγ) =
⋃

τ≺γ≺σ

Bγ = Xσ .

Berücksichtigt man Vτ = Bo = V(τ), so ist damit ı
(
V(τ)

)
= Vτ . Es bleibt zu verifi-

zieren, daß ı eine Einbettung ist. Da (Xσ)σ∈Stern(τ) eine affine offene Überdeckung von⋃

τ≺σ

Xσ und jedes Xσ = ı−1(Xσ) affin ist, läßt sich das Einbettungskriterium [AG 3.36]

anwenden. Dazu ist nur für jedes σ ∈ Stern(τ) die Surjektivität von ı∗σ zu zeigen; diese

ergab sich in (7.14.2) aus der Konstruktion in 1).

7.15 Beispiel Der Abschluß einer eindimensionalen Bahn ist stets eine singularitäten-

freie Varietät, nämlich C∗,C oder IP1.

Für den Abschluß des Beweises von 9) im Kleinen Wörterbuch benötigen wir noch

folgenden

7.16 Hilfssatz Ist die abgeschlossene Untervarietät Y →֒ X∆ invariant, affin und

irreduzibel, so hat ihre Bahnenzerlegung die Form Y =
⋃
σ∈Stern(τ) Bσ für einen Kegel

τ , der in genau einem maximalen Kegel von ∆ enthalten ist.

Beweis Nach Punkt 3) des Kleinen Wörterbuchs ist M = M(Y ) von der Form Stern(τ),

und damit gilt Y = Vτ . Gemäß 7.14 ist Y mit der torischen Varietät X∆/τ identifizier-

bar. Gilt nun τ ≺ γ ∈ ∆max, so ist γ := πτ (γ) in den Bezeichnungen von 7.13 ein

maximaler Kegel in ∆/τ . Mit Y ist der Fächer ∆/τ nach Aufgabe 7.2 affin, also ∆/τ

der Seitenkegel von γ, was γ und nach 7.13 damit auch γ eindeutig bestimmt.

Aufgabe 7.4 Es seien ϕ: (N ′,∆′) → (N,∆) ein Fächermorphismus und A →֒ X∆′ eine irre-
duzible algebraische Untervarietät. Man zeige, daß ein eindeutig bestimmtes σ ∈ ∆ existiert,
für das ϕ einen Morphismus

ϕ∗:A → Vσ

mit T(σ) ∩ ϕ∗(A) 6= ∅ induziert (für 8.3).

Aufgabe 7.5 Es seien X = X(N,∆) eine torische Varietät sowie λv zu v ∈ N eine 1-PUG.

i) Man definiere mittels λv auf natürliche Weise eine C∗-Wirkung auf X∆.

ii) Man zeige, daß die Fixpunktmenge Fixλv dieser Wirkung die Vereinigung der Bahnab-
schlüsse Vτ aller Kegel minimaler Dimension τ ∈ ∆ mit v ∈ lin τ ist.

iii) Man identifiziere für affines ∆ = S(σ) und v ∈ σ den (affinen) Quotienten X∆/λv(C
∗)

mit der torischen Varietät X∆/τ , wobei τ ∈ ∆ der durch v ∈ τ◦ bestimmte Kegel sei.



Kapitel III

Eigentliche Morphismen und Singularitätenauflösung

Wir kommen nun zu einer einfachen Charakterisierung eigentlicher Morphismen zwi-

schen torischen Varietäten. Anschließend gehen wir genauer auf die Dimension 2 ein;

insbesondere beschäftigen wir uns mit der Singularitätenauflösung.

8. Eigentliche Morphismen

Eigentliche Morphismen sind in der algebraischen Geometrie einerseits besonders gut zu

behandeln, andererseits sind sie etwa bei der Auflösung von Singularitäten ein zentraler

Begriff. Wir wollen daher solche Abbildungen in der Kategorie torischer Varietäten

durch Fächerdaten charakterisieren. Dazu zunächst eine Erinnerung (vgl. [AG, § 9]):

Ein Morphismus ϕ:X → Y algebraischer Varietäten heißt eigentlicher Morphismus,

wenn für jeden Raum ϕ′:X ′ → Y über Y die zugehörige Projektion

πX′ :X ×Y X
′ → X ′

abgeschlossen ist. Diese Eigenschaft ist äquivalent (vgl. [AG, 9.8]) zur

8.1 Kurvenfortsetzungseigenschaft Gegeben seien ein Punkt a in einer regulären

Kurve C und für C∗ := C \{a} ein Morphismus α:C∗ → X algebraischer Varietäten, so

daß ϕ◦α:C∗ → Y regulär auf C fortsetzbar ist. Dann existiert eine reguläre Fortsetzung

α:C → X .

Dabei genügt es natürlich, affine zusammenhängende Kurven C zu betrachten.

Analysieren wir zunächst ein

8.2 Beispiel Es seien N = Z2 ⊂ R2 = V und ∆ = S
(
keg(e1, e2)

)
sowie

∆1 = S
(
keg(e1, e1 + e2)

)
, ∆′ = S

(
keg(e1, e1 + e2), keg(e1 + e2, e2)

)
.

Dann gehört zu id IR2 ein Fächermorphismus ϕ: ∆′ → ∆ und dazu eine eigentliche

Abbildung X(ϕ), nämlich das Niederblasen einer Kurve Ĉ2 → C2 in Ĉ2, während zu

ϕ1: ∆1 → ∆ eine nichteigentliche Abbildung X(ϕ1): C
2 → C2 gehört.

Beweis Für σi := keg(ei, e1 +e2) gilt σ∨1 = keg(f2, f1−f2), σ
∨
2 = keg(f1, f2−f1), also

Aσ1
= C[T1/T2, T2] ⊂ C[M ] ⊃ C[T1, T2/T1] = Aσ2

.
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Die Koordinatentransformation T1 7→ T1, T2 7→ T1T2 in C[M ] liefert Darstellungen

Aσ1
= C[T−1

2 , T1T2] und Aσ2
= C[T1, T2]

und damit eine übliche Beschreibung für die Konstruktion von Ĉ2 = C2 ∪C2; dabei ist

Vσ1∩σ2
= IP1.

Der Morphismus X(ϕ1) ist nicht eigentlich, da seine Fasern nicht vollständig sind(
vgl. [AG, 9.5 1)]

)
: Mit der Fächerinklusion : ∆1 →֒ ∆′ existiert eine kanonische Fak-

torisierung

X(ϕ1) : X∆1

X()
−→ X∆′

X(ϕ)
−→ X∆

‖ ‖ ‖

C2 Ĉ2 C2

∪ ∪ ∪

C −→ P1 −→ 0 ,

d.h.
(
X(ϕ1)

)−1
(0) = C = Vσ1∩σ2

\ Bσ2
ist nicht vollständig.

Es sei nun ϕ: (N ′,∆′)→ (N,∆) ein Fächermorphismus. Stets gilt |∆′| ⊂ ϕ−1
R (|∆|).

8.3 Theorem Der Morphismus X(ϕ):X∆′ → X∆ ist genau dann ein eigentlicher

Morphismus, wenn |∆′| = ϕ−1
R (|∆|) gilt.

8.4 Korollar Eine torische Varietät X∆ ist genau dann vollständig, wenn der Fächer

∆ vollständig ist, also |∆| = V gilt.

Beweis Gemäß [AG 9.4 1)] ist X∆ genau dann vollständig, wenn der konstante Mor-

phismus X∆ → 0 eigentlich ist. Diese Abbildung wird vom Fächermorphismus

(Zn,∆)→ (Z0, IR0)

induziert. Damit folgt aus 8.3 die Behauptung.

Beweis von 8.3
”
⇒“ Ist |∆′| $ ϕ−1

R (|∆|), so wähle man ein v ∈ N ′ aus der Differenz-

menge. Nach 6.10 1) existiert eine (eindeutige) Fortsetzung von X(ϕ) ◦ λv: C
∗ → X∆

auf C, weil X(ϕ) ◦ λv = λϕ(v) gemäß 6.9 gilt und ϕ(v) in |∆| liegt. Da ϕ eigentlich ist,

existiert zur 1-PUG λv:C
∗ → X∆′ eine eindeutige Fortsetzung λv: C→ X∆′ . Dies ist je-

doch nicht möglich: Zu ρ := R≥0 ·v gehört ein N ′-Oberfächer ∆′′ := ∆′∪{ρ} von ∆′, auf

den sich ϕ als Fächermorphismus ϕ: (N ′,∆′′)→ (N,∆) fortsetzt. Aus v ∈ |∆′′| folgt die

(eindeutige) Existenz einer Fortsetzung λv: C→ X∆′′ = X∆′

⋃
· Bρ mit λv(0) = xρ ∈ Bρ

nach 6.11; aus λv(0) = λv(0) = xρ folgt λv(0) /∈ X∆′ .

”
⇐“ Es seien C eine zusammenhängende glatte Kurve, a ∈ C und C∗ := C \ {a}.

Gegeben sei ein kommutatives Diagramm

C∗
α
−→ X∆′

∩
yX(ϕ)

C
γ
−→ X∆ ;
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wir haben dazu eine Fortsetzung α:C → X∆′ zu finden.

Dies ist einfach für Einparameter-Untergruppen: Es seien C = C, a = 0 und

α = λv: C
∗ → T′ ◦⊂ X∆′ für ein v ∈ N ′. Dann läßt sich 6.10 1) verwenden: Aus

γ = X(ϕ) ◦ α = λϕ(v) folgt ϕ(v) ∈ |∆|, also v ∈ ϕ−1
IR (|∆|) = |∆′|, und damit existiert α.

Im allgemeinen ist jedoch C keine torische Varietät und damit α erst recht kein

torischer Morphismus. Dann gehen wir folgendermaßen vor: Wir wählen ein σ ∈ ∆ mit

γ(a) ∈ Xσ. Nach geeigneter Verkleinerung von C und X∆′ sei ohne Einschränkung

X∆ = Xσ. Nunmehr wählen wir gemäß Aufgabe 7.4 X∆′ und C so klein, daß α(C∗)∩T′

nicht leer und C affin ist; insbesondere ist α−1(T′) ◦⊂ C∗ nicht leer. Wir erhalten ein

kommutatives Diagramm

C∗
α
−→ T′ ◦⊂ X∆′

∩
yX(ϕ)

yX(ϕ)

C
γ
−→ Xσ = Xσ .

Dazu haben wir einen Kegel τ ∈ ∆′ zu finden, der ein kommutatives Diagramm

C∗ ⊂ C = Cyα
yδ

yγ

T′ ⊂ Xτ
X(ϕ)
−→ Xσ

liefert. Wir analysieren die duale Situation mit der Abbildung ϕ∗:M → M ′ und der

durch den Hauptdivisor a in C gegebenen diskreten Bewertung βa:

C[σ∨ ∩M ] = O(Xσ) −→ COa
βa
−→ N ∪ {∞}yϕ∗ ∩ ∩

C[M ′] = O(T′) −→ R(C)
βa
−→ Z ∪ {∞}

∪ ∪

M ′
v
−→ Z .

Dabei ist v ∈ Hom(M ′,Z) = N ′. Für ϕ∗:N
′ → N folgt aus βa(COa) ≥ 0

ϕ∗(v)|σ∨ = v ◦ ϕ∗|σ∨ ≥ 0 ;

damit ist ϕ∗(v) ∈ σ
∨∨ = σ. Aus ϕ−1

R (|∆|) = |∆′| folgt die Existenz eines τ ∈ ∆′ mit

ϕ∗(τ) ⊂ σ und v ∈ τ ; insbesondere gilt v|τ∨ ≥ 0. Wir erhalten eine Faktorisierung

ϕ∗:O(Xσ)→ O(Xτ ) ⊂ O(T′), und wegen v|τ∨ ≥ 0 weiterhin eine Faktorisierung

α∗:O(Xτ)→ COa ∩ CO(C∗) = O(C) ⊂ R(X) .

Nach dem Antiäquivalenzsatz für affine Varietäten gehört zum ersten Teil ein Morphis-

mus C → Xτ ◦⊂ X∆′ , der α fortsetzt.
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Nach dem Satz von Nagata besitzt jede algebraische Varietät eine Vervollständi-

gung, ist also Zariski-offener dichter Teil einer vollständigen algebraischen Varietät. In

der torischen Kategorie ist ein derartiger Satz sehr viel einfacher zu beweisen. Wir

stützen uns dabei auf folgendes Resultat (vgl [Su, Th. 3]):

8.5 Satz von Sumihiro Jede normale algebraische T-Varietät ist äquivariant isomorph

zu einem Zariski-offenen invarianten Teil einer vollständigen normalen algebraischen T-

Varietät.

In Anbetracht des Äquivalenzsatzes 4.19 bedeutet dies für uns:

8.6 Korollar Jede torische Varietät X besitzt eine torische Kompaktifizierung X , d.h.,

X ist äquivariant isomorph zu einer invarianten offenen Untervarietät von X.

8.7 Korollar Jeder Fächer in V ist Teilfächer eines vollständigen Fächers in V .

Eine geometrisch interessante Verallgemeinerung ergibt sich wie folgt: Ein Fächer-

morphismus ϕ: (N ′,∆′) → (N,∆) und entsprechend der zugehörige torische Morphis-

mus X(ϕ):X ′ → X heißen
”
schwach eigentlich“, wenn er ϕ IR(|∆′|) = |∆| erfüllt. Insbe-

sondere sind eigentliche Morphismen schwach eigentlich. Ein nichteigentliches Beispiel

wird etwa durch die Projektion (C2)∗ → C auf eine Komponente gegeben. Für eine

geometrische Charakterisierung benötigen wir folgenden Begriff: Ein torischer Morphis-

mus f :X ′ → X hat die
”
Kurvenüberdeckungseigenschaft“, wenn zu jeder algebraischen

Kurve C in X eine algebraische Kurve C′ in X ′ mit f(C′) = C existiert, so daß f |C′

endliche Fasern hat. In [AC, Prop. 2.1] wird nun gezeigt:

8.8 Satz Ein torischer Morphismus f :X ′ → X ist genau dann schwach eigentlich,

wenn er die Kurvenüberdeckungseigenschaft besitzt.

Aufgabe 8.1 Man zeige ohne Verwendung von Satz 8.3, daß ein Fächer ∆ genau dann
vollständig ist, wenn X∆ eine vollständige torische Varietät ist.

Aufgabe 8.2 Es seien v1, v2, v3 ∈ N = Z2 ⊂ IR2 = V drei verschiedene, in mathematisch po-
sitiver Orientierung angeordnete primitive Vektoren, für die keg(v1, v2) und keg(v2, v3) regulär
seien. Man zeige (für Aufgabe 8.3 und § 10):

i) Es existiert ein a ∈ Z mit v1 + v3 = av2.

ii) Ist v1 + v3 = av2 für ein a ∈ Z, so gilt das
”
Kontraktionskriterium“

keg(v1, v3) ist regulär ⇐⇒ a = ±1 .

Man erläutere die Bezeichnung
”
Kontraktionskriterium“.

Aufgabe 8.3 Für eine vollständige glatte torische Fläche X∆ mit k Fixpunkten zeige man
(für § 10):

i) Ist k = 3, so ist X∆ die projektive Ebene.

ii) Ist k = 4, so wird ∆ in geeigneten Koordinaten mit einem eindeutig bestimmten a ∈ N
von den Kantenvektoren

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1 + ae2, v4 = −e2
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erzeugt; der Fächer ∆ werde mit ∆a bezeichnet.

iii) IP2 entsteht aus X∆1
durch Niederblasen einer Kurve.

Kleines Wörterbuch § 8

Theorie in (V,N) torische Theorie

vollständiger Fächer vollständige torische Varietät

Vervollständigung eines Fächers Kompaktifizierung der torischen Varietät

ϕ: ∆′ → ∆ mit |∆′| = ϕ−1(|∆|) eigentliches ϕ∗:X∆′ → X∆

ϕ: ∆′ → ∆ mit |ϕ(∆′)| = (|∆|) schwach eigentliches ϕ∗:X∆′ → X∆



9. Simpliziale Fächer und Quotientensingularitäten

In diesem Paragraphen betrachten wir torische Varietäten, deren zugehörige Kegel oder

Fächer regulär oder mindestens simplizial sind. Die einem regulären Kegel σ zugeord-

nete affine torische Varietät Xσ ist glatt, vgl. 6.5; bei simplizialen Kegeln σ können

höchstens
”
milde“ Singularitäten, nämlich sogenannte

”
Quotientensingularitäten“ auf-

treten. Genauer werden wir in Satz 9.5 sehen, daß sich die zugehörige affine torische

Varietät Xσ in der Form

Xσ = (C∗)n−dimσ × (Cdimσ/G)

mit dem Quotienten der affinen Varietät Cdimσ nach der algebraischen Operation einer

endlichen Gruppe G schreiben läßt. Mit Hilfe von Beispiel 9.7 werden wir zeigen, daß

sich diese Aussage nicht auf den nicht-affinen Fall übertragen läßt.

Zunächst studieren wir die zweidimensionalen Kegel; diese sind offenbar immer

simplizial.

9.1 Lemma Es sei σ ein volldimensionaler N -Kegel in IR2. Dann existiert eine Gitter-

basis e1, e2 derart, daß σ = keg(e2, λe1−κe2) gilt, wobei λ und κ teilerfremde natürliche

Zahlen mit 0 ≤ κ < λ sind.

Beweis Wir wählen einen primitiven Gitterpunkt e2 auf einer Kante von σ und

ergänzen ihn durch einen Gitterpunkt ẽ1 zu einer Basis von N . Den einzigen primitiven

Gitterpunkt auf der anderen Kante von σ können wir dann in der Form λẽ1 − κ̃e2 mit

ganzen Zahlen λ und κ̃ schreiben. Wir können λ > 0 annehmen, indem wir gegebenen-

falls den Basisvektor ẽ1 durch −ẽ1 ersetzen. Durch Übergang zu e1 := ẽ1+αe2 erreichen

wir das Gewünschte, wobei die ganze Zahl α so zu wählen ist, daß 0 ≤ κ := κ̃+αλ < λ

gilt. Insbesondere sind λ und κ teilerfremd, da der Kantenvektor λe1−κe2 = λẽ1− κ̃e2
primitiv ist.

Wie kann also eine zweidimensionale affine torische Varietät Xσ aussehen? Der Fall

κ = 0 ist trivial: Da λ und κ teilerfremd sind, folgt λ = 1; also ist σ regulär und damit

Xσ = C2.

Für den Fall κ = 1 erinnern wir an folgendes: Die
”
projektive rationale Normalkurve

vom Grad λ“ wird durch die Einbettung

ρλ: IP1 →֒ IPλ, [u, v] 7→ [uλ, uλ−1v, . . . , uvλ−1, vλ]
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gegeben (vgl. [AG, 5.4]). Der affine Kegel C(Y) über einer projektiven Varietät Y →֒ IPλ
ist die Vereinigung der durch Y gegebenen komplexen Ursprungsgeraden im Cλ+1, d.h.

C(Y ) := π−1(Y ) ∪ {(0, . . . , 0)} →֒ Cλ+1

mit der kanonischen Projektion

π: (Cλ+1)∗ → IPλ, (x0, . . . , xλ) 7→ [x0, . . . , xλ] .

Für λ = 2 können wir uns das wie in Figur 9.1 vorstellen.

0
C3

C(Y )
IP2

Y

Figur 9.1 Projektive rationale Normalkurve vom Grad 2

Des weiteren benutzen wir die zur
”
Einheitswurzelgruppe“ Z/λZ isomorphe Gruppe von

Diagonalmatrizen

µλ := {ζI2; ζ ∈ C, ζλ = 1} ⊂ GL(2,C)

mit ihrer kanonischen Operation z 7→ ζz auf C2.

9.2 Beispiel In den Bezeichnungen von 9.1 erhalten wir für κ = 1 als affine Varietät

Xσ
∼= C

(
ρλ( IP1)

)
∼= C2/µλ .

Beweis 1) Für den Kegel σ = keg(e2, λe1 − e2) ergaben sich (vgl. 1.26, 2.7 und 3.8)

σ∨ = keg(f1, f1 + λf2) , Sσ = (f1 + jf2, j = 0, 1, . . . , λ)

sowie die assoziierte Algebra

Aσ = C[T1T
j
2 ; j = 0, 1, . . . , λ] ⊂ C[T1, T2] .
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Indem wir neue Unbestimmte U1 und U2 mit T1 =: Uλ1 und T2 =: U2/U1 einführen,

erhalten wir einen Isomorphismus

Aσ ∼= C[Uλ−j1 U j2 , j = 0, 1, . . . , λ] ⊂ C[U1, U2] ,

der für λ > 1 zu einer echten Inklusion führt. Der Koordinatenring des affinen Kegels

C
(
ρλ( IP1)

)
=

{
(zλ, zλ−1w, . . . , zwλ−1, wλ) ∈ Cλ+1; z, w ∈ C

}

über ρλ( IP1) ist offensichtlich isomorph zur Algebra Aσ, also gilt Xσ
∼= C

(
ρλ( IP1)

)
.

2) Die affin-algebraische Varietät Xσ läßt sich folgendermaßen als Quotient von C2

schreiben: Nach [AG, Beispiel 11.20] ist die C-Algebra

(
C[C2]

)µλ :=
{
f ∈ C[C2]; (g · f) := f ◦ g−1 = f für alle g ∈ µλ

}

der µλ-invarianten regulären Funktionen auf C2 endlich erzeugt, und die Inklusion(
C[C2]

)µλ →֒ C[C2] korrespondiert mit der Quotientenabbildung C2 →→ C2/µλ. Wel-

che regulären Funktionen auf C2 sind konstant auf den µλ-Bahnen? Da die Gruppe µλ
auf dem Koordinatenring C[U1, U2] des C2 vermöge (ζ · f)(U1, U2) := f(ζ−1U1, ζ

−1U2)

operiert, sind die µλ-invarianten Polynome gerade dadurch gekennzeichnet, daß sie in

Monome zerlegbar sind, deren Totalgrad Vielfaches von λ ist (vgl. [AG, Beispiel 11.20]),

d.h.
(
C[U1, U2]

)µλ ∼= Aσ oder anders ausgedrückt: Xσ
∼= C2/µλ.

Analog können wir die Kegel σ = keg(e2, λe1 − κe2) mit κ ≥ 2 behandeln. Dazu

verwenden wir für teilerfremde λ und κ die wiederum zur Einheitswurzelgruppe Z/λZ
isomorphe Gruppe

µλκ :=
{(

ζ 0
0 ζκ

)
; ζ ∈ C, ζλ = 1

}
⊂ GL(2,C)

aus [AG, Beispiel 11.20] mit der von GL(2,C) induzierten Wirkung auf C2. Als allge-

meine Version von 9.2 zeigen wir:

9.3 Satz Zu σ = keg(e2, λe1 − κe2) gehört ein torischer Morphismus C2 →→ Xσ, der

einen Isomorphismus Xσ
∼= C2/µλκ induziert.

Beweis Ohne Einschränkung sei κ ≥ 1. Wir erhalten zunächst

σ∨ = keg(f1, κf1 + λf2) , Sσ = {ℓf1 + jf2; ℓ, j ∈ N mit 0 ≤ j ≤ (λ/κ)ℓ}

und

Aσ =
⊕

0≤j≤(λ/κ) ℓ

CT ℓ1T
j
2 .

Die Hilbertbasis von Sσ ist dann durch

{
(ℓ, j) ∈ N2; ℓ < κ, (λ/κ)ℓ− λ ≤ j < (λ/κ)ℓ

}
∪

{
(λ, κ)

}
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beschrieben. Um die Algebra Aσ wiederum in der Form C[U1, U2]
G schreiben zu können,

führen wir unter Beibehaltung des Vektorraumes IR2 und des Kegels σ eine Vergröbe-

rung N ′ des Gitters N ein: Wir betrachten im Gitter N mit der Basis e1, e2 das von

den Vektoren (e′1, e
′
2) := (λe1 − κe2, e2) und damit von (λe1, e2) als Basis erzeugte

Untergitter N ′. Der N -Kegel σ ist als N ′-Kegel

σ′ := keg(e′2, e
′
1) = keg(e2, λe1 − κe2) = σ

regulär, und damit gilt Xσ′ ∼= C2. Das zu N duale Gitter M mit der Basis (f1, f2) ist

dann ein Untergitter des dualen Gitters M ′ mit der Basis (f1/λ, f2). Entsprechend gilt

für die zugehörigen Koordinatenringe

C[M ] = C[T±1
1 , T±2

2 ] ⊂ C[M ′] = C[U±1
1 , T±1

2 ]

mit einer durch Uλ1 = T1 charakterisierten neuen Unbestimmten U1. Der N ′-Kegel σ′

führt zur Halbgruppe

Sσ′ = N · (1/λ)f1 + N ·
(
(κ/λ)f1 + f2

)
⊂ M ′

sowie der assoziierten Algebra Aσ′ = C[U1, U
κ
1 T2] = C[U1, U2] mit U2 := Uκ1 T2.

Die Gruppe G := µλκ ∼= Z/λZ operiert auf dem Koordinatenring des algebraischen

Torus TN ′ , d.h. auf

C[M ′] = C[U±1
1 , T±1

2 ] = C[U±1
1 , U±1

2 ] ⊃ Aσ′ ,

vermöge ζ ·U1 = ζ−1U1 und ζ ·U2 = ζ−κU2, also ist neben T1 = Uλ1 auch T2 G-invariant:

ζ · T2 = ζ · (U2U
−κ
1 ) = (ζ · U2)(ζ · U

−κ
1 ) = ζ−κU2ζ

κU−κ1 = T2 .

Weiter gilt für ein primitives ζ ∈ µλκ und 0 < ν < λ wegen ζ · U±ν1 6= U±ν1 ersichtlich

ζ · (U±ν1 T±1
2 ) 6= U±ν1 T±1

2 , also folgt

C[M ′]G = C[U±λ1 , T±1
2 ] = C[T±1

1 , T±1
2 ] = C[M ] .

Dies liefert einerseits TN = TN ′/G, andererseits aber auch

Aσ = C[Sσ] = C[σ∨∩M ] = C[(σ∨∩M ′)∩M ] = C[Sσ′ ]∩C[M ] = Aσ′∩C[M ′]G = (Aσ′)G,

so daß Xσ
∼= Xσ′/G ∼= C2/µλκ folgt.

Damit ist der zweidimensionale Fall abgehandelt, so daß wir nun zu allgemeinem n

übergehen können: Es sei N ′ ⊂ N ein Untergitter von endlichem Index, d.h. G := N/N ′

sei eine endliche Gruppe. Nun soll für das zu N ′ duale Gitter M ′ eine kanonische

Wirkung von G auf dem Koordinatenring C[M ′] eingeführt werden. Dazu beginnen

wir mit der wohldefinierten bilinearen Abbildung

M ′ ×N → Q , (u′, v) 7→ 〈u′, v〉 := (1/k) u′(kv) falls kv ∈ N ′ mit k > 0 .
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In Verbindung mit dem Gruppenhomomorphismus

Q/Z →֒ C∗ , t+ Z 7→ exp(2πit)

induziert sie offensichtlich eine bilineare Abbildung

(9.4.0) M ′ ×N/N ′ → Q/Z →֒ C∗ .

Daher können wir die Gruppe N/N ′ auf dem Koordinatenring C[M ′] vermöge

(9.4.1) (v +N ′) · χu
′

:= exp
(
2πi〈u′, v〉

)
χu

′

für v ∈ N, u′ ∈M ′ operieren lassen.

Wir erhalten aus (9.4.0) aber auch eine Dualitätspaarung

(9.4.2) M ′/M ×N/N ′ → C∗ .

Sie ist nicht ausgeartet: Ist etwa u′ ∈ M ′ \ M , so existiert ein v ∈ N , auf dem u′

keinen ganzzahligen Wert annimmt; daher gilt 〈u′, v〉 /∈ Z. Also resultiert aus (9.4.2) auf

kanonische Weise ein Isomorphismus

(9.4.3) N/N ′ ∼= HomZ(M ′/M,C∗) .

9.4 Satz Ist N ′ ⊂ N ein Untergitter von endlichem Index und G := N/N ′, so gilt

1) C[M ′]G = C[M ],

2) TN ′/G ∼= TN .

Beweis 1) Nach dem Elementarteilersatz 2.18 existiert eine Basis e1, . . . , en des Gitters

N derart, daß für gewisse εi > 0 die Vielfachen ε1e1, . . . , εnen eine Basis des Untergitters

N ′ bilden. Daraus ergibt sich die folgende Inklusion der zugehörigen Koordinatenringe:

C[M ] = C[T±1
1 , . . . , T±1

n ] ⊂ C[M ′] = C[U±1
1 , . . . , U±1

n ]

mit Tj = χfj bezüglich der zu den ej dualen Basis fj und Uj = χfj/εj , also U
εj

j = Tj .

Ein Gruppenelement

(a1, . . . , an) ∈
n⊕

j=1

Z
/

(εjZ) ∼= N/N ′ = G

operiert gemäß (9.4.1) auf einem Monom U ℓ11 · · ·U
ℓn
n ∈ C[M ′] durch Multiplikation mit

dem Faktor6)

(9.4.4) exp
(
− 2πi

〈 n∑

j=1

ℓjfj/εj ,
n∑

j=1

ajej

〉)
= exp

(
− 2πi

n∑

j=1

ℓjaj/εj

)
.

6) Das Minuszeichen resultiert aus der Definition der Gruppenwirkung g · f = f ◦ g−1.
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Daher ist das Monom der Gestalt U ℓ11 · · ·U
ℓn
n genau dann G-invariant, wenn es für alle

gj := (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ N/N ′ ∼=
⊕n

j=1 Zεj
invariant ist, also ℓj/εj ∈ Z und somit

εj ein Teiler von ℓj ist. Damit folgt C[M ′]G = C[T±1
1 , . . . , T±1

n ] = C[M ].

2) Der Operation von G auf C[M ′] gemäß (9.4.1) entspricht eine G-Wirkung auf

TN ′ : Mit den Identifikationen (vgl. (9.4.3))

G = N/N ′ ∼= HomZ(M ′/M,C∗) und TN ′ = Sp
(
C[M ′]

)
= HomZ(M ′,C∗)

erhalten wir

G× TN ′ → TN ′ , (g, t) 7→
(
m′ 7→ g(m′)t(m′)

)
.

Der zur Inklusion M ⊂M ′ gehörige Epimorphismus

TN ′ = HomZ(M ′,C∗) →→ TN = HomZ(M,C∗)

hat den Kern G = N/N ′ ∼= HomZ(M ′/M,C∗) gemäß (9.4.3), so daß er den gesuchten

Isomorphismus induziert.

Auf diese Weise können wir zunächst volldimensionale simplizialeN -Kegel σ behan-

deln. Denn die primitiven Gittervektoren auf den nKanten von σ erzeugen in diesem Fall

ein Untergitter N ′ ⊂ N von endlichem Index. Bezeichnen wir den als N ′-Kegel aufgefaß-

ten Kegel σ mit σ′, so ist dieser N ′-Kegel nach Konstruktion regulär, also gilt Xσ′ = Cn.

Für die kanonische Operation der endlichen Gruppe G := N/N ′ gemäß (9.4.4) auf dem

Koordinatenring Aσ′ gilt (Aσ′)G = Aσ und damit Xσ
∼= Xσ′/G ∼= Cn/G, was man wie

am Schluß des Beweises von Satz 9.3 durch Schneiden des Koordinatenringes Aσ′ mit

C[M ′]G = C[M ] zeigt. — Beachten wir als nächstes, daß sich jeder niederdimensionale

simpliziale Gitterkegel nach 2.5 in die Form σ = σ̃⊕o mit einem simplizialen Gitterkegel

σ̃ in IRdimσ und dem Nullkegel in IRn−dimσ zerlegen läßt, so ergibt sich mit Bemerkung

3.7 unser Hauptergebnis dieses Abschnittes:

9.5 Satz Ist σ ein simplizialer N -Kegel und N ′ das von den primitiven Kantenvektoren

von σ in N erzeugte Untergitter, dann gestattet die affine torische Varietät Xσ eine

äquivariante Zerlegung

Xσ
∼= (Cdimσ/G)× (C∗)n−dimσ

in das Produkt aus einem algebraischen Torus und dem Quotienten von Cdimσ nach der

endlichen Gruppe G := (N ∩ linσ)/N ′.

Folglich ist die einem simplizialen Fächer ∆ zugeordnete torische Varietät X∆ in

einer wenig schönen Terminologie eine V-Mannigfaltigkeit, d.h., sie besitzt höchstens

Quotientensingularitäten, also Singularitäten vom gleichen Typ wie der Ursprung im

Quotienten eines affinen Raums nach der Operation einer endlichen Gruppe.

Aufgabe 9.1 Gemäß der im Beweis von Satz 9.4 angegebenen Methode bestimme man den
zugehörigen Invariantenring AGσ′ für den Kegel σ in geeigneten Koordinaten:

a) σ := keg(e1, e1 + 2e2) ⊂ IR2 gibt AGσ′ = C[V 2
1 , V1V2, V

2
2 ];
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b) σ := keg(e1, e1 + 2e2, e1 + 2e3, e1 + 2e2 + 2e3 + 4e4) ⊂ IR4 gibt

AGσ′ = C[V1V2V3V4, VjVℓ; 1 ≤ j, ℓ ≤ 4] .

Die beiden folgenden Aufgaben verallgemeinern die in 9.1 und 9.3 auftretenden

zweidimensionalen Beispiele:

Aufgabe 9.2 Für eine Basis e1, . . . , en des Gitters N und ein λ ∈ N>0 setze man

σ : = keg(e1, . . . , en−1, λen −

n−1∑

i=1

ei) .

Die EinheitswurzelgruppeG := {ζ ∈ C∗; ζλ = 1} wirke vermöge ζ·(x1, . . . , xn) := (ζx1, . . . , ζxn)
auf Cn. Man zeige:

i) Xσ ∼= Cn/G.

ii) Xσ ist der affine Kegel über der λ-fachen Veronese-Einbettung von IPn−1, die durch die
Abbildung

IPn−1 →֒ IPs, [x1, . . . , xn] 7→ [Monome in x1, . . . , xn vom Grad λ]

mit s :=
(
λ+n−1
n−1

)
− 1 gegeben ist.

Aufgabe 9.3 Für teilerfremde Zahlen λ, a1, . . . , an ∈ N>0 operiere die zyklische Gruppe G
der Ordnung λ auf der affinen Varietät Cn vermöge ζ · (x1, . . . , xn) := (ζa1x1, . . . , ζ

anxn).
In Verallgemeinerung des Falles a1 = · · · = an = 1 aus Aufgabe 9.2 identifiziere man den
Quotienten Cn/G mit einer affinen torischen Varietät Xσ . Hinweis: Man verwende die Gitter

N ′ :=

n∑

i=1

Z · (1/ai)ei ⊂ N := N ′ + Z · (1/λ)

n∑

i=1

ei .

Die Konstruktion in 9.5 läßt sich auf eine nicht-affine simpliziale torische Varietät

ausdehnen, falls die Gruppenoperationen auf den einzelnen affinen torischen Karten

verträglich gewählt werden können:

9.6 Beispiel Für positive natürliche Zahlen a0, . . . , an und die Wirkung

C∗ × (Cn+1)∗ → (Cn+1)∗, ζ · (x0, . . . , xn) := (ζa0x0, . . . , ζ
anxn)

von C∗ betrachten wir den gewichtet projektiven Raum

P(a0, . . . , an) := (Cn+1)∗
/
C∗ .

Insbesondere gilt P(1, . . . , 1) = IPn. Wie in Aufgabe 9.4 gezeigt wird, läßt sich der ge-

wichtet projektive Raum P(a0, . . . , an) folgendermaßen als torische Varietät realisieren:

Man startet mit dem Fächer, der zur Konstruktion des projektiven Raums IPn in 4.8

3) verwendet wurde, d.h. mit dem Fächer, dessen Kegel von den echten Teilmengen von

{v0, . . . , vn} ⊂ IRn erzeugt werden, wobei je n dieser Vektoren linear unabhängig seien
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und ferner
∑n
i=0 vi = 0 gelte. Dieser Fächer ist nun aber nicht als Fächer bezüglich

des Gitters N :=
∑n
i=0 Z · vi, sondern bezüglich des Gitters N ′ :=

∑n
i=0 Z · (1/ai)vi zu

betrachten. Mehr zu gewichtet projektiven Räumen findet man etwa im Kapitel 2 von

[Wa].

Aufgabe 9.4 Man erkenne mit Hilfe von Aufgabe 9.3 die den Kegeln des Fächers in 9.6
zugeordneten affinen torischen Varietäten als Quotienten von Cn, identifiziere diese Varietäten
mit der kanonischen offenen Überdeckung von P(a0, . . . , an) und schreibe sodann P(a0, . . . , an)
als Quotienten einer glatten torischen Varietät nach einer endlichen Gruppe.

Zwar findet man nach Satz 9.5 zu jedem Kegel σ eines simplizialen Fächers ∆ ein

Untergitter N ′σ ⊂ N derart, daß G := (N ∩ linσ)/N ′σ eine endliche Gruppe ist und

Xσ = (Cdimσ/G) × (C∗)n−dimσ gilt; im allgemeinen ändert sich dieses N ′σ jedoch mit

σ ∈ ∆.

9.7 Beispiel Für N = Z2 ⊂ IR2 = V sei ∆ der vollständige N -Fächer mit Kanten-

menge ∆1 = {e1, e1 + e2, e2,−2e1 − 3e2}. Dann ist X∆ ersichtlich singulär. Für jedes

Untergitter N ′ ⊂ N von endlichem Index kann der Fächer ∆ als N ′-Fächer ∆′ aufgefaßt

werden. Dann ist die torische Varietät X∆′ singulär, d.h. nicht jeder Kegel in ∆′ wird

von einem Teil einer Basis des Gitters N ′ aufgespannt. Insbesondere ist die Varietät X∆

nicht als Quotient X∆′

/
(N/N ′) einer glatten Varietät X∆′ nach einer endlichen Gruppe

N/N ′ realisierbar.

Aufgabe 9.5 Man beweise die Aussagen in Beispiel 9.7.

Das Gegenbeispiel 9.7 ist in folgendem Sinne minimal:

Aufgabe 9.6 Man zeige für einen vollständigen Fächer ∆ in IR2 mit drei Kanten v1, v2, v3 ∈ N
und Kegelvielfachheiten m1,m2,m3 die Äquivalenz folgender Bedingungen:

i) ∆ beschreibt einen gewichtet projektiven Raum.

ii) ggT(m1,m2,m3) = 1.

iii)
∑

Z·mivi = N .

Aufgabe 9.7 Für n,m ≥ 1 operiere C∗ auf Cn+m+2 vermöge

t · (x1, . . . , xn+m+2) := (tx1, . . . , txn+1, t
−1xn+2, . . . , t

−1xn+m+2) .

Man zeige, daß der affine Quotient Cn+m+2/C∗ eine nicht-simpliziale torische Varietät ist.

§ 9 Anhang: Simpliziale Fächer und rationale Homologiemannigfaltigkeiten

Wir haben gesehen, daß zu simplizialen Fächern nur Quotientensingularitäten gehören.

Nicht jeder Quotient Cn/G nach einer endlichen Gruppe G ⊂ GL(n,C) ist jedoch

singulär; so ist etwa für n = 1 der Quotient stets regulär. Komplex analytisch werden

die hier auftretenden Singularitäten durch folgenden Begriff erfaßt:
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9.8 Definition Eine Untergruppe von GL(n,C) heißt klein, falls sie keine komplexen

Reflexionen enthält, d.h. keine Elemente endlicher Ordnung, die den Eigenwert 1 mit

Vielfachheit n− 1 besitzen.

Man beachte, daß für endliche Gruppen algebraische und geometrische Vielfachheit

gleich sind. In [Pr, Th.2] wird gezeigt, daß man komplex analytisch kleine endliche

Gruppen G ⊂ GL(n,C) durch die Raumkeime (Cn/G)0 charakterisieren kann:

9.9 Satz Zwei kleine endliche Untergruppen G und H von GL(n,C) sind genau kon-

jugiert, wenn die Raumkeime (Cn/G)0 und (Cn/H)0 analytisch isomorph sind.

Bei simplizialen torischen Varietäten sind wir immer in dieser Situation:

9.10 Satz Es sei σ ein volldimensionaler simplizialer N -Kegel. Das Untergitter N ′ ⊂ N

werde von den (primitiven) Gittervektoren auf den Kanten von σ erzeugt. Dann ist die

Gruppe N/N ′ ⊂ GL(n,C) klein und Xσ
∼= Cn

/
(N/N ′).

Beweis Es seien v1, . . . , vn die primitiven Gittervektoren auf den Kanten von σ; weiter

sei σ′ der als N ′-Kegel aufgefaßte Kegel σ. Dann gilt Xσ′ = Cn mit Koordinatenring

C[X1, . . . , Xn], wobei Xi = χv
∗
i . Ferner wirkt v + N ′ ∈ N/N ′ gemäß (9.4.4) auf den

Erzeugenden dieses Koordinatenringes vermöge (v + N ′) · Xj = exp
(
−2πi〈v∗j , v〉

)
Xj

und damit auf der Varietät Cn durch Multiplikation mit der Diagonalmatrix

diag
(
exp

(
+2πi〈v∗1 , v〉

)
, . . . , exp

(
+2πi〈v∗n, v〉

))
∈ GL(n,C) .

Diese Diagonalmatrix zu v ist genau dann eine Reflexion, wenn alle pj := 〈v∗j , v〉 mit

genau einer Ausnahme, etwa 〈v∗n, v〉 =: p/q mit teilerfremden p, q, ganzzahlig sind. Aus

der Gleichung v =
∑n
j=1〈v

∗
j , v〉vj ergibt sich daher die Beziehung

(pvn)/q = v −
n−1∑

j=1

pjvj ∈ M ,

so daß der Vektor vn in M durch q teilbar ist, obwohl vn primitiv gewählt war.

Man kann andererseits simpliziale Fächer ∆ dadurch charakterisieren, daß X∆ ”
tri-

viale“ rationale lokale Homologie hat. Dazu haben wir allerdings einige Ergebnisse aus

der algebraischen Topologie zu zitieren (etwa aus dem sehr systematischen Buch [Br]),

die wir der Verständlichkeit halber jedenfalls erläutern werden.

Wir erinnern zunächst an den Begriff der lokalen Homologie einer (komplex) n-

dimensionalen normalen algebraischen Varietät X (hier stets bezüglich der metrischen

Topologie verwendet, daher würde für alles folgende
”
lokal irreduzibel in der analyti-

schen Struktur“ statt
”
normal“ ausreichen; auf eine systematischere Theorie für allge-

meinere Basisräume gehen wir hier nicht ein):

9.11 Definition Ist G eine abelsche Gruppe, X eine algebraische Varietät und x ∈ X ,

so heißt die Gruppe Hj(X,X \ {x};G) die
”
j-te lokale Homologie von X im Punkte x

mit Koeffizienten in G“.
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Wir verwenden hier, daß jeder Punkt x in der algebraischen Varietät X beliebig

kleine
”
gute Umgebungen“7) U besitzt. Für torische Varietäten folgt das einfach aus

der Tatsache, daß für jeden n-dimensionalen Kegel σ der Fixpunkt xσ starker Deforma-

tionsretrakt ist (vgl. allgemeiner 12.4).

Daraus ergibt sich mit dem Ausschneidungssatz für jede gute Umgebung U von x:

Hj(X,X \ {x};G) ∼= Hj(U, ∂U ;G) ∼= H̃j−1(∂U ;G) ,

wobei H̃∗ die reduzierte Homologie bezeichne. Man bezeichnet als Homologie mit abge-

schlossenen Trägern

(9.11.1) Hcld
j (U ;G) := Hj(U, ∂U ;G) .

Für abgeschlossene Teilmengen A ⊂ X existieren naheliegende kanonische
”
Homomor-

phismen“

Hcld
j (A;G)→ Hcld

j (X ;G) .

Die Konstruktion läßt sich zu relativen Gruppen Hcld
j (X,A;G) erweitern, die dann

zu einer exakten Homologiesequenz ([Br, V.5 Seite 194])

(9.11.2) . . . → Hcld
j (A;G) → Hcld

j (X ;G) → Hcld
j (X,A;G) → Hcld

j−1(A;G) → . . .

führen8). Es ist nun nützlich zu wissen, daß sich die relativen Gruppen in dieser Theorie

durch absolute ersetzen lassen (vgl. [Br, V.5.9]):

(9.11.3) Hcld
j (X,A;G) ∼= Hcld

j (X \A;G) .

Für U ′ := U \ A ◦⊂U ◦⊂X existieren damit kanonische
”
Einschränkungshomomorphis-

men“

ρUU ′ :Hcld
j (U ;G)→ Hcld

j (U ′;G) ,

mit denen die Homologie mit abgeschlossenen Trägern eine Prägarbe9)bildet. Die zu-

gehörige Garbe XH
G
j auf X , genannt

”
Garbe der j-ten lokalen Homologie“ von X mit

Koeffizienten in G, hat als Halme Hj,x := XH
G
j,x wie die Prägarbe gerade die lokale

Homologie Hj(X,X \ {x};G).

7) Eine relativkompakte Umgebung U von x heiße gute Umgebung, wenn ihr Abschluß auf
x und U \ {x} auf ∂U zusammenziehbar ist. Aus 12.4 folgt, daß Xσ für σ ∈ ∆n eine gute
Umgebung von xσ ist, vgl. 9.18. Da algebraische Varietäten lokal so triangulierbar sind, daß
ein vorgegebener Punkt x ein Eckpunkt der Triangulierung ist, kann man dann U als den
offenen Simplexstern dieser Triangulierung wählen.

8) Wir erhalten eine Homologietheorie, welche die einschlägigen Axiome aus [EiStr, I.3] mit
Ausnahme des Homotopieaxioms erfüllt.

9) In Verallgemeinerung des Begriffes
”
Prägarbe von Funktionen“ ist eine Prägarbe von R-

Moduln auf X ein kontravarianter Funktor G auf der Kategorie der offenen Teilmengen von
X mit Werten in der Kategorie der R-Moduln. Eine solche Prägarbe G heißt eine Garbe,
wenn für jede Familie offener Teilmengen (Uj)j∈J von X mit U :=

⋃
j∈J Uj die über die
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Für n ≥ 1 folgt aus der Tatsache, daß X lokal irreduzibel ist:

(9.11.4) XH
G
j = 0 falls j ≤ 1 oder j ≥ 2n+ 1 .

Denn es genügt, das Verschwinden einer Garbe halmweise nachzuweisen. Jede Grup-

pe H≥2n+1(X,X \ {x};G) verschwindet zunächst aus Dimensionsgründen. Da X lokal

irreduzibel ist, bleibt für jede zusammenhängende Umgebung U von x auch U \ {x}

zusammenhängend. Wählt man nun U zusätzlich gut, so ist

HGj,x = H̃j−1(U \ {x};G)
j≤1
= 0 .

9.12 Beispiele 1) Ist x ein regulärer Punkt in X , so ist

XH
G
j,x =

{
0, j 6= 2n
G, j = 2n .

2) Die
”
Orientierungsgarbe“ XH

G
2n ist die konstante Garbe XG auf X .

Beweis 1) Ohne Einschränkung sei Xx durch eine offene Menge in Cn realisiert. Man

wähle als gute Umgebung U von x in Cn eine offene Kugel um x, dann ist

HGj,x = H̃j−1(∂U ;G) = H̃j−1(S
2n−1;G) =

{
0, j 6= 2n
G, j = 2n .

2) Die konstante Garbe XG auf X wird von der Prägarbe U 7→ G induziert;

ersichtlich gilt

XG(U) = {f :U → G; f ist lokal konstant} .

Da X normal ist (für die topologische Aussage würde hier wieder eine lokal irreduzible

komplex analytische Varietät ausreichen), gilt codimX S(X) ≥ 2 für den singulären Ort

S(X) von X . Aus der exakten Sequenz (9.11.2) zum Paar
(
U, S(U)

)
für U◦⊂X folgt in

Verbindung mit (9.11.3) eine exakte Sequenz

. . .→ Hcld
j

(
S(U);G

)
→ Hcld

j (U ;G)→ Hcld
j (Ureg;G)→ Hcld

j−1

(
S(U);G

)
→ . . . .

”
Einschränkungen“ definierte Sequenz

(9.11.5)

0 → G(U) →
∏

j∈J

G(Uj)
ϑ
→

∏

(j,k)∈J×J

G(Uj ∩ Uk)

(gj)j 7→ (gj |Uj∩Uk
− gk|Uj∩Uk

)(j,k)

exakt ist. Für Prägarben von Funktionen ist die Sequenz (9.11.5) stets an der ersten Stelle
exakt. — Jeder Prägarbe läßt sich auf kanonische Weise eine Garbe (mit gleichen Halmen)
zuordnen. Dies ist einfach, wenn die Sequenz (9.11.5) an der ersten Stelle exakt ist; dann ist
die gegebene Prägarbe nur geeignet anzureichern.
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Daraus erhält man wegen dim IR S(U) ≤ 2n− 2 einen Isomorphismus

Hcld
2n (U,G) ∼= Hcld

2n (Ureg, G) .

Also genügt es, für reguläres X zu zeigen, daß Hcld
2n (X,G) kanonisch zu G isomorph ist.

Dies folgt nun aus der globalen Orientierbarkeit komplexer Mannigfaltigkeiten.

9.13 Definition Die Varietät X heiße G-Homologiemannigfaltigkeit, wenn ihre lokale

G-Homologie
”
trivial“ ist, wenn also gilt:

XH
G
j =

{
XG, j = 2n

0 sonst .

Nach Beispiel 9.12 1) ist außer für j = 2n die lokale Homologie von X auf den

singulären Ort S(X) konzentriert. Insbesondere ist eine reguläre torische Varietät für

jedes G eine G-Homologiemannigfaltigkeit.

Für die explizite Berechnung von Beispielen zitieren wir zwei Ergebnisse der alge-

braischen Topologie, die wir meist im (besonders einfachen, da dann die Torsion ver-

schwindet) Spezialfall rationaler Koeffizienten verwenden:

9.14 Künnethformel der lokalen Homologie Es seien R ein Hauptidealbereich, G

und G′ R-Moduln sowie X und Y torische Varietäten. Dann gilt für alle ℓ:

X×YH
G⊗G′

ℓ,(x,y)
∼=

⊕

i+j=ℓ

(
XH

G
i,x

)
⊗R

(
YH

G′

j,y

)
⊕

⊕

i+j=ℓ−1

TorR
(
XH

G
i,x, YH

G′

j,y

)
.

Für unsere Anwendungen des Torsionsproduktes TorR(G,G′) genügen statt einer

präzisen Definition die folgendenden Eigenschaften:

a) TorR(G,G′) = 0 falls G oder G′ ein torsionsfreier R-Modul ist.

b) Das Torsionsprodukt ist symmetrisch und additiv.

c) TorZ(
Z/(p),Z/(q)

)
∼= Z/

(
ggT(p, q)

)
.

Ein Beweis findet sich in [Br, V, 13.4]. Spezialisiert man Y zu einem einpunktigen

Raum, so erhält man:10)

9.15 Universelles Koeffiziententheorem der lokalen Homologie Es seien R ein

Hauptidealbereich, G ein R-Modul sowie X eine torische Varietät. Dann gilt für jedes j

XH
G
j
∼= XH

R
j ⊗R G ⊕ TorR(XH

R
j−1, G) .

10) Die universellen Koeffiziententheoreme berechnen die Homologie (bzw. Kohomologie) mit
Koeffizienten in einem Modul G über einem Hauptidealbereich R und Trägerfamilie c oder cld

a) im kovarianten Fall innerhalb der Theorie unter Beibehaltung der Träger mit Hilfe des
Tensorproduktes und des derivierten Funktors Tor des in der Theorie folgenden Moduls
(Homologie ist absteigend, Kohomologie aufsteigend),

b) im kontravarianten Fall in der dualen Theorie unter Wechsel der Träger mit Hilfe des
Homfunktors und des derivierten Funktors Ext des in der Theorie folgenden Moduls, vgl.
etwa 10.15.
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9.16 Beispiel Der affine quadratische Kegel X aus Beispiel 3.11 ist eine rationale,

aber keine ganzzahlige Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Es ist S(X) = {0}, also sind nur HGj,0 für j = 2, 3 zu untersuchen. Es sei

zunächst G = Z. Betrachten wir die Restklassenabbildung

π: C2 →→ X ∼= C2/Z2

gemäß 9.2 2). Die Einheitskugel B um 0 in C2 hat als Bild eine gute Umgebung π(B)

von 0 ∈ X mit Rand S3/Z2
∼= P3(R). Also ist für j = 2, 3 (vgl. [Gr 19.23])

HZ
j,0 = Hj−1

(
P3(R); Z

)
=

{
0 j = 3
Z/2 j = 2 .

Für rationale Koeffizienten folgt aus dem Universellen Koeffiziententheorem 9.15 mit

HQ
j,0 = HZ

j,0 ⊗Z Q

die Behauptung.

Des weiteren wollen wir ein allgemeines Ergebnis über die Homologie mit abge-

schlossenen Trägern von torischen Varietäten zitieren. Für eine einfache Formulierung

führen wir folgenden Begriff ein: Ein Fächer ∆ heißt
”
nicht entartet“, wenn er nicht in

einer Hyperebene von V enthalten ist. Für einen solchen Fächer sei

k := k(∆) := #∆1

die Kantenzahl, ferner seien v1, . . . , vk die primitiven Erzeugenden der Kanten von ∆.

Diese erzeugen ein Untergitter vonN , zu dem nach dem Elementarteilersatz 2.18 natürli-

che Zahlen 1, ε2, . . . , εn gehören. Unter Z0 werde die Gruppe 0 verstanden.

9.17 Satz Für jeden nicht entarteten Fächer ∆ gilt:

Hcld
j (X∆; Z) ∼=

{
0, j = 2n− 1
Cl DivW(X∆) ∼= Zk(∆)−n ⊕

⊕n
j=2 Zεj

, j = 2n− 2

Hj(X∆; Z) ∼=

{
0, j = 1
Cl DivC(X∆) , j = 2 .

Zum Beweis sei auf die Sätze 2.1 und 2.9 in [BaBrFiKp] verwiesen.

Die lokale Homologie in beliebigen Punkten einer torischen Varietät läßt sich aus

der in den Fixpunkten berechnen. Die Verbindung zur Homologie mit abgeschlossenen

Trägern von affinen torischen Varietäten ergibt sich aus folgendem:

9.18 Bemerkung Ist σ ∈ ∆d und x ∈ Bσ, so gilt mit σ = σ′ ⊕ o ⊂ IRd × IRn−d

(9.18.1) X∆
HGj,x

∼= Hcld
j−2(n−d)(Xσ′ ;G) .
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Beweis Es sei zunächst d = n. Nach 12.4 ist der Fixpunkt xσ starker Deformationsre-

trakt von Xσ, wobei die Deformation Xσ homöomorph auf beliebig kleine Umgebungen

von xσ abbildet.

Nun sei d beliebig. Für die äquivariante Produktzerlegung gilt gemäß 7.5 mit dem

Fixpunkt xσ′ in Xσ′

x = (xσ′ , t) ∈ Bσ = {xσ′} × Tn−d →֒ Xσ′ × Tn−d = Xσ .

Aus der Künnethformel und mit Beispiel 9.12 1) ergibt sich, weil Tn−d als Mannigfal-

tigkeit freie lokale Homologie hat:

X∆
HGk,x

∼=
⊕

i+j=k

(
Xσ′H

G
i,x

)
⊗Z

(
Tn−dHZ

j,y

)
∼=

(
Xσ′H

G
k−2(n−d),x

)
⊗Z

(
Tn−dHZ

2(n−d),y

)

∼=
(
Xσ′H

G
k−2(n−d),x

)
∼= Hcld

j−2(n−d)(Xσ′ ;G) .

9.19 Beispiel Es sei σ der dreidimensionale Kegel mit viereckiger Basis aus Beispiel

1.26. Dann ist Xσ keine rationale Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Für den Seitenfächer ∆ = S(σ) verschwindet Hcld
4 (Xσ; Q) nach 9.17 und nach

(9.18.1) auch HQ
4,xσ

zum Fixpunkt xσ genau dann, wenn n = 3 und k(σ) übereinstim-

men, also σ simplizial ist. Es ist jedoch k(σ)− 3 = 1, also HQ
4,xσ

∼= Q.

Als Anwendung beweisen wir Charakterisierungen (darunter eine durch lokale Ho-

mologie11)) von regulären wie von simplizialen Fächern:

9.20 Satz Für eine torische Varietät X∆ sind folgende Bedingungen äquivalent:

1) ∆ ist regulär.

2) X∆ ist eine ganzzahlige Homologiemannigfaltigkeit.

3) X∆ ist faktoriell.

Beweis Bekanntlich heißt eine algebraische Varietät faktoriell, wenn alle ihre lokalen

Ringe faktoriell sind. Damit sei ∆ ohne Einschränkung ein mindestens eindimensionaler

affiner Fächer S(σ). Ferner können wir σ als volldimensional voraussetzen: Für 2) folgt

das aus 9.18, für 3) kann man wie folgt argumentieren: Auf faktoriellen Varietäten

stimmen Weil- und Cartierdivisoren überein. Ist d := dimσ und σ = σ′ ⊕ o, so folgt

Cl Div(Xσ) ∼= Cl Div(Xσ′)×Cl Div
(
(C∗)n−d

)
∼= Cl Div(Xσ′)

aus [AG, 10.38], da (C∗)n−d ◦⊂ Cn−d verschwindende Divisorenklassengruppe hat (vgl.

[AG,10.33]).

11) Die lokale Homologie kann grundsätzlich auf dem Rechner bestimmt werden; die Grund-
lagen dafür wurden in [Jo] gelegt; vgl. auch [BaBrFiKp3] bzw. das Paket Sheafhom [MCo].
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Zu 1) ⇒ 2) vgl. 9.12. Für 2) ⇒ 3) verwenden wir die Tatsache, daß für einen

Hauptidealbereich R auf einer orientierbaren R-Homologiemannigfaltigkeit X der topo-

logischen Dimension 2n mit einem beliebigen Koeffizientenmodul G über R ein Poin-

carédualitätsisomorphismus

(9.20.1) P2n−j(X):Hj(X ;G)
∼=
−→ Hcld

2n−j(X ;G)

existiert, vgl. [Br, V.9.3]. Für j = 2 und R = G = Z erhalten wir somit aus 9.17 wegen

der Zusammenziehbarkeit von Xσ, daß die Cartier- und damit die Weildivisorenklassen-

gruppe von Xσ verschwindet. Nach [AG, 10.29 und Aufgabe 10.9] folgt daraus, daß die

normale affine Varietät Xσ faktoriell ist.

3) ⇒ 1) Nach 12.4 ist Xσ zusammenziehbar, insbesondere verschwinden nach 9.17

Zk−n ⊕
n⊕

j=2

Zεj
∼= Cl DivW(Xσ) = Cl DivC(Xσ) ∼= H2(Xσ; Z) = 0 .

Dies bedeutet zunächst n = k, i.e., σ ist simplizial; andererseits sind alle Elementarteiler

εj = 1, d.h. die primitiven Kantenvektoren von σ bilden eine Basis der abelschen Gruppe

N . Damit ist σ regulär.

Für eine entsprechende Charakterisierung simplizialer Fächer nennen wir in Analo-

gie zu [AG, 10.29] eine torische Varietät X∆ ”
fastfaktoriell“ oder

”
Q-faktoriell“, wenn

für jedes σ ∈ ∆ die rationale Divisorenklassengruppe Cl DivW(Xσ)⊗Z Q verschwindet.

Eine genauere Untersuchung des Begriffes
”
fastfaktoriell“ findet man in [Sto]. Damit

erhalten wir das Analogon zu Satz 9.20:

9.21 Satz Für eine torische Varietät X∆ sind folgende Bedingungen äquivalent:

1) ∆ ist simplizial.

2) X∆ ist eine rationale Homologiemannigfaltigkeit.

3) X∆ ist Q-faktoriell.

Beweis Da die Behauptung lokaler Natur ist, sei ∆ wieder ohne Einschränkung ein

mindestens eindimensionaler affiner Fächer S(σ) der Dimension n.

1) ⇒ 2) Nach 9.5 ist Xσ ein Quotient der Gestalt π: Cn → Xσ
∼= Cn/G mit einer

endlichen Gruppe G. Ist p = 0 oder eine zur Anzahl der Elemente von G teilerfremde

Primzahl, so existiert für den Primkörper k der Charakteristik p (i.e., Q bzw. Zp für

p 6= 0) ein kanonischer Isomorphismus

π∗:H
cld
∗ (Cn; k)G → Hcld

∗ (Cn/G; k) ,

wobei Hcld
∗ (Cn; k)G die Gruppe der unter der natürlichen Operation von G invarianten

Elemente von Hcld
∗ (Cn; k) bezeichnet, vgl. [Br, II.19.1]. Nun ist

Hcld
∗ (Cn; k) = Hcld

2n (Cn; k) = k ,
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also folgt

Hcld
j (Xσ; k) =

{
0, j 6= 2n
k, j = 2n .

Weiter ist Xσ
HQ
∗,xσ

= Hcld
∗ (Xσ; Q) nach 9.18, und die Verschwindungsbedingung für die

rationale lokale Homologie ist in allen Fixpunkten erfüllt. Für andere Punkte von Xσ

geht man mit Hilfe der Künnethformel 9.14 vor.

Für 2) ⇒ 3) liefert zu jedem σ ∈ ∆ der rationale Poincarédualitätsisomorphismus

P2n−2(Xσ) für die rationale Homologiemannigfaltigkeit Xσ nach 9.17 und dem globalen

Universellen Koeffiziententheorem Isomorphismen

0 = H2(Xσ; Q) ∼= Hcld
2n−2(Xσ; Q) ∼= Cl DivW(Xσ)⊗Z Q ;

also ist Xσ fastfaktoriell.

3)⇒ 1) Ist σ nicht simplizial, so ist in den Bezeichnungen von 9.17 der Vektorraum

Hcld
2n−2(Xσ,Q) ∼= Cl DivW(Xσ)⊗Z Q ∼= Qk(σ)−n

nicht der Nullvektorraum, im Gegensatz zur vorausgesetzten Fastfaktorialität.

9.22 Korollar Enthält ein Fächer ∆ höchstens zweidimensionale Kegel, so ist X∆ eine

rationale Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Da ersichtlich jeder höchstens zweidimensionale Kegel simplizial ist, folgt die

Behauptung aus 9.21.

Aufgabe 9.8 Eine Prägarbe G von R-Moduln auf dem topologischen Raum T ist genau dann
eine Garbe, wenn für jede Familie offener Teilmengen (Uj)j∈J von X mit U :=

⋃
j∈J Uj

folgende beiden Bedingungen erfüllt sind:

a) Eindeutigkeit: Elemente f, g ∈ G(U) sind gleich ⇐⇒ f |Uj
= g|Uj

für alle j ∈ J ;

b) Reichhaltigkeit: Sind für alle j ∈ J Elemente fj ∈ G(Uj) mit fi|Uij
= fj |Uij

gegeben, so
existiert ein f ∈ G(U) mit f |Uj

= fj |Uj
für alle j.

Kleines Wörterbuch § 8

Theorie in (V,N) torische Theorie

regulärer Fächer ∆ faktorielles X∆

regulärer Fächer ∆ Z-Homologiemannigfaltigkeit X∆

simplizialer Fächer ∆ Q-faktorielles X∆

simplizialer Fächer ∆ Q-Homologiemannigfaltigkeit X∆

Elementarteiler zur Kantenmatrix von ∆ zyklische Erzeugende der (2n− 2)-Torsion

k(∆) − n Bettizahl bcld2n−2(X∆)
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10. Glatte vollständige torische Flächen

Glatte vollständige torische Flächen werden durch den
”
Fächerzahlenvektor“ eindeutig

charakterisiert, der jeder Kante des beschreibenden Fächers eine ganze Zahl zuordnet.

Es wird charakterisiert, welche Vektoren aus Zk als solche Fächerzahlenvektoren auf-

treten. Eine der Bedingungen ist eine Gleichung, die sich als die Noetherformel der

Algebraischen Geometrie interpretieren läßt.

Es sei ∆ ein vollständiger zweidimensionaler Fächer. Er läßt sich durch seine (in

mathematisch positivem Sinne orientierte) Folge von primitiven Kantenvektoren

(10.0.1) (v1, . . . , vk) mit vk+1 := v1

aus N charakterisieren; die Orientierung drückt sich durch positive det(vj , vj+1) für alle

j aus. Die zugehörigen 2-Kegel bezeichnen wir mit

(10.0.2) σi := keg(vi, vi+1) für 1 ≤ i ≤ k .

Eine zyklische Vertauschung in (v1, . . . , vk) führt ersichtlich zum gleichen Fächer, so daß

wir (v1, . . . , vk) kurz als
”
Fächerzyklus zu ∆“ bezeichnen wollen. Nach 4.19 entsprechen

Äquivalenzklassen von Fächerzyklen (wobei Äquivalenz
”
durch eine unimodulare Trans-

formation ineinander überführbar“ heißt) genau den Isomorphieklassen vollständiger

Flächen. Wir nennen einen Fächerzyklus
”
regulär“, wenn ∆ regulär ist. Dies ist hier

genau dann der Fall — und damit X∆ genau dann glatt, wenn alle det(vj , vj+1) den

Wert 1 annehmen.

An den Anfang unserer Überlegungen stellen wir einige markante Beispiele vollstän-

diger torischer Flächen X∆. Wir haben in Aufgabe 8.3 gesehen, daß für k = 3 nur der

P2 auftritt. Für den Fall k = 4 hatten wir gezeigt, daß in geeigneten Koordinaten ein

a ∈ N existiert, so daß gilt (vgl. Figur 10.1):

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1 + ae2, v4 = −e2 .

Mit der angegebenen Festlegung von v1 und v2 ist a ∈ N ersichtlich eindeutig bestimmt;

daher schreiben wir auch ∆a für ∆. Die zugehörige Fläche X∆ heißt
”
Hirzebruchsche

Σ-Fläche“ und wird mit Σa bezeichnet.

Sie ist damit von der Form Σa = Xσ1
∪Xσ2

∪Xσ3
∪Xσ4

, wobei alle Xσi
zu C2 isomorph

sind. Genauer läßt sie sich durch eine allgemeine lokale Überlegung zum Teilfächer
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Figur 10.1 Fächer zu Σa

S(σ1, σ2) wie folgt beschreiben (dabei geht nur ein, daß die σi regulär sind und sich in

einer Kante schneiden): Es gilt mit fj := e∗j

σ∨1 = keg(f1, f2) und σ∨2 = keg(af1 + f2,−f1) .

Folglich erhalten wir Koordinaten

(10.0.3)
x : = χf1 und y : = χf2 auf Xσ1

,

η : = χaf1+f2 und ξ := χ−f1 auf Xσ2
.

Insbesondere bedeutet dies

ξ = x−1 auf x 6= 0 und η = ξ−a · y auf ξ 6= 0 .

Die Karten Xσ1
und Xσ2

sind längs

Xkeg(e2) = C∗ ×C ◦⊂ C2
(x,y)

zu verheften (wir deuten in C2 die jeweiligen Koordinatensysteme durch einen unteren

Index an):

(10.0.4) (x, y) ∼ (η, ξ) = (ξ−ay, ξ) = (xay, x−1) auf x 6= 0 6= ξ ;
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σ2

σ1 ∼ E(−a)

ϕ

∼ IP1
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Figur 10.2 Morphismus zu E(−a)

dies liefert eine (weder affine noch vollständige) glatte torische Fläche

E(−a) := Xσ1
∪Xσ2

= C2
(x,y) ∪ C2

(η,ξ) .

Sie läßt sich durch den in Figur 10.2 illustrierten Fächermorphismus ϕ weiter un-

tersuchen.

Dieser wird durch ϕ: Z2 → Z, e1 7→ e, e2 7→ 0 induziert, was ersichtlich einen Fächer-

morphismus ϕ: S(σ1, σ2) → S
(
± keg(e)

)
mit dualem Homomorphismus ϕ∗ liefert, der

durch ϕ∗: f 7→ f1 für f := e∗ bestimmt ist. Auf X
S

(
± keg(e)

) = IP1 betrachten wir die

Überdeckung

IP1 = C(x) ∪ C(ξ) mit ξ ∼ x−1 auf C∗ ∪ C∗.

Die zu ϕ gehörigen Morphismen

Xσ1
= HomHgr(Sσ1

,C) → HomHgr(Skeg(e),C) = C

Xσ2
= HomHgr(Sσ2

,C) → HomHgr(Skeg(−e),C) = C

sind in obigen Koordinaten auf E(−a) von der Gestalt

(10.0.5) ϕ∗:E(−a)→ IP1, (x, y) 7→ x und (η, ξ) 7→ ξ .

Ersichtlich hat der Morphismus ϕ∗ die Fasern C(y) bzw. C(η), die also zu C isomorph

sind.

Damit liefert uns der Morphismus ϕ∗ aus (10.0.5) ein erstes Beispiel für folgende

Begriffsbildung, die wir in § 15 noch genauer untersuchen werden:

10.1 Definition Ein Morphismus ψ:Y → Z algebraischer Varietäten heißt ein
”
Gera-

denbündel“ über Z, wenn gilt
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1) Jede Faser Yz := ψ−1(z) trägt die Struktur einen komplexen Geraden;

2) es gibt eine affine Überdeckung aus Unterräumen U ◦⊂ Z mit Isomorphismen

ψU :ψ−1(U)→ U ×C ,

die für jedes z ∈ U einen Vektorraumisomorphismus ψU |Yz
:Yz → z×C induzieren.

Ein solches Geradenbündel ψ:Y → Z hat stets einen (regulären)
”
Nullschnitt“

ν:Z → Y , der auf jeder
”
lokalen Karte“ U durch z 7→ (z, 0) gegeben ist. Im Beispiel

ϕ∗:E(−a) → IP1 stiftet der Nullschnitt einen Isomorphismus zwischen IP1 und dem

Bahnabschluß Vkeg(v2), der in Xσ1
∪Xσ2

liegt.

Kommen wir nun speziell zur Fläche Σa zurück: Entsprechend zu E(−a) erhalten

wir

E(a) := Xσ3
∪Xσ4

= C2 ∪C2 ,

wenn in der Konstruktion a durch −a und f2 durch −f2 ersetzt werden; dies ergibt also

Koordinaten
χ−af1−f2 und χ−f2 auf Xσ3

,

χf1 und χ−f2 auf Xσ4
.

Insgesamt ist X∆a
= E(−a) ∪ E(a) mit Kartenverheftung χf2 7→ χ−f2 , was für jede

einzelne Gesamtfaser bedeutet, daß zwei affine Karten C zu IP1 verheftet werden. Wir

erhalten damit schließlich einen Morphismus

Σa = X∆a
→ IP1 ,

der auch ein
”
IP1-Bündel über IP1“ genannt wird.

Aufgabe 10.1 Für festes b ∈ Z induziert der Gitterhomomorphismus

Z → Z2 = N, e 7→ e1 + be2

einen Fächermorphismus

s: (Z,S(± keg(e))) → (Z2,∆a) .

Der zugehörige torische Morphismus s∗: IP1 → Σa heißt ein
”
Schnitt des IP1-Bündels“.

i) Man zeige, daß s∗ wie folgt in lokalen Koordinaten beschreibbar ist:

t 7→ (x, y) = (t, tb), u = t−1 7→ (η, ξ) = (u−(a+b), u) .

ii) Man zeige, daß s∗ einen (Null- und Polstellen-)Divisor (s∗) definiert; dessen Gesamtord-
nung ist −a.

(Für 10.13.)

Aufgabe 10.2 Man zeige für die Hirzebruchschen Σ-Flächen: Σa ∼= Σa′ ⇐⇒ a = a′ und
damit insbesondere: Σa ∼= IP1 × IP1 ⇐⇒ a = 0.
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Nach Aufgabe 10.2 ist Σa zu keinem Σa′ mit a 6= a′ also torische Varietät isomorph.

Nach [Gu, Th. 3.1] sind Σa und Σa′ daher ebenfalls als abstrakte algebraische Va-

rietäten nicht isomorph. Dies gilt auch in der Kategorie der analytischen Varietäten: Da

Σa und Σa′ durch einen polytopischen Fächer gegeben sind, erweisen sie sich zunächst

als projektive Varietäten (16.19). Nach dem GAGA-Prinzip gemäß [Se2, Th. 2] ist die

algebraische Struktur für normale projektive Varietäten aus der analytischen eindeu-

tig bestimmt. Dies gilt interessanterweise jedoch nicht in der Kategorie topologischer

Räume: Man kann zeigen, daß jedes Σ2j zu Σ0 sowie Σ2j+1 zu Σ1 homöomorph ist (vgl.

[Hz, 2.10] oder [DuFoNo, Seite 240]).

Damit können wir glatte vollständige torische Flächen charakterisiern (wir erinnern

an Aufgabe 8.3 iii), wonach IP2 aus Σ1 durch Niederblasen einer Kurve entsteht):

10.2 Theorem Jede vollständige glatte torische Fläche, die nicht die projektive Ebene

IP2 ist, entsteht aus einem Σa durch sukzessives Aufblasen von Fixpunkten.

Beweis Der zur betrachteten Fläche gehörige Fächer ∆ bestimmt einen Fächerzyklus

(v1, . . . , vk), der nach Aufgabe 8.3 k ≥ 4 Komponenten hat. Ist k = 4, so erhalten wir

nach Aufgabe 8.3 eine Σ-Fläche Σa. Es sei nun k ≥ 5. Nach Hilfssatz 10.5 existiert dann

ein j mit vj+1 +vj−1 = vj , wobei keg(vj−1, vj+1) ein spitzer Kegel ist. Nach Beispiel 8.2

entsteht durch Weglassen von keg(vj) aus dem Fächer S
(
keg(vj−1, vj), keg(vj , vj+1)

)
ein

regulärer Kegel; i.e., die Kurve Vvj
kann niedergeblasen werden, was k um 1 erniedrigt.

Nach endlich vielen Kontraktionen landen wir bei einer Σ-Fläche.

Wie das Beispiel 10.8 belegt, ist die Fläche Σa in 10.2 allerdings nicht eindeutig

bestimmt. — Für den Beweis von 10.2 zeigen wir drei Hilfssätze, deren erster in Figur

10.3 illustriert wird:

10.3 Hilfssatz Es seien keg(v1, v2) und σ± := keg(±w1, w2) reguläre 2-Kegel. Liegt

v1 in σ◦+ , so liegt v2 nicht in σ◦−.

Beweis Für die Darstellung v1 = αw1 + βw2 und v2 = γw1 + δw2 mit α, β, γ, δ ∈ Z
gilt

v1 ∈ σ
◦
+ ⇐⇒ α, β > 0 und v2 ∈ σ

◦
− ⇐⇒ γ < 0 < δ .

Also folgte aus v2 ∈ σ
◦
− der Widerspruch

1 = det(v1, v2) = αδ − βγ ≥ 2 .

10.4 Hilfssatz Es sei (v1, . . . , vk) ein regulärer Fächerzyklus mit k ≥ 4. Dann existiert

ein ℓ ≥ 4, so daß in geeigneter Numerierung des Fächerzyklus vℓ = −v1 gilt.

Beweis Nach Aufgabe 8.3 gilt die Behauptung für k = 4, es sei nun k ≥ 5. Ohne

Einschränkung sei die Numerierung der vj so gewählt, daß v1, . . . , vℓ eine Folge ma-

ximaler Länge sei, die ganz in einer abgeschlossenen Halbebene liegt; weiter seien als

Gitterbasis v1 =; e1 und v2 =: e2 gewählt. Wegen k ≥ 5 ist ℓ ≥ 3, und v3 liegt im Innern

des Quadranten keg(e2,−e1). Nehmen wir nun ℓ = 3 an. Dann liegt v4 im Innern der

unteren Halbebene. Nach 10.3 liegt v4 dann sogar im vierten Quadranten, und damit
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Figur 10.3 Verbotenes Land für v2 in 10.3

liegen v4, . . . , vk, v1, v2 im Widerspruch zur Wahl von ℓ in einer Halbebene. Daher gilt

ℓ ≥ 4.

Wir nehmen nun an, daß die Behauptung falsch sei. Als erstes zeigen wir ℓ = k − 1.

Dazu reicht nach Definition von ℓ der Nachweis, daß in der von vℓ−1 und −vℓ−1 auf-

gespannten offenen Halbebene, die vℓ enthält, kein weiterer Kantenvektor liegt. Aus

vℓ 6= −vj ergibt sich zunächst

vℓ ∈ keg(vj ,−vj−1)
◦ für 2 ≤ j ≤ ℓ− 1 .

Daraus folgt jedoch mit 10.3

vℓ+1 /∈ keg(−vj−1,−vj)
◦ für 2 ≤ j ≤ ℓ− 1 ,

woraus die Zwischenbehauptung folgt.

In geeigneter Numerierung haben wir also folgende Situation vorliegen:

a) Die Basis (v1, v2) teilt die Ebene in vier Quadranten I – IV.

b) Die Vektoren v2, . . . , vk liegen in der linken Halbebene II ∪ III.

c) Die Vektoren v3, . . . , vk liegen im Quadranten III. Dazu genügt es ersichtlich, v3 ∈

III zu zeigen. Andernfalls sei vj mit j ≥ 3 der letzte Vektor in II, dann liegt nach

10.3 der Vektor vj+1 in IV, d.h. j = k und der Kegel keg(vk, v1) ist nicht spitz!

d) Der Vektor vk liegt in keg(v3,−v2)
◦ und damit vk+1 nicht in keg(−v2,−v3)

◦, obwohl

dieser Vektor als v1 in gerade diesem Kegel enthalten ist!

In Aufgabe 8.2 i) wurden einem regulären Fächerzyklus (v1, . . . , vk) ganze Zahlen

aj mit der Eigenschaft vj−1 + vj+1 = ajvj zugeordnet.

10.5 Hilfssatz Ist (v1, . . . , vk) ein regulärer Fächerzyklus mit k ≥ 5, so existiert ein j,

für das keg(vj−1, vj+1) ein spitzer Kegel und aj = 1 ist.
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Beweis Gemäß 10.4 wähle man unter allen ℓ ≥ 4 mit vℓ = −v1 ein minimales. Für

bj := det(v1 + v2, vj) gilt dann

b2 = 1 = bℓ und bj > 1 für j = 3, . . . , ℓ− 1 .

Man fixiere ein j zwischen 3 und ℓ− 1, für das

bj−1 ≤ bj und bj+1 < bj

gilt. Aus der Darstellung vj−1 + vj+1 = ajvj folgt bj−1 + bj+1 = ajbj und damit

0 < aj =
bj−1 + bj+1

bj
<

2bj
bj

= 2 ,

also aj = 1. Aus der Wahl von j folgt weiter, daß der Kegel keg(vj−1, vj+1) ⊂ keg(v2, vℓ)

spitz ist.

Wir kommen nun zu einer einfacheren numerischen Charakterisierung aller glatten

kompakten torischen Flächen X∆ mit Hilfe
”
regulärer Fächerzahlenzyklen“,

(a1, . . . , ak) ∈ Zk ,

die sich aus dem regulären Fächerzyklus (v1, . . . , vk) zu ∆ durch die Bedingung

vj−1 + vj+1 = ajvj mit v0 := vk, v1 =: vk+1

ergeben; damit wird aus einer k × n-Matrix eine k × 1-Matrix. Ersichtlich definieren

äquivalente Fächerzyklen den gleichen Fächerzahlenzyklus. Damit charakterisiert der re-

guläre Fächerzahlenvektor die Isomorphieklasse einer gegebenen regulären vollständigen

torischen Fläche; sind nämlich (v1, . . . , vk) und (w1, . . . , wk) dazu passende Fächervek-

toren, so ist die Transformation vi 7→ wi für i = 1, 2 eine nach Aufgabe 2.1 unimodulare

Basistransformation, die nach der Rechenvorschrift des Fächerzahlenvektors alle vi auf

wi abbildet.

10.6 Beispiel Der reguläre Fächerzahlenzyklus zu IP2 ist (−1,−1,−1), der reguläre

Fächerzahlenzyklus zu ∆a ist (0, a, 0,−a).

10.7 Lemma Jeder reguläre Fächerzahlenzyklus (a1, . . . , ak) erfüllt die Bedingung

k∑

j=1

aj − 3k = −12 .

Beweis Für IP2 und Σa ist die Behauptung mit 10.6 evident. Weil gemäß 10.2 jede

andere glatte vollständige torische Fläche aus einem Σa durch sukzessives Aufblasen

von Fixpunkten, d.h. durch reguläre Unterteilung des Fächers ∆a entsteht, genügt der

Nachweis, daß der Ausdruck
∑
aj−3k bei jeder einzelnen regulären Unterteilung seinen

Wert nicht ändert.
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vi−1

vi

v = vi + vi+1
vi+1

vi+2

Figur 10.4 Reguläres Unterteilen von keg(vi, vi+1)

Fügen wir etwa zwischen vi und vi+1 regulär einen Vektor v ein, i.e., setzen wir

v = vi + vi+1, so gilt (vgl. Figur 10.4)

vi−1 + v = (vi−1 + vi+1) + vi = (ai + 1)vi

und analog v + vi+2 = (ai+1 + 1)vi+1.

Damit wird aus dem regulären Fächerzahlenzyklus (a1, . . . , ak) der Länge k der reguläre

Fächerzahlenzyklus

(10.7.1) (a1, . . . , ai−1, ai + 1, 1, ai+1 + 1, ai+2, . . . , ak)

der Länge k+1. Ersichtlich bleibt der Wert der zu untersuchenden Summe ungeändert.

Aufgabe 10.3 Für k ≥ 5 und einen Zyklus a = (a1, . . . , ak) zeige man, daß a genau dann
von einem regulären Fächer herkommt (also ein regulärer Fächerzahlenzyklus ist), wenn sich
a durch

”
Kontraktion“ auf einen der beiden Zyklen (0, a, 0,−a) und (−1,−1,−1) reduzieren

läßt.

Die Kontraktion eines Zykels a ist keineswegs eindeutig:

10.8 Beispiel Der Zyklus a = (0, 2, 1, 3, 1, 3, 1, 1) entsteht durch sukzessives Aufblasen

von 4 Fixpunkten aus P2, aus Σ0, aber auch aus Σ2.
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Beweis Wir schreiben die jeweiligen Kontraktionen nieder, wobei die weggelassene

Fächerkante im Zyklus durch Fettdruck hervorgehoben ist:

(0, 2, 1, 3, 1, 3, 1, 1) y (0, 2, 1, 2, 2, 1, 1) y (0, 1, 1, 2, 1, 1) y (0, 1, 1, 1, 0) y (0, 0, 0, 0);

(0, 2, 1, 3, 1, 3, 1, 1) y (0, 2, 1, 2, 2, 1, 1) y (0, 1, 1, 2, 1, 1) y (0, 1, 1, 1, 0) y (0, 1, 0,−1);

(0, 2, 1,3, 1,3, 1, 1)y (0, 1, 2, 1,3, 1, 1)y (−1, 1, 1,3, 1, 1)y (−2, 0, 3,1, 1) y (−2, 0, 2, 0).

Aufgabe 10.4 Man zeige, für welche a der Weihnachtsstern aus Aufgabe 5.12 aus einer Fläche
Σa durch Kontraktionen gebastelt werden kann.

Aufgabe 10.5 Man zeige, daß es zwischen je zwei vollständigen glatten torischen Flächen X∆1

und X∆2
eine birationale Abbildung ϑ:X∆1

→ X∆2
gibt, die aus einer Folge von Aufblasungen

von Fixpunkten und regulären Kontraktionen von Kurven besteht (anders formuliert: In der
Kategorie der torischen Varietäten existiert eine glatte vollständige torische Fläche X∆ mit
surjektiven Morphismen ϕi:X∆ → ∆i, die aus der regulären Kontraktion von Kurven bestehen,
so daß das Diagramm

X∆

ϕ1 ւ ց ϕ2

X∆1

ϑ
−→ X∆2

kommutiert).

Eine weitere Beobachtung ist für die Charakterisierung regulärer Fächerzahlen-

zykeln wichtig: In einem zugehörigen Fächerzyklus (v1, . . . , vk) bilden je zwei aufein-

anderfolgende Vektoren (vj , vj+1) eine Gitterbasis. Bei einmaligem Durchlaufen dieser

Basiswechsel müssen wir daher wieder beim Ausgangsbasispaar ankommen. In Formeln

lautet das wie folgt: Es sei

T (a) :=

(
0− 1

1 a

)
∈ GL(2,Z) .

Aus ajvj = vj−1 + vj+1 folgt (wegen der Zeilenschreibweise (vj , vj+1) steht die Matrix

rechts)

(vj , vj+1) = (vj ,−vj−1 + ajvj) = (vj−1, vj)T (aj) ,

also ergibt sich induktiv

(vk, v1) ·
ℓ∏

j=1

T (aj) = (vℓ, vℓ+1)

und damit die

10.9 Bemerkung Für einen regulären Fächerzahlenzyklus (a1, . . . , ak) gilt

k∏

j=1

T (aj) = E2 .
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Dies ermöglicht nun eine Charakterisierung der regulären Fächerzahlenzyklen:

10.10 Satz Ein Tupel (a1, . . . , ak) ∈ Zk ist genau dann ein regulärer Fächerzahlenzy-

klus (gehört also genau dann zu einer regulären vollständigen torischen Fläche), wenn

gilt:
k∑

j=1

aj − 3k = −12 und

k∏

j=1

T (aj) = E2 .

Beweis
”
⇒“ folgt aus 10.7 und 10.9.

”
⇐“ Zu gegebenem (a1, . . . , ak) ∈ Zk mit

∏k
j=1T (aj) = E2 ist ein Zyklus (v1, . . . , vk)

aus (N 6=0)
k zu konstruieren, der mit vk+1 := v1 genau einmal um 0 herumläuft und für

den alle Paare (vj , vj+1) eine positiv orientierte Basis von N bildet.

Zunächst ist k ≥ 3, denn für a, b ∈ Z6=0 ist

T (a) 6= E2 6=

(
−1 ∗

∗ ∗

)
= T (a)T (b)

und damit für k ≤ 2 die zweite Voraussetzung nicht erfüllbar. Die Folge (v1, . . . , vk)

wird, ausgehend von v1 := e1 und v2 := e2, für j ≥ 2 wie folgt definiert:

(10.10.1) (vj , vj+1) := (e1, e2) ·

j∏

i=2

T (ai) .

Dann ist det(vj , vj+1) = 1, und aus

k∏

j=1

T (aj) = E2 folgt (vk+1, vk+2) = (e1, e2), denn

es gilt
k+1∏

i=2

T (ai) =
( k∏

i=2

T (ai)
)
T (a1) = T (a1)

−1T (a1) = E2 .

So bleibt zu zeigen, daß der Zyklus der vj genau dann einmal um den Nullpunkt läuft,

vgl. Lemma 10.11.

10.11 Lemma Für k ≥ 3 sei (a1, . . . , ak) ∈ Zk mit
k∏

i=1

T (ai) = E2 gegeben. Für

die gemäß (10.10.1) gegebene Folge (v1, . . . , vk) ∈ Nk sei ℓ ∈ N die Umlaufzahl des

Streckenzuges [v1, . . . , vk+1] um den Nullpunkt. Dann gilt

k∑

j=1

aj − 3k = −12ℓ .

Aufgabe 10.6 Liegt ein Vektor v ∈ N = Z2 in einem regulären N -Kegel keg(v1, v1), so
existiert eine reguläre Unterteilung von keg(v1, v2), die v als Kante enthält (für Aufgabe 10.7).

Aufgabe 10.7 Man beweise 10.11.
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§ 10 Anhang: Invariante Kurven und der duale Graph

Wir wollen auf einen Vergleich der Formel
∑
aj − 3k = −12 aus 10.7 mit der Noether-

schen Formel der algebraischen Geometrie hinaus. Ferner wollen wir die Homologie

vollständiger regulärer torischer Flächen bestimmen, die uns später als Prototyp für

den Chowring dienen wird.

Dazu sei (v1, . . . , vk) ein regulärer Fächerzyklus mit zugehörigem vollständigen re-

gulären Fächer ∆. Dann besitzt X∆ nach Punkt 3a) des Wörterbuches von § 7 genau k

invariante abgeschlossene Kurven C1, . . . , Ck, die gemäß 7.15 alle zu P1 isomorph sind.

In der am Anfang von § 10 gegebenen Beschreibung lassen sich im Teilfächer S(σj−1, σj)

mit σj = keg(vj , vj+1) die Kurven Cj−1, Cj , Cj+1 orten: Bezüglich der Koordinaten

(x, y) und (η, ξ) = (yxaj , x−1)

wie in (10.0.4) gehört zum Strahl vj die durch die x-Achse und ξ-Achse (wegen der

Bedingung y = 0 ⇐⇒ η = 0) beschriebene Kurve Cj . Zum Strahl vj+1 gehört entspre-

chend Cj+1, was (jedenfalls affin) durch die η-Achse ξ = 0 charakterisiert wird, und zu

vj−1 die Kurve Cj−1 mit der y-Achse x = 0. Dies bedeutet insbesondere, daß sich die

Kurven Cj und Cj+1 ”
transversal schneiden“, wir also nur mengentheoretische Schnitte

Ci ∩ Cj zu untersuchen haben. Diese lesen wir aus dem Fächer ∆ ab.

Fassen wir zusammen:

10.12 Bemerkung Die torische Varietät X∆ enthält genau k invariante Kurven Cj .

Jede ist isomorph zu P1 und hat eine invariante Umgebung der Form E(−aj), in der

Cj als Nullschnitt realisiert ist. Der Schnitt zweier verschiedener Kurven ist transversal

und erfüllt

Ci ∩ Cj =

{
∅, für |i− j| ≥ 2,
einpunktig , sonst.

Wir ordnen diesem System invarianter Kurven in Figur 10.5 einen Graphen zu. Ihm

wird üblicherweise ein
”
gewichteter dualer Graph“ auf folgende Weise zugesellt:

Jeder Kante des Ausgangsgraphen entspricht eine Ecke des dualen Graphen; zwei

Ecken werden genau dann durch eine Kante verbunden, wenn sich die zugehörigen Kur-

ven des Ausgangsgraphen schneiden, vgl. Figur 10.6. Als Gewichte verwenden wir die

Zahlen −aj .

Wie wir in 10.2 gesehen haben, läßt sich vom dualen Graphen zu P2 bzw.
∑
a

in Figur 10.6 jeder andere duale Graph nach dem in (10.7.1) beschriebenen Verfahren

durch Aufblasen gewinnen, vgl. Figur 10.7.

Für irreduzible Kurven C,C′ in X∆ definiert man eine
”
Schnittzahl“ wie folgt:

Schneiden sich C und C′ transversal, so sei sie

(10.12.1) C · C′ := #(C ∩ C′) .
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Figur 10.5 Invariantes Kurvensystem in X∆
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Figur 10.6 Dualer Graph zu Figur 10.5

Sehr viel komplizierter ist der Fall C = C′, in dem man eine
”
Selbstschnittzahl“ C · C

wie folgt definiert (wir beschränken uns auf die Angabe der Idee): Man ersetze ein Ex-

emplar von C durch einen
”
homologen“ Schnitt C′, der C transversal schneidet, und

verwende die dann existierende Schnittzahl. Wir können dies mit Hilfe des am Anfang

des Paragraphen beschriebenen lokalen Modells zu S(σ1, σ2) durchführen. Dazu seien

C := C2 und a := a2; wir verwenden den in den Koordinaten (x, y) durch y = 1 gege-
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1 1

1

0

a −a

0

Figur 10.7 Duale Graphen zu P2 bzw. Σa

−b

−a

−b − 1

−1

−a − 1

Figur 10.8 Aufblasen eines regulären Punktes und der duale Graph

benen
”
rationalen Schnitt“ s in dem Geradenbündel E(−a) über IP1

∼= C, er läßt sich

als regulärer Schnitt im assoziierten IP1-Bündel über IP1 interpretieren (vgl. Aufgabe

10.1). Dieser Schnitt ist homolog zum Nullschnitt C. In der Karte (η, ξ) ist er durch die

Funktion η = ξ−a gegeben und hat somit in ξ = 0 einen Pol der Ordnung a. Topolo-

gisch läßt sich s zu einem besser zu überschauenden (wegen der Konjugation nur noch

”
antiholomorphen“) Schnitt

s̃ :=

{
s auf |ξ| ≥ 1 ,
ξ
a

auf |ξ| ≤ 1

abändern, der in ξ = 0 eine Nullstelle der Ordnung a hat. Da die Transformation ξ 7→ ξ

die Orientierung umkehrt, setzt man

(10.12.2) C · C := C · s̃( IP1) := −a .

Damit liefert die Konstruktion:

10.13 Bemerkung In der durch den regulären Fächerzahlenzyklus (a1, . . . , ak) defi-

nierten vollständigen glatten Fläche X∆ haben die zugehörigen invarianten Kurven Cj
die Selbstschnittzahl −aj .

Man nennt nun K := KX∆
:= −

∑k
j=1 Cj einen

”
kanonischen Divisor“12) von X∆.

Diese Objekte sind an vielen Stellen der Algebraischen Geometrie von fundamentaler

12) Üblicherweise wird ein kanonischer Divisor zu einer algebraischen Fläche über eine globale
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Bedeutung. Wir benötigen hier jedoch nur die zugehörige Selbstschnittzahl K2 := K ·K,

die sich durch bilineare Fortsetzung ergibt:

(10.13.1) K2 =

k∑

j=1

C2
j +

∑

i6=j

Ci · Cj =

k∑

j=1

(−aj) + 2k .

Beispielsweise ist

K2
P2

= 9, K2
Σa

= 8 .

Halten wir noch das Verhalten von K2 bei einmaligem Aufblasen eines Punktes fest,

vgl. Figur 10.8:

(10.13.2) K2

X̂
= K2

X − 1 .

Als nächstes benötigen wir eine rein topologische Invariante von X∆, nämlich die

”
Eulercharakteristik“. Dazu verwenden wir rationale Homologie H• (T ; Q) für einen

topologischen Raum T mit dimQH• (T ) < ∞. Dann existiert mit den Bettizahlen

bj(T ) := dimQHj(T ; Q) die Eulercharakteristik

(10.13.3) e(T ) :=
∑

j≥0

(−1)jbj(T ) .

Bekanntlich ist e( IP1) = e(S2) = 2 und e( IRn) = 1. Die Eulercharakteristik hat für

algebraische Varietäten folgende bemerkenswerte Additivitätseigenschaft für A →֒ X

(vgl. den Beweis von 13.9):

(10.13.4) e(X \A) = e(X)− e(A) .

Wir werden für beliebige torische Varietäten in 13.4 deren Eulercharakteristik als die

Anzahl der Fixpunkte, i.e., als die Anzahl der volldimensionalen Kegel in ∆ identifizie-

ren; für eine vollständige Fläche X∆ gilt also e(X∆) = k, was mit (10.13.4) und der

Homotopieinvarianz der Eulercharakteristik unmittelbar zu verifizieren ist: Für IP2 und

Σa gilt:
IP2 = C2 ∪ IP1 ⇒ e( IP2) = 1 + 2 = 3

Σa = C× IP1 ∪ {∞}× IP1 ⇒ e(Σa) = 2 + 2 = 4 .

Bezeichnet X̂ die Aufblasung einer Fläche X in einem regulären Punkt x, so folgt mit

Hilfe der exzeptionellen Kurve E ∼= P1:

(10.13.5) e(X̂) = e(X̂ \E) + e(E) = e(X \ x) + e(P1) = e(X)− e(x) + 2 = e(X) + 1 .

rationale 2-Form auf X∆ definiert. Für P2 (vgl. [GrHa, Seite 146]) ist der in Figur 10.7 durch
den dualen Graphen charakterisierte Divisor kanonisch; entsprechendes gilt für Σa. — Dem
Aufblasen eines Punktes einer regulären Fläche mit exzeptioneller Kurve E entspricht auf
der Ebene kanonischer Divisoren neben dem Hochheben eines gegebenen kanonischen Divisors
das Hinzufügen von −E; vgl. [GrHa, Lemma Seite 187]. Gemäß Figur 10.8 ist daher unsere
Definition von K zulässig.
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Angesichts 10.2 ist damit die Behauptung für X∆ bewiesen.

Die Invariante e(X∆)+K2
X∆

ist also nach (10.13.2) und (10.13.5) unter Aufblasun-

gen invariant, und Einsetzen ergibt nach (10.13.1)

e(X∆) +K2
X∆

= k −
k∑

j=1

aj + 2k = 3k −
k∑

j=1

aj = 12 .

Die Noetherformel (nach Max Noether) der algebraischen Geometrie

(10.13.6) χ(XO) =
1

12

(
K2
X + e(X)

)

ist damit für X = X∆ bewiesen, denn die holomorphe Eulercharakteristik

χ(XO) =
∑

j

(−1)j dimCH
j(X,XO)

ist 1, weil X rational ist: Nach [SaWa] ist χ(XO) eine birationale Invariante, so daß es

genügt, sie für X = IP2 zu berechnen. Dazu sei etwa auf [KpKp, E 74f] verwiesen.

Wir wollen schließlich für die durch einen regulären Fächerzahlenzyklus (a1, . . . , ak)

gegebene vollständige reguläre Fläche X∆ die Homologie (und damit den noch später

einzuführenden Chowring) bestimmen. Aus 10.12 und 10.13 ergibt sich zunächst die

”
Schnittmatrix“ (Ci ·Cj)i,j=1,...,k für die Primdivisoren C1, . . . , Ck zu einem assoziierten

regulären Fächerzyklus (v1, . . . , vk):

(10.14.1)




−a1 1 0 . . . . . . . . . . . . 0

1 −a2 1
. . .

...

0 1
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 1 0
...

. . . 1 −ak−1 1
0 . . . . . . . . . . . . 0 1 −ak




Sie spielt für die Homologie eine fundamentale Rolle, da die (einfach wieder mit Cj
bezeichneten) Homologieklassen der Primdivisoren Cj in H2(X∆; Z) diese Gruppe und

damit die gesamte nichttriviale Homologie erzeugen:

10.14 Satz Die Homologie H• (X∆; Z) ist eine freie abelsche Gruppe mit den Rängen

bj(X∆) =

{
0, j 6= 0, 2, 4
1, j = 0, 4
k − 2, j = 2 .
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Dabei wird H2(X∆; Z) von Primdivisoren Cj erzeugt.

Beweis Aus Dimensionsgründen reicht es, die Werte j = 0, . . . , 4 zu betrachten. Da

X∆ zusammenhängend, kompakt und orientierbar ist, gilt Hj(X∆; Z) = Z für j = 0, 4.

Andererseits ist X∆ nach 12.7 einfach zusammenhängend und daher H1(X∆; Z) = 0.

Weiter gilt für jede abelsche Gruppe G wegen der Poincarédualität (9.20,1) und dem

(zu 9.15 analogen) Universellen Koeffiziententheorem der Homologie

H3(X∆;G) ∼= H1(X∆;G) ∼= H1(X∆; Z)⊗Z G = 0 .

Daraus folgt mit dem Universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie 10.15, wenn

man für G die Gruppe Z und die Torsionsgruppe von H• (X∆; Z) wählt, einerseits das

Verschwinden von H3(X∆; Z), andererseits aber auch, daß H2(X∆; Z) eine freie abelsche

Gruppe ist. — Es bleibt also die zweite Bettizahl zu bestimmen. Nach dem Voranstehen-

den ist b2(X∆) = e(X∆)−2. Aus 13.4 ergibt sich e(X∆) = k und damit b2(X∆) = k−2.

Die Wahl expliziter Erzeugender geschieht in drei Schritten:

a) Es sei X∆ = IP2: Betrachten wir etwa C1
∼= IP1, dann ist IP2 \ C1

∼= C2. Die

exakte Homologiesequenz (9.11.2) mit ganzzahligen Koeffizienten liefert

0 = Hcld
3 ( IP2 \ C1) → H2(C1) → H2( IP2) → Hcld

2 ( IP2 \ C1) = 0 ,

also wird Z ∼= H2( IP2; Z) von der Klasse C1 erzeugt.

b) Es sei X∆ = Σa: Betrachten wir in der Darstellung vom Anfang des § 10 die

Klassen C1 und C2; sie entsprechen einer Faser und dem Nullschnitt des IP1-Bündels Σa
über IP1. Als Selbstschnittzahlen haben wir C2

1 = 0, da alle Fasern homolog sind und

man damit C2
1 als Schnitt zweier verschiedener und damit disjunkter Fasern berechnen

kann, sowie C2
2 = −a. Damit sind die Homologieklassen C1 und C2 in H2(X∆; Z) linear

unabhängig, denn aus 0 = αC1 + βC2 folgt

0 = αC1 · C1 + βC2 · C1 = 0 + β

und somit auch α = 0, weil H2(Σa; Z) frei ist. Daher genügt es zu zeigen, daß beide

Klassen je einen direkten Summanden von H2(X∆; Z) erzeugen. Einerseits gilt

Σa \ C1
∼= C× IP1 ≃ IP1 ;

auf Grund der Poincarédualität (9.20,1) ist damit

Hcld
j (C× IP1) ∼= H4−j(C× IP1) ∼= H4−j( IP1) .

Andererseits ist auch Σa \C2 als Geradenbündel über C4 zu IP1
∼= C4 homotop. Damit

existieren spaltende exakte Sequenzen mit ganzzahligen Koeffizienten

0 = Hcld
3 (Σa \ Ci) → H2(Ci) → H2(Σa) → Hcld

2 (Σa \ Ci) ∼= Z
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für i = 1, 2.

c) Wenn die vollständige Fläche X∆′ aus der glatten Fläche X∆ durch einmaliges

Aufblasen eines Fixpunktes xσ entsteht und E = Cj die exzeptionelle Kurve bezeichnet,

so ist H2(X∆′ ; Z) die freie abelsche Gruppe H2(X∆; Z)⊕ Z · E. Angesichts 10.2 erhält

man daher mit Ausnahme von a) den allgemeinen Fall induktiv aus b).

Zum Beweise benutzen wir folgendes allgemeine Argument (vgl. etwa [KpWe, § 1]):

Jede exakte kommutative Leiter von R-Moduln

. . . → Cj+1 → Aj → Bj → Cj → Aj−1 → . . .y∼=
y

y
y∼=

y
. . . → C′j+1 → A′j → B′j → C′j → A′j−1 → . . .

induziert kanonisch eine exakte
”
Mayer-Vietoris-Sequenz“

. . .→ B′j+1 → Aj → A′j ⊕Bj → B′j → Aj−1 → . . . .

Wenden wir dies auf den Morphismus ϕ∗: (X∆′ , E) → (X∆, xσ) und die zugehörige

Homologieleiter an, so ergibt sich damit wegen

H• (X∆′ , E) ∼= Hcld
•

(X∆′ \ E) = Hcld
•

(X∆ \ xσ) ∼= H• (X∆, xσ)

eine spaltende exakte Sequenz mit ganzzahligen Koeffizienten

0 = H3(X∆) → H2(E) → H2(xσ)⊕H2(X∆′) → H2(X∆) → H1(E) = 0 .

Im Beweis haben wir von folgendem Standardresultat der algebraischen Topologie

Gebrauch gemacht:

10.15 Universelles Koeffiziententheorem der Kohomologie Es seien R ein

Hauptidealbereich, G ein R-Modul sowie X eine torische Varietät. Dann existiert für

jedes j eine exakte Sequenz

(10.15.1) 0 → Ext
(
Hj−1(X∆;R), G

)
→ Hj(X∆, G) → Hom

(
Hj(X∆;R), G

)
→ 0 .

Statt einer Definition oder einer Interpretation als Modul der Erweiterungen von G′

mit G, vgl. etwa [HiWy, 5.9 Appendix 2], für den R-Modul Ext(G,G′), den wir vor allem

im Fall seines Verschwindens benötigen, geben wir auch hier nur einige Eigenschaften

an:

a) Ext(G,G′) = 0 falls G frei oder G′ divisibel ist.

b) Der Ext-Modul ist (bezüglich endlicher Summen) additiv.

c) Für R = Z, p ≥ 1 und q ≥ 0 ist Ext
(
Z/(p),Z/(q)

)
= Z

/(
ggT(p, q)

)
.

Ein Beweis findet sich etwa in [Br, V.11.10].

Aufgabe 10.8 Es bezeichne σ den dreidimensionalen Kegel mit viereckiger Basis aus Beispiel
3.11. Man gebe das Schnittverhalten der irreduziblen invarianten Untervarietäten von Xσ an.



11. Die Auflösung von torischen Singularitäten

In diesem Paragraphen konstruieren wir für jeden zweidimensionalen Fächer ∆ einen

Fächermorphismus ϕ: ∆̃→ ∆, wobei ∆̃ eine
”
reguläre“ Unterteilung von ∆ ist, die ∆reg

ungeändert läßt. Dazu gehört eine
”
Auflösung von Singularitäten“

ϕ∗:X∆̃
→ X∆ .

Während wir bei der Bildung von Quotienten unter Beibehaltung der Fächerkegel das

Gitter verfeinert haben, werden wir für die Singularitätenauflösung unter Beibehaltung

des Gitters die Kegel verfeinern, also unterteilen.

Man nennt einen eigentlichen Morphismus ψ:X ′ → X algebraischer Varietäten eine

”
eigentliche Modifikation“, wenn für ein dichtes U◦⊂X die Einschränkung

ψψ−1(U):ψ
−1(U)→ U

ein Isomorphismus ist. Ist ψ zusätzlich ein torischer Morphismus, so nennen wir die

Modifikation ψ
”
torisch“.

11.1 Definition Eine (torische) eigentliche Modifikation ψ:X∆′ → X∆ heißt
”
(to-

rische) Auflösung der Singularitäten von X∆“, oder einfach
”
(torische) Auflösung

von X∆“, wenn

a) X∆′ regulär und

b) ψ|ψ−1(X∆reg)
:ψ−1(X∆reg

)→ X∆reg
ein Isomorphismus ist.

2) Eine Fächerunterteilung ϕ: (N,∆′)→ (N,∆) heiße eine
”
Auflösung von ∆“, wenn

∆′ regulär und ϕ|ϕ−1(∆reg):ϕ
−1(∆reg)→ ∆reg ein Fächerisomorphismus ist.

3) Eine Auflösung ∆′ → ∆ heiße
”
minimal“, wenn das Weglassen auch nur einer

Kegelunterteilung in ∆′ zu einem nicht mehr regulären Fächer führt.

Wir sind zunächst am Flächenfall interessiert. Er ist besonders einfach, da Singu-

laritäten höchstens in Fixpunkten vorliegen, so daß man für die Auflösung alle 2-Kegel

separat behandeln kann:

11.2 Satz Jeder zweidimensionale N -Fächer ∆ besitzt eine (bis auf Isomorphie) ein-

deutige minimale Auflösung

ϕ: (N,∆′)→ (N,∆) .

Entsprechend ist ϕ∗:X∆′ → X∆ eine minimale torische Singularitätenauflösung.
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Beweis Es genügt, jeden Kegel σ = keg(v1, v2) ∈ ∆2 einzeln in endlich viele reguläre

Teilkegel zu unterteilen. Dabei werde σ nur dann unterteilt, wenn σ nicht regulär ist,

also zu jedem möglichen Teilungsvektor v notwendig eine Gleichung v1 + v2 = av mit

a ≥ 2 gehört. Dann hat die zu v gehörige exzeptionelle Kurve Vkeg(v) in der Auflösung

nach 10.13 die Selbstschnittzahl −a 6= −1, und die Auflösung von X∆ ist in der Tat

minimal.13)

Wir führen den Nachweis der regulären Unterteilbarkeit von σ durch Induktion

über die
”
Multiplizität“

λ := det σ = det(v1, v2)

von σ: Für λ = 1 ist σ regulär, es sei also λ ≥ 2. Nach 9.1 existiert dann in einer

geeigneten Basis (e1, e2) von N ein κ ∈ N mit

(11.2.1) v1 = λe1 − κe2, 0 < κ < λ, ggT(κ, λ) = 1 und v2 = e2 .

Der Vektor w1 := e1 liefert eine Unterteilung von keg(v1, v2) in einen regulären Ke-

gel keg(e1, e2) und einen
”
kritischen“ Kegel σ′ := keg(λe1 − κe2, e1) mit Multiplizität

det σ′ = κ < λ. Daher ist σ′ nach Induktionsvoraussetzung in endlich viele reguläre

Kegel mit neuen Kanten w2, . . . , wℓ zerlegbar. Es sei noch vermerkt, daß dabei die Rei-

henfolge wℓ+1 := v1, wℓ, . . . , w1 := v2 positiv orientiert ist.

Nun ist die Minimalität nachzuweisen, daß also das Weglassen von Teilungsvektoren

wj stets zu singulären Teilkegeln führt. Es genügt, dies für aufeinanderfolgende Vektoren

wj , . . . , wj+i mit i ≥ 0 und 2 ≤ j ≤ ℓ − i zu verifizieren. Nach Konstruktion der

Unterteilung sei ohne Einschränkung wj−1 = e2; es ist also zu zeigen, daß keg(v, e2)

mit v := wj+i+1 singulär ist. Aus v1 = λe1 − κe2 für κ < λ ergibt sich, daß der Winkel

∢(v1, e2) kleiner als 45o ist. Die Regularität von keg(v, e2) würde eine Darstellung v =

e1−µe2 mit µ ≥ 1 implizieren. Also müßte der Teilwinkel ∢(v, e2) mindestens 45o sein,

ein Widerspruch.

Für die Eindeutigkeit reicht der Nachweis, daß der Vektor e1 bei der gewählten

Darstellung von σ notwendig als erster Teilungsvektor v′ auftritt; rekursiv folgt daraus

die Behauptung. Zunächst kann v′ nicht im Innern des vierten Quadranten liegen, da

jeder Vektor v′ = λ′e1−κ
′e2 mit 1 ≤ κ′ < λ′ mit e2 einen singulären Kegel bildet. Liegt

v′ im Innern des ersten Quadranten, so existiert ein regulärer Kegel τ := keg(w1, w2),

wobei w1 in σ, w2 im Innern von keg(e1, e2) und e1 in τ liegt. Nach Hilfssatz 10.3 darf

e2 nicht im Innern von keg(w2,−w1) liegen, obwohl es das offensichtlich tut!

11.3 Beispiel Es seien v1 := 3e1− 2e2 und v2 := e2. Durch Hinzunahme der Vektoren

e1 und 2e1 − e2 erhält man eine Auflösung

S
(
keg(3e1 − 2e2, 2e1 − e2), keg(2e1 − e2, e1), keg(e1, e2)

)
von S

(
keg(v1, v2)

)
.

13) Dies ist ein Spezialfall der allgemeinen Tatsache der Algebraischen Geometrie, daß in
glatten Flächen genau die Kurven mit Selbstschnittzahl −1 (regulär) zusammenziehbar sind.
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Wir wollen als nächstes aus dem Existenzbeweis von 11.2 ein rekursives Verfahren

zur Bestimmung der Anzahl der erforderlichen Teilungsvektoren und der zugehörigen

Selbstschnittzahlen für jeden einzelnen singulären Kegel ableiten; damit kann man im

vollständigen Fall den regulären Fächerzahlenzyklus zu ∆′ aus dem von ∆ rekursiv

berechnen.

Wir gehen von einem Kegel σ = keg(v1, v2) wie in (11.2.1) aus; dabei sei κ ≥

2, da der kritische Kegel sonst regulär ist. Die typische Situation ist in Figur 11.1

angedeutet.14) Für den kritischen Teilkegel σ′ ist wiederum eine Basis (e′1, e
′
2) von N

wie in (11.2.1) zu finden und dann die Vielfachheit a1 des Teilungsvektors e1 für den

Kegel keg(e′1, e2) zu bestimmen.

v2 = e2

e1

e′1
λe1 − κe2 = v1

Figur 11.1 Reguläre Unterteilung von keg(v1, v2)

Rotation um 90o gibt zunächst eine neue Basis (ẽ1, ẽ2) := (−e2, e1). Definieren wir

dann a1, r ∈ N mit r < κ durch λ =: (a1 − 1)κ+ r, so ist a1 ≥ 2 und r > 0, da κ und λ

teilerfremd sind; wir haben also

0 < κ− r = κa1 − λ < κ und ggT(κa1 − λ, κ) = 1 .

Damit ist a1 die obere Gaußklammer ⌈λ/κ⌉, die für p/q ∈ Q durch

⌈p/q⌉ := min{a ∈ Z; a ≥ p/q}

14) Wenn nur eine Unterteilung für die Regularisierung erforderlich ist, ergibt sich die Be-
rechnung bereits aus dem Beginn des Beweises von 11.2.
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definiert ist. — Es kommt nun die Scherung

e′1 : = ẽ1 + a1ẽ2, e′2 : = ẽ2

als weitere Basistransformation hinzu. Dann ist

v1 = κ(e′1 − a1e
′
2) + λe′2 = κe′1 − (κa1 − λ)e′2 .

Der Teilungsvektor e′1 von keg(v1, v2) erzeugt einen regulären Teilkegel keg(e′1, e1) und

ist im Koordinatensystem (e1, e2) = (e1, v2) durch

(11.2.2) e′1 = a1e1 − v2

gegeben. Also ist zunächst −a1 in der Tat die Selbstschnittzahl der Kurve C1 = Vkeg(e1).

— Wenn κa1 − λ = 1 ist, dann bricht das Verfahren ab; andernfalls konstruiert man

analog einen Teilungsvektor e′′1 etc.

Die gesuchte rekursive Konstruktion aller auftretenden aj verwendet nun
”
modifi-

zierte15) Kettenbrüche“. Zunächst ist

λ

κ
= a1 −

a1κ− λ

κ
= a1 −

1
κ

a1κ−λ

.

Dabei ist κ/(a1κ − λ) genau dann ganzzahlig, wenn a1κ − λ den Wert 1 annimmt; in

diesem Falle bricht das Verfahren ab. Andernfalls ist a2 := ⌈ κ
a1κ−λ

⌉ ≥ 2, und man fährt

damit fort:
λ

κ
= a1 −

1

a2 −
1

(...)

etc. Auf diese Weise erhält man den
”
Hirzebruch-Jung-Kettenbruch“

(11.2.3)
λ

κ
= a1 −

1

a2
−

1

. . .
−

1

aℓ

mit eindeutig bestimmten aj ∈ N≥2 und ℓ ≤ λ − 1, aus dem man die Anzahl und den

Wert der gesuchten aj ablesen kann.

Fassen wir zusammen:

11.4 Satz In einer Basis (e1, e2) von N sei σ := keg(v1, v2) mit

v1 = λe1 − κe2, 0 < κ < λ, ggT(κ, λ) = 1 und v2 = e2

und der zugehörigen Kettenbruchentwicklung

λ

κ
= a1 −

1

a2
−

1

. . .
−

1

aℓ
.

15) In [Pe] werden aufsteigende Kettenbrüche verwendet; die modifizierten absteigenden haben
den Vorteil einer eindeutigen Darstellung.
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Dann besitzt σ eine reguläre Unterteilung mit Vektoren w0 := v1, . . . , wℓ+1 := v2, welche

für j = 1, . . . , ℓ die Beziehung wj−1 + wj+1 = ajwj erfüllen.

11.5 Beispiele 0) Für den in 11.3 betrachteten Kegel keg(3e1 − 2e2, e2) ist der zu-

gehörige Kettenbruch 3/2 = 2− 1/2, daher werden zwei Teilungsvektoren benötigt

mit Selbschnittzahlen 2 für die exzeptionellen Kurven.

1) Für κ = 1 gibt es genau eine exzeptionelle Kurve in der minimalen Auflösung; ihre

Selbstschnittzahl ist −λ.

2) Der Vektor v1 liege auf der Geraden durch e2 und e1. Dann gibt es λ−1 exzeptionelle

Kurven Cj , und alle aj sind 2.16)

Beweis 1) Für κ = 1 ist der bei der ersten Unterteilung auftretende kritische Kegel

keg(λe1− e2, e1) regulär, und aus λe1 = (λe1− e2)+ e2 ergibt sich die Selbstschnittzahl

von Vkeg(e1).

2) Die Voraussetzung bedeutet gerade κ = λ− 1. Aus λ = (a1 − 1)(λ− 1) + r mit

r < λ− 1 folgt a1 = 2. Beim nächsten Schritt ist der Vektor

κe′1 − (κa1 − λ)e′2 = (λ− 1)e′1 − (λ− 2)e′2

weiterzubehandeln. Damit folgt die Behauptung induktiv.

11.6 Korollar Zum Keim (Xσ)xσ
im Fixpunkt xσ des Kegels σ aus 11.4 existiert eine

minimale Singularitätenauflösung ϕ∗, deren exzeptioneller Divisor

ϕ−1
∗ (xσ) = : E1 ∪ . . . ∪ Eℓ

einen zusammenhängenden linearen Graphen (Baum) mit Komponenten Ej ∼= IP1 und

Selbstschnittzahlen −aj ≤ −2 bildet, vgl. Figur 11.2.

E2

E1 E3 Ed−1

Ed

Figur 11.2 Graph der minimalen Auflösung einer torischen Flächensingularität.

16) In der Singularitätenklassifikation spricht man von einem rationalen Doppelpunkt der
Klasse Aλ−1.
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Beweis Der exzeptionelle Divisor ist der zu den Vektoren w1, . . . , wℓ gehörige Teil des

Graphen zum Divisor von −KXσ
aus § 10; dessen Schnittverhalten wurde in (10.14.1)

analysiert.

Aufgabe 11.1 Man zeige für σ = keg(λe1 − κe2, e2) mit 0 < κ < λ und ggT(κ, λ) = 1, daß
die im rekursiven Verfahren konstruierten regulären Unterteilungsvektoren w1, . . . , wℓ genau
die Gitterpunkte auf dem Randstreckenzug von e2 nach λe1 − κe2 der konvexen Hülle von
N ∩ (σ \ {0}) sind.

Aufgabe 11.2 Man zeige: Der minimale Auflösungsgraph der Singularität im Nullpunkt der
Fläche V (C3;Tλ3 − T1T2) ist ein Baum aus λ− 1 Kurven IP1 mit Selbstschnittzahl −2.

Wir wollen nun zeigen, daß jeder Fächer ∆ beliebiger Dimension eine reguläre

Unterteilung ∆′ besitzt. Anders als im zweidimensionalen Fall kann man allerdings

keine kombinatorische Eindeutigkeit für minimale Unterteilungen erreichen.

Wir beginnen mit dem Beispiel eines dreidimensionalen Kegels, der zwei verschie-

dene, aber gleichwertige reguläre Unterteilungen besitzt. Durch das Umfeld des Kegels

in einem größeren Fächer können diese Unterteilungen aber zu kombinatorisch inäqui-

valenten Fächerunterteilungen führen, vgl. Figur 11.3, in der nur eine der beiden Un-

terteilungen zum Stern einer Ecke mit 5 Kanten führt.

4

4

4

4
4

4

3

5

5

3
4

4

Figur 11.3 Inäquivalente Auflösungen im IR3

11.7 Beispiel In Z3 ⊂ R3 seien v1, v2, v3 eine Z-Gitterbasis und v4 := v1−v2+v3. Dann

spannen je drei der vj einen Teilkegel σi := keg({vj ; j 6= i}) von σ := keg(v1, v2, v3, v4)

auf. Man setze ∆ := S(σ), ∆1 := S(σ2, σ4), ∆2 := S(σ1, σ3). Die gemeinsame Ver-

feinerung ∆3 := ∆1 ∪ ∆2 enthält als neue Kante keg(v0) mit v0 := v1 + v3. Zu den

Fächermorphismen der Unterteilungen gehört ein kommutatives Diagramm torischer

Varietäten
X∆3

ւ ց

X∆1
X∆2

,

ց ւ
X∆
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das drei Auflösungen der Singularitäten von X∆ liefert; ersichtlich ist zwar X∆3
keine

minimale Auflösung, aber X∆1
und X∆2

sind inäquivalente minimale Auflösungen.

Geometrisch läßt sich die Situation wie folgt interpretieren (vgl. Figur 11.4): Xσ

ist von der Form V (C4;T1T3 − T2T4), also ein affiner Teil des Kegels über der (zu

IP1 × IP1 isomorphen) glatten Quadrik im IP3. Der Fixpunkt von Xσ läßt sich auf zwei

verschiedene Weisen durch einen IP1 ersetzen; diese beiden Singularitätenauflösungen

werden von einer weiteren dominiert, die zusätzlichen einen invarianten Divisor Vkeg(v0)

enthält.

Figur 11.4 Auflösung eines affinen quadratischen Kegels

Aufgabe 11.3 Es bezeichne W den Einheitswürfel konv(v±±±) mit v± := (±1,±1,±1) ∈ R3.
Man zeige, wie sich X∆W aus dem IP3 durch Aufblasen und Kontrahieren gewinnen läßt.

Die Desingularisierung eines Fächers ∆ geschieht nun in zwei Schritten: Zunächst

konstruiert man eine
”
simpliziale Auflösung“ ∆′ → ∆ durch eine simpliziale Unter-

teilung von ∆, wobei keine neuen Kanten erforderlich sind, und dann verschafft man

sich zum simplizialen Fächer ∆′ eine
”
kohärente“ Regularisierung. Bei beiden Schritten

werden reguläre Kegel des Fächers nicht tangiert.

A. Die simpliziale Auflösung eines beliebigen Fächers

Ziel dieses Abschnittes ist das folgende Ergebnis:

11.8 Satz Zu jedem Fächer ∆ existiert eine Unterteilung ∆′ → ∆ ohne zusätzliche

Kanten, bei der ∆′ simplizial ist.



142 Kapitel III Eigentliche Morphismen und Singularitätenauflösung

Um ein zu starkes Rekurrieren auf die Anschauung zu vermeiden, werden wir den

Beweis mit Hilfe eines Spezialfalles der Technik
”
stellarer Unterteilungen“ führen; für

die allgemeine Theorie sei auf [Ew, III.2] verwiesen.

11.9 Definition Für eine Kante ρ ∈ ∆1 heißt der Fächer

s(ρ)∆ :=
(
∆ \ Stern(ρ)

)
∪

(
ρ+ ∂ Stern(ρ)

)

die
”
stellare Unterteilung“ des Fächers ∆ bezüglich ρ.

Mit dem Randfächer ∂ Stern(ρ) trägt ersichtlich ebenfalls die Minkowskisumme

ρ+∂ Stern ρ und damit s(ρ)∆ eine natürliche Fächerstruktur. Die Kanten von ∆ bleiben

bei dieser stellaren Unterteilung unverändert; auch jeder simpliziale Kegel von ∆ wird

von dieser Operation nicht berührt. Anders ist die Situation, falls nichtsimpliziale Kegel

vorliegen, vgl. Figur 11.5, wo der Einfachheit halber S2 ∩∆ dargestellt wird.

ρ

S2 ∩∆ S2 ∩ Stern ρ S2 ∩ ∂ Stern ρ S2 ∩ s(ρ)∆

Figur 11.5 Stellare Unterteilung von ∆ ∩ S2

Der Beweis von 11.8 ergibt sich unmittelbar aus folgendem Resultat:

11.10 Lemma Es seien ρ1, . . . , ρk die Kanten des Fächers ∆ und ∆j := s(ρj)∆j−1 für

j = 1, . . . , k, so ist ∆k eine simpliziale Unterteilung von ∆ mit |∆k| = |∆| und ∆1
k = ∆1.

Beweis Zu zeigen ist nur, daß ∆k simplizial ist. Ist dies nicht der Fall, so existiert ein

nichtsimplizialer Kegel σ ∈ ∆k. Dieser enthält zwei Kanten ρi, ρj, für die konv(ρi, ρj)

keine Seite von σ ist, obwohl ρj in ∂ Stern(ρi) liegt und daher konv(ρi, ρj) nach

Konstruktion ein Kegel in s(ρi)∆i−1 ist und damit als neue Seite in ∆i auftritt!

B. Reguläre Unterteilungen eines simplizialen Fächers

Bei der Regularisierung eines simplizialen Fächers haben wir schon im zweidimensiona-

len Fall gesehen, daß man in der Regel auf die Einführung neuer Kanten nicht verzichten

kann.

11.11 Satz Jeder simpliziale Fächer ∆ besitzt eine reguläre Unterteilung ∆′, bei der

∆reg ungeändert bleibt.
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Für einen induktiven Beweis haben wir ein Maß für die Nicht-Regularität eines

d-dimensionalen simplizialen Kegels σ = keg(v1, . . . , vd) mit primitiven Erzeugenden

vj ∈ N anzugeben. Dazu bezeichne Γσ das Untergitter
∑d
i=1 Z · vi von Nσ = N ∩ linσ.

Der Index

mσ := [Nσ: Γσ] ∈ N

ist dann eine endliche Zahl, genannt die
”
Multiplizität des Kegels σ“. Wählt man ent-

sprechend dem Elementarteilersatz 2.18 eine geeignete Basis vonNσ, dann istmσ einfach

das Produkt der Elementarteiler ε1 · . . . ·εd = | det(v1, . . . , vd)|. Insbesondere ist σ genau

dann regulär, wenn mσ den Wert 1 hat.

Die folgenden Überlegungen behandeln rekursiv den Schritt vom k-Skelett ∆≤k zu

∆k+1. Da die dabei auftretenden Unterteilungen jeweils auch auf die höherdimensio-

nalen Kegel fortgesetzt werden müssen, benötigen wir folgende Variante der stellaren

Unterteilung: Für einen simplizialen Fächer ∆ sei ρ ein (rationaler) Halbstrahl in |∆|.

Es bezeichne σ ∈ ∆ den Kegel mit ρ◦ ⊂ σ◦. Der Rand ∂ Stern(σ) von Stern(σ) in ∆

bildet einen Unterfächer von ∆. Man ersetze ihn durch den Fächer

{
keg(ρ, γ); γ ∈ ∂ Stern(σ)

}
.

Damit erhält man eine Verfeinerung von ∆, genannt stellare Unterteilung von ∆ bezüg-

lich ρ. Der für uns wichtigste Fall ist der, daß σ volldimensional ist. Dann ist

s(ρ)∆ :=
(
∆ \ {σ}

)
∪ (ρ+ ∂σ)

die stellare Unterteilung von ∆ bezüglich ρ. Dabei wird kein niederdimensionaler Kegel

von ∆ unterteilt.

11.12 Lemma Zu jedem singulären simplizialen Kegel σ ∈ ∆n mit regulärem Randfä-

cher existiert ein Strahl ρ = keg(v) im Innern von σ, so daß für alle n-Kegel γ aus

s(ρ)S(σ) gilt:

mγ < mσ .

Beweis Bezüglich einer geeigneten Basis (e1, . . . , en) von N hat σ eine Darstellung

σ = keg(e1, . . . , en−1, v) mit v =
∑n

j=1 αjej und αj ∈ N. Dabei ist α := αn ≥ 2, denn

σ ist n-dimensional und singulär. Damit gilt αj> 0 für alle j, denn wäre etwa α1 = 0,

so folgte aus der Regularität der Seite keg(e2, . . . , en−1, v) die Gleichung α = 1. Nach

einer unimodularen Transformation des Gitters läßt sich zudem αj < α für j ≤ n − 1

annehmen: Ist etwa α1 ≥ α, so setze man e′1 := e1 − en und erhält

v = α1e
′
1 +

n−1∑

j=2

αjej + (α+ α1)en .

Rekursiv ergibt sich damit eine Darstellung der gewünschten Form

v =

n−1∑

j=1

αjej + αen mit 0 < αj < α .
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Der N -Vektor

w :=

n−1∑

j=1

αjej + (α− 1)en

liegt nun ersichtlich im Innern von σ. — Man erhält die volldimensionalen Kegel γ

der stellaren Unterteilung s
(
keg(w)

)
S(σ), indem man jeweils für j = 1, . . . , n die j-

te Komponente von (e1, . . . , en−1, v) durch w ersetzt. Wegen der Multilinearität der

Determinantenfunktion ist für j = n

mγ = | det(e1, . . . , en−1, w)| = α− 1 < α = | det(e1, . . . , v)| = mσ .

Für j 6= n sei ohne Einschränkung j = n− 1, und wir erhalten mit

A :=




1 0 0

. . .
...

...

. . .
...

...

1 0 0

α1 . . . . . . αn−2 αn−1 α− 1

α1 . . . . . . αn−2 αn−1 α




die Beziehung

mγ = | det(e1, . . . , en−2, w, v)| = detA = αn−1 < α = mσ .

Beweis von 11.11 durch Induktion über dim ∆: Zunächst ist ∆0 regulär. Ohne Ein-

schränkung sei durch reguläre stellare Unterteilung nur der singulären Kegel bereits

∆≤n−1 regulär geworden; man setze diese Unterteilung auf den gesamten Fächer fort. Es

bezeichne wiederum ∆ den dadurch aus dem Ausgangsfächer entstandenen simplizialen

Fächer. Wir werden für jedes singuläre σ ∈ ∆n eine reguläre Unterteilung konstruieren,

die ∂σ ungeändert läßt. Daher genügt es, den Fall ∆ = S(σ) zu betrachten. Wegen

mσ > 1 existiert nach 11.12 eine simpliziale Unterteilung von σ, die den Rand nicht

ändert, und für die alle n-Simplizes γ eine Multiplizität 1 ≤ mγ < mσ haben. Nach

endlichmaliger Wiederholung haben alle mγ den Wert 1.



Kapitel IV

Topologie und Geradenbündel

Wir gehen nun genauer auf algebraisch-topologische Invarianten torischer Varietäten

ein. Wir beschreiben die Fundamentalgruppe durch Fächerdaten und geben an, wann

eine torische Varietät einfach zusammenhängend ist. Außerdem gehen wir mit Hilfe

von Techniken der Eulercharakteristik auf eine erste Bestimmung von Bettizahlen ein.

Darauf untersuchen wir die Divisorenklassengruppen, die sich im torischen Fall durch

invariante Divisoren repräsentieren lassen. Mit Hilfe von Geradenbündeln wird die Un-

tersuchung von Cartierdivisoren wesentlich erleichtert. Schließlich charakterisieren wir

über strikt konkave Trägerfunktionen die projektiv algebraischen torischen Varietäten.

12. Fundamentalgruppe

Wir beschreiben die Fundamentalgruppe torischer Varietäten in Satz 12.6 durch Fächer-

daten und geben an, wann eine torische Varietät einfach zusammenhängend ist, vgl.

12.7; die erforderlichen elementaren Kenntnisse über Fundamentalgruppen kann man

etwa [Gb, Part I] entnehmen.

Die Berechnung der Fundamentalgruppe einer torischen Varietät in der Zariski-

topologie ist von geringem Interesse:

12.1 Beispiel In der Zariskitopologie sind algebraische Tori zusammenziehbar.

Beweis Wir führen dies exemplarisch für C∗ durch, haben also eine Homotopie

H: C∗ × I → C∗, mit H(∗, 0) = idC∗ und H(∗, 1) = 1

anzugeben. Dazu wähle man eine beliebige Injektion h: C∗×]0, 1[→ C∗17) und setze

H(z, t) =:

{ z, t = 0
h(z, t), 0 < t < 1
1, t = 1 .

17) Nach Cantor [1878] existiert insbesondere eine Bijektion I ∼= I3; aus der Umkehrabbildung
erhält man h etwa durch eine Komposition

C∗ × I ⊂ IR2 × I ∼= (
◦
I)

2 × I ⊂ (I2 \ {(0, 0)}) × I ⊂ I \ Punkt ⊂ C \ Punkt ∼= C∗ .
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Zu zeigen ist nur, daß H bezüglich der Produkttopologie der Zariskitopologie von C∗

und der Standardtopologie von I stetig ist. Dazu sei A ⊂ C∗ Zariski-abgeschlossen –

ohne Einschränkung sei A zusammenhängend und nicht C∗, also A = {a}. Dann ist

H−1(a) = {a} × {0} ∪ h−1(a) ∪

{
C∗ × {1}, a = 1
∅, sonst

als Vereinigung dreier abgeschlossener Mengen abgeschlossen.

12.2 Bemerkung Allgemeiner läßt sich zeigen, daß jede irreduzible algebraische Va-

rietät in der Zariskitopologie zusammenziehbar ist. Die Voraussetzung irreduzibel ist

dabei wichtig:

Aufgabe 12.1 Man zeige, daß die Vereinigung dreier Geraden X := V (C2; z1z2(z1 + z2 − 1))
in der Zariskitopologie nicht zusammenziehbar ist.

Torische Varietäten X sind irreduzibel, also kann deren Fundamentalgruppe π1(X)

nur in der C-Topologie zusätzliche Informationen liefern. Wir werden daher stets diese

Topologie für die Fundamentalgruppen benutzen. Dabei wählen wir in der Regel als

Basispunkt 1 ∈ T ◦⊂ X . Mit dem Standardweg

ε: [0, 1]→ S1 ⊂ C∗, t 7→ e2πit

erhalten wir folgende explizite Beschreibung der Fundamentalgruppe des Torus:

12.3 Bemerkung Für ein Gitter N ist die Abbildung

(12.3.1) N → π1(TN ), v 7→ [λv ◦ ε]

ein Isomorphismus.

Beweis Aus der Darstellung C∗ ∼= S1 × IR>0 ergeben sich Isomorphismen

Z = π1(S
1, 1) ∼= π1(C

∗, 1), 1 7→ [ε] 7→ [ε] .

Nach der Produktformel für Fundamentalgruppen

(12.3.1) π1(X × Y ) ∼= π1(X)× π1(Y )

ist damit

π1(T) = π1

(
(C∗)n

)
∼= Zn.

Dieser Isomorphismus läßt sich explizit realisieren als

N
∼=
−→ π1(T), v 7→ [λv ◦ ε] ,

wobei λv die zu v gehörige 1-PUG bezeichnet. Zum Nachweis dieser Behauptung seien

(v1, . . . , vn) eine Basis vonN und (u1, . . . , un) die duale Basis vonM . Aus der Beziehung

λvi
(z)(uj) = z〈uj ,vi〉 = zδij
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(vgl. (6.7.2)) ergibt sich mit

T = Hom(M,C∗)
∼=
−→ (C∗)n, x 7→

(
x(u1), . . . , x(un)

)

die Beschreibung

C∗
λvi−→ T

∼=
−→ (C∗)n, z 7→ (1, . . . , 1, z, 1, . . . , 1) .

Bezeichnet C∗i die i-te Komponente des Produkts, so folgt mit Z · vi ∼= π1(C
∗
i , 1)

N =
⊕

i

Z · vi
∼=
→

n∏

i=1

π1(C
∗
i )
∼= π1

(
(C∗)n

)
∼= π1(T), vi 7→ [λvi

ε] .

Die algebraisch-topologische Information über Xσ ist bereits in der abgeschlossenen

Bahn Bσ enthalten:

12.4 Satz Ist σ ein N -Kegel, so ist die Inklusion ı: Bσ →֒ Xσ ein starker Deformati-

onsretrakt mit einer äquivarianten Retraktion.

Dabei bedeutet das Wort
”
starker Deformationsretrakt“, daß für die Retraktions-

abbildung r:Xσ → Bσ eine geeignete Homotopie ı ◦ r ≃ idXσ
den Unterraum Bσ

punktweise fest läßt.

Beweis Die Bahn

Bσ = Hom(σ⊥ ∩M,C) →֒ Xσ = Hom(σ∨ ∩M,C)

ist nach 7.6 als Unterraum durch
”
Fortsetzung durch Null auf σ∨∩M“ eingebettet. Die

über den Fußpunkt xσ definierte Abbildung

(12.4.1) r:Xσ → Bσ →֒ Xσ, x 7→ xσ · x

ist stetig und erfüllt r ◦ ı = idBσ
nach Definition von xσ:

xσ(u) =

{
1, u ∈ σ⊥ ∩M
0 sonst .

Fixieren wir ein v ∈ σ◦ ∩N und setzen

H:Xσ × I → Xσ, (x, t) 7→

{
λv(t) · x, t > 0
xσ · x t = 0 .

Nach 6.11 ist lim
t→0

λv(t) = xσ, also H auch in t = 0 stetig. Weiter ist H(∗, 1) = idXσ
;

da schließlich aus u ∈ σ⊥ ∩ M folgt, daß λv(t)(u) = t〈u,v〉 = 1 gilt, ist Bσ starker

Deformationsretrakt von Xσ.
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12.5 Korollar Für jeden d-dimensionalen N -Kegel σ in V gilt:

1) π1(Xσ) ∼= N/σ ∼= Zn−d.

2) Ist d = n, so ist Xσ zusammenziehbar.

Beweis Für einen volldimensionalen Kegel ist die abgeschlossene Bahn Bσ gerade der

Fixpunkt xσ, so daß Xσ nach 12.4 zusammenziehbar ist. Für allgemeines d folgt damit

aus der Produktzerlegung (3.19.1) und der Produktformel (12.1.1):

π1(Xσ) ∼= π1(Xσ′)× π1(Tn−d) ∼= {1} × Zn−d .

Über die Fächerdaten läßt sich nunmehr die Fundamentalgruppe mit Hilfe der

Bezeichnung

N∆ :=
∑

σ∈∆

Nσ

wie folgt beschreiben:

12.6 Satz Zu jedem N -Fächer ∆ existiert kanonisch eine exakte Sequenz

0 → N∆ → N → π1(X∆) → 0 .

Beweis Es sei zunächst ∆ der Seitenfächer eines Kegels σ, i.e., X∆ = Xσ. Dann ist

eine exakte Sequenz mit T = TN

(12.6.1) 0 → Nσ → N = π1(T) → π1(Xσ) → 0

zu etablieren. Wir haben mit 7.6 folgende Abbildungen

TN
ı
◦⊂ Xσ

r
−→ Bσ

ω
−→ T(σ) := TN/Nσ

= Hom(σ⊥ ∩M,C∗)

(x:M → C) 7→ x|σ∨∩M
(12.4.1)
7→ (xσ · x)|σ∨∩M = x|σ⊥∩M .

Für die zugehörigen Fundamentalgruppen erhalten wir das Diagramm

π1(T) → π1(Xσ)
∼=
→ π1(Bσ)

∼=
→ π1

(
T(σ)

)

‖ ‖

N −−−−−→ N/Nσ .

Wenn die untere Abbildung im Diagramm die Restklassenabbildung ist, dann ist (12.6.1)

evident. Für v ∈ N und die zugehörige Klasse v ∈ N/Nσ zeigen wir daher für alle

t ∈ [0, 1]

(ω ◦ r ◦ ı)
(
λvε(t)

)
= λvε(t) .

Ist dazu u ∈ σ⊥ ∩M , so gilt

(
ω ◦ r ◦ ı)(λvε(t)

)
(u) =

(
λvε(t)

)
(u) = ε(t)〈v,u〉 = ε(t)〈v,u〉 =

(
λvε(t)

)
(u) .
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Für einen allgemeinen Fächer ∆ schließen wir durch vollständige Induktion über

die Anzahl seiner Kegel. Nach dem bereits Gezeigten dürfen wir annehmen, daß ∆

nicht Seitenfächer eines Kegels ist. Es sei σ ∈ ∆max; dann haben ∆′ := ∆ \ {σ}, der

Seitenfächer von σ und deren Durchschnitt ∆′′ weniger Elemente als ∆. Nun gelten

X∆ = X∆′ ∪Xσ und X∆′′ = X∆′ ∩Xσ .

Nach Induktionsvoraussetzung können wir folgende beiden Diagramme miteinander

identifizieren:

N π1(T)

ց ց

N/N∆′′ → N/N∆′ π1(X∆′′) → π1(X∆′)

↓ ↓

N/Nσ π1(Xσ)

Das linke hat wegen N∆ = Nσ + N∆′ ersichtlich N/N∆ als pushout18), während das

rechte nach dem Satz von van Kampen (vgl. [tD, II (5.7)]) den pushout π1(X∆) hat.

Damit ist die natürliche Abbildung N → π1(X∆) surjektiv und hat N∆ als Kern.

Für die folgende Beschreibung der Torsion verwenden wir die in 15.11 charakteri-

sierte Disivorenklassengruppe Cl DivT
C(X∆) = Cl DivC(X∆). Dabei bezeichnet TorsG

für eine endlich erzeugte abelsche Gruppe G die zugehörige Torsionsuntergruppe

TorsG :=
{
g ∈ G; ∃n ∈ N>0 mit ng = 0

}
.

Entsprechend heißt G
”
torsionsfrei“, wenn TorsG die Nullgruppe ist. Eine analoge Be-

griffsbildung hat man für Moduln über beliebigen Ringen; dabei wird N>0 durch die

Menge der Nichtnullteiler ersetzt.

12.7 Korollar Für jede torische Varietät X∆ gilt:

1) π1(X∆) = H1(X∆; Z).

2) Torsπ1(X∆) = Tors Cl DivT
C(X∆).

18) Ein kommutatives Diagramm von Grupppen

G0
ϕ1
−→ G1yϕ2

yψ1

G2
ψ2
−→ G

heißt
”
pushout“, wenn für jedes Paar von Gruppenhomomorphismen hj :Gj → H mit h1◦ϕ1 =

h2 ◦ ϕ2 genau ein Homomorphismus f :G→ H existiert, der f ◦ ψj = hj erfüllt.
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3) corang π1(X∆)19)= dimX∆ ⇐⇒ X∆
∼= T.

4) Falls ∆ einen n-dimensionalen Kegel enthält, so ist X∆ einfach zusammenhängend

und damit Cl DivT
C(X∆) torsionsfrei.

Beweis 1) Da π1(T) = N abelsch ist, gilt dies nach 12.6 auch für π1(X∆). Damit ist

π1(X∆) = H1(X∆; Z).

2) Aus dem universellen Koeffiziententheorem der Kohomologie für R = Z

(10.15) 0 → Ext
(
Hj−1(X∆; Z), G

)
→ Hj(X∆;G) → Hom

(
Hj(X∆; Z), G

)
→ 0

für eine beliebige abelsche Gruppe G folgt mit Ext(G,Z) ∼= TorsG für endlich erzeugtes

G aus der Tatsache, daß für solche G die Gruppe Hom(G,Z) frei ist, die Gleichung

Torsπ1(X∆) = TorsH2(X∆) .

Nach der Künnethformel für Koeffizienten in R-Moduln G und G′ und topologische

Räume T und T ′

(12.7.1)

0→
∑

i+j=ℓ

Hi(T ;G)⊗R Hj(T
′;G′)→ Hℓ(T × T

′;G⊗G′)

→
∑

i+j=ℓ−1

Tor
(
Hi(T ;G), Hj(T

′;G′)
)
→ 0

genügt es im Falle R = Z = G = G′ für die Berechnung der Torsion von H1(X∆; Z),

eventuelle Faktoren C∗ von X∆ abzuspalten, denn die Homologie von C∗ ist frei. Daher

sei X∆ (bzw ∆) ohne Einschränkung nicht entartet. Für solche Fächer gilt nach 9.17

und 15.11

H2(X∆; Z) = Cl DivT
C(X∆) ;

daraus folgt für beliebige Fächer

Torsπ1(X∆) = Tors Cl DivT
C(X∆) .

3) Wenn ein Kegel o 6= σ ∈ ∆ existiert, so kann stets einer der erzeugenden primi-

tiven Vektoren von σ als ein Basiselement von N betrachtet werden; er liefert dann die

Nullklasse in π1(X∆). Nach 12.6 gilt damit

corang π1(X∆) ≤ n− 1 .

4) Falls ∆ einen n-dimensionalen Kegel σ enthält, dann ist N = Nσ, also nach 12.6

π1(X∆) = 0. Aus 2) folgt nun, daß Cl DivT
C(X∆) torsionsfrei ist.

Die in 3) angegebene Abschätzung ist scharf:

19) Der Korang einer endlich erzeugten abelschen Gruppe bezeichne die Minimalzahl von
Erzeugenden.
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12.8 Beispiel Ist ∆ in IR2 der Z2-Fächer mit den drei Kegeln 0, IR≥0 · (2, 1) und

IR≥0 · (1, 2), so hat die Fundamentalgruppe Torsion vom maximal möglichen Korang 1:

π1(X∆) ∼= Z2
/〈

(2, 1), (1, 2)
〉
∼= Z3 ,

denn es gilt det
(
2 1
1 2

)
= 3.

Für die Anwendungen der Kohomologie affiner torischer Varietäten ist bisweilen

die folgende Beschreibung hilfreich:

12.9 Korollar Zum N -Kegel σ existiert für jedes j ein natürlicher Isomorphismus

Hj(Xσ; Z) ∼=
∧j

M(σ). Insbesondere ist Hj(Xσ; Z) eine freie abelsche Gruppe vom

Rang
(
n−dimσ

j

)
.

Beweis Es sei zunächst σ = o und damit Xσ = T. Dann ist

H1(Xσ; Z) = N =

n⊕

j=1

Z · ej

nach 12.5 und 12.7 1). Aus der Künnethformel folgt, daß Hj(Xσ; Z) die freie abelsche

Gruppe mit der Basis {ei1⊗ . . .⊗eij ; i1 < . . . < ij} ist. Aus dem universellen Koeffizien-

tentheorem der Kohomologie ergibt sich, daß die Kohomologie die dazu duale abelsche

Gruppe und damit
∧j

M ist. Für allgemeines σ ist H1(Xσ; Z) = N/σ nach 12.5, also

kann man analog mit M(σ) statt M argumentieren.

12.10 Bemerkung Für einen Fächer ∆ in V sind folgende Bedingungen äquivalent:

1) ∆ ist nicht entartet, i.e., lin∆ = V .

1′) lin ∆1 = V .

2) Das Gitter N∆ hat den Rang n.

3) Die Fundamentalgruppe π1(X∆) ist endlich.

4) Die erste Bettizahl b1(X∆) = dimQH1(X∆; Q) verschwindet.

5) H1(X∆; Z) = 0.

Beweis Die Äquivalenz der Bedingungen 1), 1′) und 2) ist evident. Die Gleichwertig-

keit von 2) und 3) ist Ausfluß von 12.6, während der restliche Beweis rein algebraisch-

topologischer Natur ist: Da H1(X∆; Z) eine endlich erzeugte abelsche Gruppe ist, ergibt

sich die Äquivalenz von 3) und 4) aus 12.7 1). Nach dem Universellen Koeffiziententheo-

rem (10.15) ist H1(X∆; Z) = Hom
(
H1(X∆; Z),Z

)
⊕ 0, woraus

”
4) ⇐⇒ 5)“ folgt.

Aufgabe 12.2 Es sei ∆ der Fächer im IR3, der aus den Strahlen (1, 0, 1), (1, 2,−1) und der 0
besteht.

i) Man gebe die zugehörige torische Varietät X∆ und deren T-invariante Primdivisoren an.

ii) Man berechne die Fundamentalgruppe von X∆.

Aufgabe 12.3 Ist die Fundamentalgruppe eine kombinatorische Invariante torischer Varie-
täten?
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Wir gehen in diesem Paragraphen auf die Bedeutung der Eulercharakteristik für die

Geometrie torischer Varietäten ein. Dabei werden wir etliche Beispiele für folgendes

allgemeine Konzept kennenlernen:

13.1 Definition Es seien R ein Hauptidealbereich und C• ein endlich erzeugter gra-

duierter R-Modul. Dazu bezeichne die
”
Bettizahl“

bj(C• ) := dimQ(R) Cj ⊗R Q(R)

den Rang von Cj . Dann heißt

e(C• ) :=
∑

j

(−1)jbj(C• )

die Eulercharakteristik von C• .

In § 10 hatten wir bereits zwei Beispiele kennengelernt: einerseits die holomorphe

Eulercharakteristik χ(XO) = e
(
H• (X ;XO)

)
für vollständige torische Varietäten X ,

andererseits das für uns hier wichtigste Beispiel der (topologischen) Eulercharakteristik

für einen topologischen Raum U mit endlich erzeugter rationaler Homologie

e(U) = e
(
H• (U ; Q)

)
.

Ersichtlich ist e(U) eine Homotopieinvariante. Für algebraische Varietäten X ist die

Bedingung dimQH• (X ; Q) < ∞ stets erfüllt, da sie sich als Komplement eines abge-

schlossenen Unterkomplexes in einem endlichen simplizialen Komplex realisieren lassen

(vgl [Gi]).

An ersten Rechenregeln benötigen wir die folgenden:

13.2 Bemerkung 1) Existieren e(U) und e(U ′), so auch e(U × U ′), und es gilt gilt

e(U × U ′) = e(U) · e(U ′) .

2) Sind U1, U2◦⊂U und existieren alle e(Ui∩Uj) für i, j ∈ {1, 2}, so existiert e(U1∪U2),

und es gilt

e(U1 ∪ U2) + e(U1 ∩ U2) = e(U1) + e(U2) .
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Beweis Behauptung 1) folgt aus der Künnethformel (12.7.1), die für rationale Koeffi-

zienten folgende einfache Gestalt annimmt:

(13.2.1) Hℓ(U × U
′; Q) ∼=

⊕

i+j=ℓ

Hi(U ; Q)⊗Q Hj(U
′; Q) .

Denn es gilt damit

(−1)ℓbℓ(U × U
′) =

∑

i+j=ℓ

(−1)ibi(U)(−1)jbj(U
′) .

Aussage 2) ergibt sich aus der einfachen Tatsache, daß zu einer unendlichen exakten

Sequenz endlichdimensionaler Q-Vektorräume

. . . → Cℓ+1 → Aℓ → Bℓ → Cℓ → Aℓ−1 → . . .

mit nur endlich vielen nicht verschwindenden Aℓ und Bℓ gilt (vgl. Aufgabe 13.1)

(13.2.2) e(C• ) = e(B• )− e(A• ) .

Man wende dies auf die exakte Mayer-Vietoris-Sequenz

(13.2.3) . . .→ Hℓ(U1 ∩ U2; Q)→ Hℓ(U1; Q)⊕Hℓ(U2; Q)→ Hℓ(U1 ∪ U2; Q)→ . . .

an.

Aufgabe 13.1 Es sei . . . → Vℓ+1 → Vℓ → Vℓ−1 → . . . eine exakte Sequenz endlichdimensio-
naler K-Vektorräume mit nur endlich vielen Vℓ 6= 0. Man zeige die Gleichung

∑

ℓ∈Z

(−1)ℓ dimVℓ = 0 .

13.3 Beispiele 1) e(Punkt) = 1;

2) e(T) = 0 für dim T ≥ 1;

3) e(Xσ) =

{
1, dimσ = n
0, sonst.

Beweis Behauptung 2) folgt mit 13.2 1) unmittelbar aus e(C∗) = e(S1) = 0. Für 3)

sei d := dimσ. Ist d = n, so ist Xσ zusammenziehbar und 1) anwendbar; andernfalls ist

e(Xσ) = e(Zσ × Tn−d) = e(Tn−d) = 0 nach 2).

13.4 Satz Für jede torische Varietät X∆ existiert die Eulercharakteristik e(X∆); sie

stimmt mit der Anzahl fn(∆) der n-Kegel von ∆, i.e., mit der Anzahl der Fixpunkte

von X∆ überein.

Beweis Ist ∆ der Seitenfächer eines Kegels σ, so wende man 13.3 3) an. Andernfalls

sei σ ∈ ∆max. Dann ist X∆ = X∆′ ∪ Xσ und X∆′ ∩ Xσ = X∆′∩σ für den Fächer

∆′ := ∆ \ {σ}. Für eine Induktion über die Anzahl der Kegel des betrachteten Fächers
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nehmen wir die Behauptung für ∆′, ∆′ ∩σ und σ als erwiesen an; aus 13.2 2) folgt die

Existenz von e(X∆) und die Beziehung

e(X∆) = e(Xσ) + e(X∆′)− e(X∆′∩σ) = fn(σ) + fn(∆
′)− 0 = fn(∆) .

Die Eulercharakteristik kann man aus einer allgemeineren, alle Bettizahlen charak-

terisierenden Konstruktion gewinnen, nämlich dem
”
Poincarépolynom“ in der Unbe-

stimmten T

PX :=
∑

j

bj(X)T j ∈ N[T ]

der algebraischen Varietät X : Ersichtlich gilt e(X) = PX(−1). Für unsere Zwecke haben

wir auf den Isomorphieklassen algebraischer Varietäten X eindeutig bestimmte virtu-

elle Poincarépolynome PX ∈ Z[T ] mit folgenden Eigenschaften (für R = Z bzw. Q)

einzuführen:

(VP 1) Normierung: Ist X glatt und kompakt, so ist PX = PX .

(VP 2) Additivität: Ist Y →֒ X eine abgeschlossene Untervarietät, so gilt

PX = PY + PX\Y .

Bevor wir auf Existenz und Eindeutigkeit dieser virtuellen Polynome eingehen, seien

zunächst zwei Konsequenzen der beiden Axiome formuliert:

(VP 3) Besitzt X eine endliche Partition in lokal abgeschlossene Untervarietäten Zi, so

gilt PX =
∑

i

PZi
.

(VP 4) Multiplikativität: Für alle algebraischen Varietäten X und Y gilt

PX×Y = PX · PY .

13.5 Beispiele 1) P IPn
=

∑n
j=0 T

2j für alle n ≥ 0.

2) PT = (T 2 − 1)dim T.

Beweis Zunächst ist

bj( IPn) =
{

1 0 ≤ j ≤ 2n, j = 0 mod 2 ,
0 sonst

bekannt, so daß 1) aus (VP 1) folgt. Zu 2) ergibt sich aus (VP 2) zunächst

PC∗ = P IP1
−P{0,∞} = P IP1

− 2 = T 2 − 1 ,

so daß der allgemeine Fall aus (VP 4) folgt.
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Aus dem letzten Beispiel ergibt sich insbesondere PC∗ = T + 1 und PC∗ = T 2 − 1,

daß also Poincarépolynom und virtuelles Poincarépolynom selbst für glatte Varietäten

verschieden sein können. Außerdem liegt PX nicht notwendig in N[t].

Für torische Varietäten gibt es wegen (VP 3) trivialerweise höchstens einen Kan-

didaten für PX :

13.6 Satz Ist ∆ ein Fächer in IRn, so gilt mit fj := fj(∆):

a) PX∆
=

n∑

j=0

fn−j · PTj =

n∑

j=0

fn−j · (T
2 − 1)j =

n∑

i=0

( n∑

k=i

(−1)k−i
(
k

i

)
fn−k

)
T 2i.

b) Für kompaktes glattes X∆ ist PX∆
= PX∆

und damit

b2i(X∆) =

n∑

k=i

(−1)k−i
(
k

i

)
fn−k und b2i+1(X∆) = 0 .

Beweis a) Für die Bahnenzerlegung X∆ =
⋃

σ∈∆

Bσ gemäß (7.2.4) in Tori der Dimension

(n− dimσ) gilt nach (VP 3) und 13.5 2)

PX∆
=

∑

σ∈∆

PBσ
=

∑

k

fn−k(T
2 − 1)k.

Das zweite Gleichheitszeichen in a) erhält man durch eine elementare kombinatorische

Umrechnung. — Teil b) ist aufgrund von (VP 1) eine Konsequenz von a).

Insbesondere besagt Satz 13.6, daß die Bettizahlen für glatte kompakte torische

Varietäten eine kombinatorische Invariante sind. Für simpliziale vollständige Fächer

zeigen wir das entsprechende Resultat in 13.10.

Beweisen wir die Eindeutigkeit der virtuellen Poincarépolynome PX auch

in der Kategorie der algebraischen Varietäten. Dazu seien P und Q auf der Menge der

Isomorphieklassen algebraischer Varietäten definierte Abbildungen nach Z[t], die (VP

1) und (VP 2) erfüllen. Wir verwenden dabei die Existenz einer Kompaktifizierung

(Satz von Nagata, vgl. [Ht, S. 168]) sowie die einer Singularitätenauflösung (Satz von

Hironaka).

a) Es gilt PX = QX für kompakte Varietäten X . Das ist nach (VP 1) trivial für

dimX = 0; für eine Induktion über die Dimension wählen wir eine Singularitätenauf-

lösung π: X̃ → X ; dann ist π eine eigentliche birationale Abbildung. Für die Singula-

ritätenmenge S := Sing(X) und R := X \ S gilt mit S̃ := π−1(S) und R̃ := π−1(R):

dimS ≤ dim S̃ < dim X̃ = dimX .

Da X̃ kompakt und glatt und π: R̃ → R ein Isomorphismus ist, folgt aus der Indukti-

onsvoraussetzung

PR = P
R̃

= P
X̃
− P

S̃
= Q

X̃
−Q

S̃
= Q

R̃
= QR
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und damit unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung für das kompakte S

PX = PR + PS = QR +QS = QX .

b) Nun sei X nicht mehr kompakt; man wähle eine Kompaktifizierung X von X

mit niederdimensionalem Komplement A. Dann ist A wiederum kompakt, und nach a)

gilt

PX = PX −PA = QX −QA = QX .

Beweis von (VP 3). Wieder führen wir Induktion über n := dimX , wobei der In-

duktionsanfang mit n = 0 trivial ist. In der Kategorie torischer Varietäten seien die

Zi naturgemäß als lokal abgeschlossene torische Untervarietäten gewählt. Wegen der

Irreduzibilität torischer X vereinfacht sich der folgende Beweis.

a) Für den Induktionsschritt habe X zunächst irreduzible Zusammenhangskom-

ponenten; nach (VP 2) können wir uns dabei ersichtlich auf den Fall eines zusam-

menhängenden X beschränken. Aus einer Zerlegung X =
⋃
Zi folgt X =

⋃
Zi und

damit, daß genau ein i mit Zi = X existiert; dies sei etwa i = 1. Dann ist Z1 offen, und

die anderen Zi sind niederdimensional. Die Induktionsvoraussetzung liefert im Verbund

mit (VP 2):

PX = PZ1
+ P∪i≥2Zi = PZ1

+
∑

i≥2

PZi
=

∑

i≥1

PZi
.

b) Für allgemeines X sei X =
⋃
j Xj die Zerlegung in irreduzible Komponenten.

Dann lassen sich auf A :=
⋃
j 6=kXj ∩ Xk die Induktionsvoraussetzung und auf die

Vereinigung der X ′j := Xj \A der Teil a) anwenden. Also folgt:

PX = P⋃
i

⋃
j
X′

j
∩Zi

+ P⋃
i
A∩Zi

=
∑

i,j

PX′
j
∩Zi

+
∑

i

PA∩Zi

=
∑

i

(
∑

j

PX′
j
∩Zi

+ PA∩Zi
) =

∑

i

PZi
.

Beweis von (VP 4) aus (VP 1) – (VP 3). Wir führen Induktion über dimX+dimY

durch. Für den Induktionsschritt seien X bzw. Y Zariski-offen und dicht in torischen

Varietäten X ′ bzw. Y ′ (im torischen Fall zusätzlich invariant). Mit A := X ′ \ X und

B := Y ′ \ Y gelten nach (VP 3) die Gleichungen

PX′×Y ′ = PX×Y + PA×Y + PX×B + PA×B

PX′PY ′ = PXPY + PAPY + PXPB + PAPB .

Weil A und B niederdimensional sind, folgt daher aus der Induktionsvoraussetzung

PX×Y = PXPY ⇐⇒ PX′×Y ′ = PX′PY ′ .
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Sind X und Y glatt, so wähle man nach 8.6 Kompaktifizierungen X ′ und Y ′, die man

nach 11.11 als glatt voraussetzen darf. Aus der Künnethformel (13.2.1) folgt mit (VP

1) die rechte und damit die linke Seite. Für allgemeines X und Y wende man die linke

Seite auf Xreg und Yreg an. Im torischen Fall sind A und B endliche Vereinigungen abge-

schlossener torischer Untervarietäten, so daß man X ′ aus X in endlich vielen Schritten

aufbauen muß, analog für Y .

Als einfache Konsequenz erhalten wir folgende Verallgemeinerung von (VP 4):

13.7 Bemerkung Ist X → Z eine algebraische Faserung, die in der Zariskitopologie

lokal trivial mit Faser Y ist, so gilt

PX = PY · PZ .

Beweis Es existiert eine Partition Z =
⋃
Zi in lokal abgeschlossene Untervarietäten,

über denen die Faserung trivial ist. Nach (VP 3) und (VP 4) gilt

PX =
∑

i

PY · PZi
= PY · PZ .

Nach dem universellen Koeffiziententheorem (10.15.1) mit Koeffizienten R = Q = G

gilt für die Eulercharakteristik die kohomologische Darstellung:

e(X) = e
(
H• (X,Q)

)
.

Für manche geometrischen Zusammenhänge ist es interessant, statt der üblichen Ko-

homologie H• (X,Q) die zur Homologie Hcld
•

(X ; Q) duale Kohomologie mit kompak-

ten Trägern H•

c (X ; Q) zu verwenden20), welche zur Eulercharakteristik mit kompakten

Trägern

ec(X) = e
(
H•

c (X ; Q)
)

=
2n∑

i=0

(−1)i dimHi
c(X,Q)

führt. Sie läßt sich aus dem virtuellen Poincarépolynom PX ablesen:

13.8 Bemerkung Für jede algebraische Varietät X gilt ec(X) = PX(−1).

Beweis Für jedes Paar (X,U), wobei U Zariski-offen in der algebraischen Varietät X

ist, gilt in Analogie zu (VP 2) mit A := X \ U

(13.8.1) ec(X) = ec(U) + ec(A) ,

wie aus der langen exakten Kohomologiesequenz mit rationalen Koeffizienten

(13.8.2) . . . → Hi−1
c (A) → Hi

c(U) → Hi
c(X) → Hi

c(A) → Hi+1
c (U) → . . .

20) Für kompaktes X stimmt diese mit der üblichen Kohomologie überein.
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mit Hilfe von (13.2.2) folgt. Dies ist die Additivität der Eulercharakteristik für kompakte

Träger.

Beschränken wir uns nun auf niederdimensionale A in X , so können wir Induktion

über n := dimX durchführen. Nach (VP 1) gilt die Behauptung für glattes kompaktesX

und damit insbesondere für n = 0. Im Induktionsschritt haben wir wegen der Additivität

von PX :

PX(−1) = ec(X) ⇐⇒ PU (−1) = ec(U) .

Damit gilt die Behauptung zunächst für Xreg, weil dazu eine glatte Kompaktifizierung

X existiert, für welche die Aussage bereits bewiesen ist. Für allgemeines X gilt sie dann

aber ebenfalls, weil sie für Xreg zutrifft.

Das folgende Ergebnis zeigt, daß auch die übliche Eulercharakteristik additiv ist:

13.9 Satz Für jede algebraische Varietät X gilt

(13.9.1) e(X) = ec(X) .

Beweis a) Ist X glatt und rein n-dimensional, so folgt (13.9.1) aus der zu (9.20.1)

analogen Poincarédualität (vgl. [Br, V.9.3]) für R-Moduln G

(13.9.2) P c2n−j(X ;G):Hj
c(X ;G) ∼= H2n−j(X ;G) ,

für G = Q die Gleichung

(−1)jbjc(X) = (−1)jb2n−j(X) = (−1)2n−jb2n−j(X) = (−1)2n−jb2n−j(X) .

b) Die Beziehung ec(∗) = e(∗) ist äquivalent zur Additivität der Eulercharakteristik:

Für A →֒ X gilt e(X)− e(A) = e(X \A) .

Denn einerseits ist ec(∗) nach (13.8.1) additiv. Andererseits verwende man die Additi-

vität von e(∗) für den singulären Ort inklusive niederdimensionaler Komponenten der

betrachteten Varietät; da dessen Komplement Xreg nach a) die gesuchte Formel erfüllt,

läßt sich unmittelbar eine Induktion über dimX durchführen. — Wie der Beweis zeigt,

gilt die Additivität bereits dann für alle abgeschlossenen A in X , wenn sie für ein A

gilt, das S(X) und die niederdimensionalen irreduziblen Komponenten von X enthält.

c) Es genügt, (13.9.1) für die Klasse affiner algebraischer Varietäten zu zeigen.

Ist nämlich X = U ∪ V mit U, V ◦⊂X , so folgen stets aus den exakten Mayer-Vietoris

Sequenzen nach (13.2.2) Gleichungen

(13.9.3)
e(U ∪ V ) = e(U) + e(V )− e(U ∩ V )

ec(U ∪ V ) = ec(U) + ec(V )− ec(U ∩ V ) ,

wobei die zweite Formel eine Konsequenz der exakten Mayer-Vietoris-Sequenz (vgl. [Br,

II.13 (2)]

. . . → Hj
c (U ∩ V ; Q) → Hj

c (U ; Q)⊕Hj
c (V ; Q) → Hj

c (U ∪ V ; Q) → . . .
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ist. Für affines V sei nun U und damit auch U ∩ V durch p affine Karten überdeckbar.

Dann ergibt sich (13.9.1) in voller Allgemeinheit aus der affinen Aussage vermöge einer

Induktion über p.

d) Nun sei die affine Varietät X →֒ Cm so eingebettet, daß für einen linearen

Unterraum L →֒ Cm die Vereinigung Y von S(X) mit allen niederdimensionalen Kom-

ponenten von X die Form L ∩ X hat. Man erhält ein solches L aus einer beliebigen

Einbettung ı:X →֒ Cp, indem man ein reguläres f : Cp → Cr mit Y = V (Cp; f) wählt

und mit der Einbettung

X
ı
→֒ Cp

(id,f)
−→ Cp+r

L := Cp × 0 setzt. Für kleines ε hat der Schnitt W von X mit einer ε-Umgebung von

L in Cm die Menge Y als starken Deformationsretrakt. Also ist e(W ) = e(Y )21), und

daher folgt aus (13.9.3) für X = W ∪ (X \ Y )

e(W \ Y ) = e(X \ Y )− e(X) + e(W ) = e(X \ Y )− e(X) + e(Y ) .

Also ist die nach b) zu zeigende Additivität der Eulercharakteristik von X bezüglich

Y zur Bedingung e(W \ Y ) = 0 äquivalent. Nun bezeichne π: X̃ → X eine Singu-

laritätenauflösung. Nach [AG, 9.12] ist π auch topologisch eigentlich; ferner induziert

π einen Isomorphismus π−1(W ) \ π−1(Y ) ∼= W \ Y . Daher setzt sich die Retrakti-

on r von W auf den starken Deformationsretrakt Y zu einer Retraktion der Urbilder

π−1(W ) → π−1(Y ) fort. Weil auf der Mannigfaltigkeit π−1(W ) die Additivität gemäß

a) zutrifft, folgt schließlich

e(W \ Y ) = e
(
π−1(W ) \ π−1(Y )

)
= 0 .

Nun zur Existenz der virtuellen Poincarépolynome,. Im torischen Fall ist

dies wiederum vergleichsweise einfach. Wir benutzen den einzig möglichen Kandidaten

in 13.6 a) als Definition für PX∆
. Dann sind die Axiome (VP 1) und (VP 2) zu veri-

fizieren. Angesichts der Zerlegung in Satz 7.5 ist dabei (VP 2) evident. Der Nachweis

von PX∆
= PX∆

für vollständiges reguläres ∆ wird im Falle schälbarer Fächer ∆, damit

insbesondere für den projektiven Fall, in 18.5 ausgeführt. Der kompakte glatte Fall ist

ein Spezialfall von Satz 22.5.

Für die Konstruktion im Falle allgemeiner Varietäten, den wir allerdings im vorlie-

genden Text nicht mehr verwenden werden, haben wir größere Anleihen aus der Litera-

tur zu machen haben. Die Kohomologie im Rest dieses Paragraphen sei dabei stets mit

rationalen Koeffizienten verstanden. Auf H•

c (X) existiert eine aufsteigende Gewichts-

filtrierung22) W (in Analogie zur gemischten Hodgestruktur, vgl. [De] für eine schöne

Darstellung), so daß die assoziierte Graduierung

grjW
(
Hi
c(X)

)
= Wj

(
Hi
c(X)

)/
Wj−1

(
Hi
c(X)

)

21) Zwar ist W keine algebraische, sondern eine analytische Varietät, aber die Euler-Charakte-
ristik zu W existiert wegen H• (W ; Z) ∼= H• (Y ; Z) mit gleichen Eigenschaften wie zu Y .
22) Eine aufsteigende Filtrierung W auf einem R-Modul G ist eine Inklusionskette

. . . ⊂ Wj−1G ⊂ WjG ⊂ Wj+1G ⊂ . . .
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folgende Eigenschaften hat (und nur diese benötigen wir an dieser Stelle):

(W 1) Für glattes kompaktes X ist jedes Hj
c (X) rein vom Gewicht j:

(13.9.4) grjW
(
Hj
c (X)

)
= Hj

c (X) .

(W 2) Die exakte Sequenz (13.8.2) induziert für jedes j eine exakte Sequenz

. . . → grjWH
i−1
c (A) → grjWH

i
c(U) → grjW

(
Hi
c(X)

)
→ grjWH

i
c(A) → . . . .

Definiert man für jedes j eine Eulercharakteristik

ejc(X) :=

2n∑

i=0

(−1)i dim grjWH
i
c(X) ,

so ist ejc(X) nach Konstruktion additiv im Sinne von (13.8.1). Für einen Ansatz

PX :=
∑

j

(−1)jejc(X)T j =
∑

i,j

(−1)i+j dim
(
grjWH

i
c(X)

)
T j

ist ersichtlich (VP 2) erfüllt, da alle Summanden additiv sind. Aber auch (VP 1) trifft

zu, wenn (13.9.4) erfüllt ist. Denn dann gilt ejc(X) = (−1)j dimHj
c (X), woraus die

Behauptung folgt. Weil PX durch (VP 1) und (VP 2) eindeutig bestimmt ist, war die

angegebene Konstruktion von PX gerade die richtige.

Wir wollen nun 13.6 b) auf Q-glatte, d.h. simpliziale kompakte torische Varietäten

verallgemeinern.

13.10 Satz Ist ∆ vollständig und simplizial, so folgt

PX = PX =

n∑

j=0

fj(∆) · (T 2 − 1)n−j ;

insbesondere gilt für die Bettizahlen:

b2i(X∆) =
n∑

j=i

(−1)j−i
(
j

i

)
fn−j(∆) und b2i+1(X∆) = 0 .

Beweis Es ist zu zeigen, daß (13.9.4) für X∆ gilt. In 9.21 haben wir gesehen, daß X∆

eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist. Auf einer solchen stimmen H• (X∆) und

die Schnittkohomologie IH• (X∆) überein. Von letzterer weiß man aber aus [Sa], daß

von Untermoduln WjG von G, wie sie in einem Spezialfall in [AG, 8.21] betrachtet wurde.

Dazu gehört ein graduierter R-Modul mit den Komponenten grjW (G) := WjG/Wj−1G, vgl.
[AtMac, Seite 107 ff].
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ihre gemischte Hodgestruktur von reinem Gewicht ist, i.e., (W 1) ist erfüllt. Damit läßt

sich der Beweis von 13.6 b) unmittelbar übertragen.

Auf eine wesentliche Verallgemeinerung von Satz 13.10 wird im Anhang in Satz 22.5

mit einem grundsätzlich elementareren Beweis eingegangen; er behandelt insbesondere

den Fall, daß der Träger des simplizialen Fächers ∆ oder dessen Komplement konvex

ist.

Aufgabe 13.2 Man berechne die Bettizahlen der torischen Varietäten X∆P
für folgende Po-

lytope P :

i) dimP = 2.

ii) dimP = 3 und P ist ein einfaches Polytop.

iii) P ist ein n-Simplex.



14. Divisoren

Divisorenklassengruppen gestatten in der Klasse der torischen Varietäten über den Be-

griff der invarianten Divisoren eine besonders zugängliche Beschreibung. Wir erinnern

an die Begriffe von Weil- bzw. Cartierdivisoren und beschreiben dann die zugehörigen

Gruppen möglichst geometrisch.

A. Weildivisoren

Ein Primdivisor D in einer normalen algebraischen Varietät X ist eine irreduzible eins-

kodimensionale Untervarietät, ein Weildivisor eine endliche formale ganzzahlige Line-

arkombination
∑
aiDi von Primdivisoren. Mit DivW(X) wird die (abelsche) Gruppe

der Weildivisoren, mit DivH(X) die Untergruppe der Hauptdivisoren bezeichnet. Dabei

heißt ein Weildivisor D Hauptdivisor, wenn D = div(f) mit f ∈ R(X) ist, wobei div(f)

den Divisor der — jeweils in ihren Vielfachheiten gezählten — Null- und Polstellen der

rationalen Funktion f bezeichnet.

Nun sei X = X∆ eine torische Varietät. Jedem ρ ∈ ∆1 entspricht ein Bahnabschluß

Vρ und damit ein Primdivisor (vgl. das kleine Wörterbuch zu § 7). Zu jedem u ∈ M

gehört ein Hauptdivisor Du := div(χu). Für dessen Träger |Du|, i.e., die Du zugrunde

liegende Punktmenge, folgt aus 7.5:

(14.1.0) |Du| ⊂
⋃

ρ∈∆1

Vρ = X \ T .

Denn da χu in C[M ] invertierbar ist, gilt div(χu|T) = 0.

14.1 Lemma Ist u ∈ M und bezeichnet vρ für ρ ∈ ∆1 das zugehörige primitive

Erzeugende, so gilt

(14.1.1) div(χu) =
∑

ρ∈∆1

〈u, vρ〉Vρ .

Beweis Für festes ρ ist für die Vielfachheit (vgl. [AG, 10.9])

ordVρ
(χu) = 〈u, vρ〉

zu zeigen; dies brauchen wir nur auf Xρ durchzuführen, so daß ohne Einschränkug

X = Xρ sei. Es seien nun v1, . . . , vn eine Basis von N mit vρ = v1 und dualer Basis

u1, . . . , un ∈M . Dann gilt

Sρ = ρ∨ ∩M = Nu1 + Zu2 + . . .+ Zun .
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Dazu gehört der Isomorphismus

(14.1.2) Xρ

∼=
−→ C× (C∗)n−1, x 7→

(
x(u1), . . . , x(un)

)
.

Der Fußpunkt xρ von Xρ entspricht dabei dem Punkt (0, 1, . . . , 1) ∈ C× (C∗)n−1, vgl.

6.2; seine T-Bahn Bρ ∼= {0} × (C∗)n−1 ist ersichtlich abgeschlossen, also gilt Bρ = Vρ.
Auf der Seite der Funktionenalgebren erhalten wir zu (14.1.2) einen Isomorphismus

C[Sρ]
∼=
← C[T1, T

±1
2 , . . . , T±1

n ] .

Die Bestimmung der Vielfachheit von χu längs Vρ geschieht mit Hilfe des lokalen Ringes

Xρ
OVρ

= {f ∈ R(Cn); Df ∩ Vρ 6= ∅} .

Er ist gerade die Lokalisierung C[T1, . . . , Tn](T1), wobei dem maximalen Ideal Xρ
mVρ

das

von T1 in C[T1, . . . , Tn](T1) erzeugte Ideal entspricht. Ist nun u =
∑n
i=1 aiui und damit

ai = 〈u, vi〉, so ist

ordVρ
(χu) = ord{0}×(C∗)n−1(T a1

1 · . . . · T
an
n ) = a1 = 〈u, vρ〉 .

Die Gruppe T operiert als Gruppe von Automorphismen von X auf DivW(X) auf

folgende Weise:

(14.2.1) T×DivW(X)→ DivW(X), (t,
∑

aY Y ) 7→
∑

at−1·Y Y .

Damit ist die Gruppe DivT
W(X) der unter dieser Wirkung invarianten Divisoren wohl-

definiert. Sie ist im Vergleich zur Gruppe aller Divisoren bemerkenswert klein:

14.2 Bemerkung

DivT
W(X) =

⊕

ρ∈∆1

Z · Vρ .

Beweis Da jedes Vρ invariant ist, enthält die rechte Seite nur invariante Divisoren. Ist

umgekehrt D =
∑
aY Y ∈ DivT

W(X) nicht von dieser Form, so schneidet einer der in D

echt auftretenden Primdivisoren — etwa Z — nach (14.1.0) den Torus T. Damit gilt

wegen der Invarianz von D folgende Anzahlabschätzung für die Divisoren tZ mit t ∈ T:

♯{Y ; aY 6= 0} ≥ ♯{tZ; t ∈ T} ;

die erste Menge ist nach Definition von D endlich, die zweite jedoch unendlich, da sie

wegen Z ∩ T 6= ∅ den Torus T überdeckt.

14.3 Korollar Ist der Fächer ∆ nicht entartet, so ist die kanonische Abbildung

M → DivT
H(X), u 7→ divχu

injektiv.
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Beweis Es ist zu zeigen, daß zu u1 6= u2 aus M verschiedene divχui gehören, i.e., daß∑
ρ∈∆1

〈ui, vρ〉Vρ durch ui bestimmt ist. Das ist jedoch der Fall, da der von den vρ ∈ ∆1

erzeugte Vektorraum ganz NIR ist.

Des weiteren betrachten wir folgende, durch die Multiplikation induzierte Wirkung

von T auf C[M ]:23)

(14.2.2) T× C[M ]→ C[M ], (t, f) 7→ t · f := f ◦ µ(t) .

Sie erfüllt die
”
Homogenitätsbedingung“

(14.2.3) t · χu = χu(t)χu ,

denn für jedes x ∈ T gilt (t · χu)(x) = χu(tx) = χu(t)χu(x).

14.4 Lemma Ist W ein T-invarianter Untervektorraum von C[M ], so gilt für die

Indexmenge Γ(W ) := {u ∈M ;χu ∈W}:

W =
⊕

u∈Γ(W )

C · χu .

Beweis Ersichtlich gilt die Inklusion
”
⊃“. Falls sie keine Gleichheit ist, wähle man

unter allen f aus dem Komplement eines mit einer Darstellung f = a1χ
u1 + . . .+arχ

ur

minimaler Länge mit χuj ∈ C[M ]; ersichtlich ist dann r ≥ 2. Man fixiere ein t ∈ T, das

χu1(t) 6= χu2(t) erfüllt. Dann ist χu1(t)f−t·f ∈W nach (14.2.3) eine Linearkombination

von χu1 , . . . , χur mit Koeffizienten a1

(
χu1(t)− χu1(t)

)
vor χu1 , also eine Kombination

nur von χu2 , . . . , χur mit nicht verschwindendem Koeffizienten vor χu2 , die damit nicht

in
⊕

u∈I C · χu liegt. Dies widerspricht der Minimalität von r.

Für u ∈M und einen Untervektorraum W von C[M ] läßt sich ein Gewichtsraum

Wχu :=
{
f ∈W ; t · f = χu(t)f, ∀ t ∈ T

}

zum Gewicht χu definieren. Ist W zusätzlich T-invariant, so liefert die Zerlegung aus

14.4 folgende Gewichtszerlegung:

(14.4.1) W =
⊕

u∈Γ(W )

Wχu .

B. Cartierdivisoren

Ein Weildivisor D in X heißt bekanntlich Cartierdivisor, wenn eine offene Überdeckung

aus Mengen U◦⊂X existiert, auf denen D|U ein Hauptdivisor ist. Damit sind Haupt-

divisoren spezielle Cartierdivisoren. Mit DivC(X) bzw. DivT
C(X) bezeichnen wir die

Untergruppe der Cartierdivisoren bzw. invarianten Cartierdivisoren von DivW(X).

23) Diese Abweichung von der für nicht abelsche Transformationsgruppen üblichen Definition
ist für abelsche Gruppen mathematisch unbedenklich, für die Untersuchung von Gewichtszer-
legungen jedoch angenehm.
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Für die verschiedenen Divisorentypen erhalten wir Inklusionen

(14.5.1)

DivT
H(X) ⊂ DivT

C(X) ⊂ DivT
W(X)

∩ ∩ ∩

DivH(X) ⊂ DivC(X) ⊂ DivW(X) ,

die wir in diesem und im nächsten Paragraphen weiter untersuchen werden.

Für jeden Divisor D in X wird in der Garbe XR der rationalen Funktionen auf X

eine XO-Untergarbe durch

U 7→ OD(U) :=
{
f ∈ XR(U); div(f) +D|U ≥ 0

}

definiert. Nennt man eine XO-Garbe G auf X
”
lokal frei“ vom Rang m ∈ N, wenn eine

offene Überdeckung (Ui) von X mit Isomorphismen G|Ui
∼= Ui
Om existiert, so ist OD

für einen Cartierdivisor D lokal frei vom Rang 1: Ist D auf U◦⊂X ein Hauptdivisor, dort

also von der Form D|U = div(f |U ) für ein f ∈ XR(X), so induziert

(14.5.2) µ(f):OD(U)→ O(U), h 7→ hf

ersichtlich einen Garbenisomorphismus auf U , und OD|U ist der von f−1 erzeugte UO-

Untermodul von UR, da (14.5.2) sich auf alle offenen Teilmengen von U überträgt.

Wir werden in 15.6 darauf eingehen, daß den Cartierdivisorenklassen gerade die

Isomorphieklassen lokal freier XO-Moduln vom Rang 1 entsprechen.24)

Auf affinen torischen Varietäten sind invariante Cartierdivisoren stets Hauptdivi-

soren:

14.5 Satz Für jede affine torische Varietät Xσ gilt DivT
C(Xσ) = DivT

H(Xσ): Ist D ein

invarianter Cartierdivisor in Xσ, dann existiert ein u ∈M mit

D = div(χu) .

Beweis Man wähle eine offene Umgebung U◦⊂Xσ des Fußpunktes xσ, für die ein

f ∈ XR(X) existiert mit D|U = div(f)|U ; ohne Einschränkung sei U eine Hauptmen-

ge25) in X . Dann betrachte man g := µ(f)−1(1) gemäß (14.5.2). Nach 14.6 läßt sich g als

endliche Summe
∑
figi mit fi ∈ O(U) und gi ∈ OD(X) darstellen. Ohne Einschränkung

ist mit gf(xσ) = 1 etwa g1f(xσ) 6= 0. Mit D ist auch der Vektorraum OD(X) ⊂ C[M ]

bezüglich T invariant und damit resultiert aus 14.4, daß sogar ein u ∈ M existiert mit

χuf(xσ) 6= 0. Also gilt div(χ−u|W ) = div(f |W ) für eine geeignete invariante Umgebung

24) Für einen algebraischen Beweis vgl. [Pk, Th. 16.17]. Es sei nur am Rande vermerkt, daß
die Weildivisorenklassen genau den reflexiven XO-Moduln vom Rang 1 entsprechen, vgl. [Re,
4.18] bzw. [Pk, 15.21].
25) Für eine algebraische Varietät X und g ∈ O(X) bezeichnet Xg := X \V (g) die zugehörige

offene Hauptmenge.
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W von xσ in U . Da xσ im Abschluß aller Bahnen von Xσ liegt und somit W alle Bahnen

schneidet, folgt für die Primdivisoren Y in Xσ:

ordY χ
−u = ordY f = ordY D .

Für das dabei verwendete Resultat erinnern wir an folgende Notation für einen

Modul L über einem Ring R: Für f ∈ R bezeichnen

Sf := {f ℓ; ℓ ∈ N}, Rf := S−1
f R und Lf : = Rf ⊗R L .

14.6 Lemma IstX eine irreduzible affin algebraische Varietät undD ein Cartierdivisor,

dann gilt für alle f ∈ O(X):

OD(Xf ) ∼= O(Xf )⊗O(X) OD(X) .

Beweis Für eine XO-Garbe G von rationalen Funktionen auf X gilt (in Analogie zu

[AG, 3.23])

G(Xf ) ∼=
(
G(X)

)
f
.

Hier folgt speziell

OD(Xf ) ∼=
(
OD(X)

)
f

=
(
O(X)

)
f
⊗O(X) OD(X) ∼= O(Xf )⊗O(X) OD(X) .

14.7 Beispiel Stellen wir X = Pn wie in 4.8 2α) über einen Fächer ∆ dar mit

vi = ei, i ≥ 1; v0 = −
∑

ei; σi = keg(v0, . . . , v̂i, . . . , vn)

und bezeichnen mit D0 den invarianten Weildivisor V ( IPn; v0). Er ist zwar gemäß 15.7

2) kein Hauptdivisor, nach 14.9 jedoch ein Cartierdivisor. Wir wollen gemäß 14.5 die

darstellenden uσi
auf den Standardkarten Xσi

= {z ∈ IPn; zi 6= 0} bestimmen: Für i = 0

istD|Xσ0
= 0, also auch uσ0

= 0. Für i ≥ 1 und j 6= i ist nach 14.1 das Gleichungssystem

〈uσi
, vj〉 =

{
1, j = 0
0, j 6= 0

zu lösen; es folgt sofort in der dualen Basis uσi
= −fi.

14.8 Korollar Ist ∆ simplizial und D ein invarianter Weildivisor in X∆, so existiert

ein b ∈ N>0, für das bD ein Cartierdivisor ist.

Beweis Der Divisor D hat die Form
∑
aρVρ. Für jedes σ ∈ ∆ existiert eine rationale

Linearform ℓσ aus dem Vektorraum Q⊗Z M , die für jede der dimσ Kanten ρ ∈ σ1 den

Wert ℓσ(vρ) = aρ annimmt. Damit existiert ein
”
Hauptnenner“ b ∈ N>0, so daß alle bℓσ

sogar in M liegen, also das System (bℓσ)σ∈∆ einen Cartierdivisor definiert: Auf Xσ gilt

bD =
∑

ρ∈σ1

baρVρ = div(χbℓσ ) .
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Damit erhalten wir einen neuen Beweis für ein uns grundsätzlich aus [AG] bekanntes

Resultat:

14.9 Bemerkung Ist X∆ glatt, so gilt

DivT
C(X∆) = DivT

W(X∆) .

Denn Glattheit bedeutet, daß für jedes σ ∈ ∆ die ρ ∈ σ1 eine Z-Basis von N ∩ linσ

bilden, also b im Beweis von 14.8 als 1, d.h. ℓσ aus M wählbar ist.

Allgemeiner gilt bekanntlich für faktorielle Varietäten

DivC(X) = DivW(X)

(vgl. [AG, 10.3, 10.6, 10.16]). Dies bringt uns hier jedoch keine neuen Einsichten, da

faktorielle torische Varietäten regulär sind, vgl. 9.20. Wir werden in 15.14 zeigen, daß

auf einer torischen Varietät genau dann alle Weildivisoren Cartierdivisoren sind, wenn

X∆ regulär ist. Andererseits entsprechen den simplizialen Fächern nach 9.21 genau

die fastfaktoriellen torischen Varietäten. In diesem Fall ist der Unterschied zwischen

invarianten Cartier- und Weildivisoren nach 14.9 endlich; im nichtsimplizialen Fall gibt

es dagegen
”
viel mehr“ Weil- als Cartierdivisoren:

14.10 Beispiel Es sei σ ein N -Kegel im IR3 mit quadratischer Basis. Dann folgt aus

14.2 zunächst DivT
W(Xσ) = Z4, während DivT

C(Xσ) ⊂ M = Z3 nach 14.5 gilt; gemäß

14.14 darf man übrigens die Inklusion durch ein Gleichheitszeichen ersetzen.

Wir wollen invariante Cartierdivisoren mit Hilfe von Trägerfunktionen untersuchen.

Dabei hieß für einen Fächer ∆ eine Funktion h: |∆| → IR Trägerfunktion, falls sie auf

jedem σ ∈ ∆ Einschränkung eines uσ ∈M ist. Offensichtlich genügt es dabei, die Kegel

σ ∈ ∆max zu betrachten. Die linearen Funktionen uσ sind dabei mod M ∩ σ⊥ eindeutig

bestimmt. Trägerfunktionen sind auf jedem σ ∈ ∆ linear, insgesamt also stetig, und

nehmen auf Gitterpunkten nur ganzzahlige Werte an. Bezeichnen wir für ρ ∈ ∆1 den

minimalen erzeugenden Gittervektor wieder mit vρ, so gilt:

14.11 Lemma Es sei ∆ ein volldimensional erzeugter Fächer. Die Zuordnung

{h; h Trägerfunktion auf ∆} → DivT
C(X∆), h 7→

∑

ρ∈∆1

−h(vρ)Vρ

ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen.

Beweis Für eine Trägerfunktion h = (−uσ)σ∈∆max ist der invariante Weildivisor

D :=
∑
−h(vρ)Vρ auf Grund von 14.1 in der Tat ein Cartierdivisor, denn es gilt für

jedes σ

D|Xσ
=

∑

ρ∈σ1

〈uσ, vρ〉Vρ = div(χuσ |Xσ
) .

Die angegebene Abbildung ist ersichtlich linear und injektiv. Für den Nachweis der

Surjektivität sei nun D =
∑
aρVρ ∈ DivT

C(X∆); für jedes σ ∈ ∆max fixiere man nach
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14.5 ein uσ ∈ M mit div(χuσ )|Xσ
= D|Xσ

. Wenn durch hD|σ := −uσ|σ eine Funktion

hD auf |∆| definiert wird, ist sie offensichtlich das gesuchte Urbild von D. Dies trifft

nun in der Tat zu: Für σ ∩ σ′ gilt div(χuσ |Xσ∩σ′ ) = div(χuσ′ |Xσ∩σ′ ), und damit für jede

Kante ρ von σ ∩ σ′

〈uσ, vρ〉 = 〈uσ′ , vρ〉, i.e., uσ|σ∩σ′ = uσ′ |σ∩σ′ .

Damit gehört zu D ∈ DivT
C(X) eine wohlbestimmte Trägerfunktion, die wir mit hD

bezeichnen; eine explizite Berechnungsvorschrift von hD leiten wir in 16.7 her.

14.12 Beispiel Für den Divisor D0 im IPn aus Beispiel 14.7 gilt

hD0|σi
=

{
fi, i 6= 0
0, i = 0 .

Wir streben eine weitere Charakterisierung invarianter Cartierdivisoren vermöge

der Fächerdaten an (dabei bezeichnet Z ·C∗ die freie abelsche Gruppe mit Erzeugendem

C∗):

14.13 Künnethformel für Divisoren Für eine torische Varietät X induziert die

Zuordnung

DivT
W(X) ∼= DivT

W(X)⊗Z Z · C∗ → DivT×C∗

W (X × C∗), D 7→ D ⊗ C∗ 7→ D ×C∗

einen Isomorphismus zwischen den jeweiligen Gruppen der Haupt-, Cartier- und Weil-

divisoren.

Der Beweis ergibt sich für Weildivisoren unmittelbar daraus, daß invariante Weildi-

visoren in X×C∗ wegen der komponentenweisen Wirkung von T×C∗ von Primdivisoren

der Form D×C∗ erzeugt werden; dabei ist D notwendig T-invariant. Für Cartier- bzw.

Hauptdivisoren folgt daraus ebenfalls die Behauptung.

Für τ ≺ σ induziert die Inklusion σ⊥ ⊂ τ⊥ eine kanonische Projektion

M/(M ∩ σ⊥)→M/(M ∩ τ⊥) ;

damit erhalten wir:

14.14 Lemma Für jedes σ ∈ ∆ gilt

(14.14.1) DivT
C(Xσ) ∼= M/(M ∩ σ⊥) ;

diese Identifikation ist mit der Seitenbeziehung τ ≺ σ verträglich.

Beweis Ist dimσ = n und damit σ⊥ = 0, so ist für die Darstellung D = div(χuσ )

gemäß 14.5 das Element uσ ∈ M eindeutig bestimmt, da die Werte 〈uσ, vρ〉 nach 14.1

auf dem Erzeugendensystem {vρ; ρ ∈ σ
1} von N festliegen. Für dimσ = d < n ist in
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geeigneten Koordinaten σ = σ̃× o und damit σ⊥ = (σ̃)⊥⊕ IRn−d, woraus mit 14.13 die

Isomorphie folgt. Die Verträglichkeit ist unmittelbar zu sehen.

Bezeichnen wir die Restklasse von m ∈M in M/(M ∩σ⊥) kurz mit mσ, so erhalten

wir die gesuchte Darstellung für die invarianten Cartierdivisoren:

14.15 Satz Für die invarianten Cartierdivisoren gilt

DivT
C(X∆) ∼= ker

[ ⊕

σ∈∆max

M
/
(M ∩ σ⊥) −→

⊕

σ 6=σ′∈∆max

M
/(
M ∩ (σ ∩ σ′)⊥

)]

(mσ) 7→
(
(mσ)σ∩σ′ − (mσ′)σ∩σ′

)
.

Beweis Man verifiziert unmittelbar eine exakte Sequenz

0→ DivT
C(X∆) →

⊕

σ∈∆max

DivT
C(Xσ) →

⊕

σ 6=σ′∈∆max

DivT
C(Xσ∩σ′) .

Aus Lemma 14.14 ergibt sich, daß man die Gruppen DivT
C(Xσ) jeweils durch die Rest-

klassengruppen M
/
(M ∩ σ⊥) ersetzen darf, woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 14.1 Es sei ∆ der Fächer im IR3, der aus den Strahlen (1, 0, 1), (1, 2,−1) und der 0
besteht. Man berechne die Divisorenklassengruppe Cl DivT

C(X∆).

Aufgabe 14.2 Für einen nicht entarteten Fächer ∆ und k := k(∆) beschreibe man zum
Homomorphismus

ϑ: Zn ∼= M → DivT
W(X∆), m 7→

∑

ρ∈∆1

〈m, vρ〉Vρ

den induzierten Homomorphismus

X(ϑ): Hom(Zk,C∗) ∼= (C∗)k → (C∗)n ∼= Hom(Zn,C∗)

explizit und zeige, daß er surjektiv ist.

Aufgabe 14.3 Es sei x0 ein Fixpunkt in der torischen Varietät X∆.

i) Man zeige, daß x0 auf mindestens n invarianten Primdivisoren liegt.

ii) Wann gibt es genau n solcher Primdivisoren?

Aufgabe 14.4 Es sei D ein invarianter Weildivisor in einer affinen torischen Varietät Xσ . Man
zeige, daß ein f ∈ O(Xσ) existiert, dessen Ordnung längs D genau 1 ist.



15. Geradenbündel

In diesem Abschnitt vertiefen wir die Untersuchung der Cartierdivisoren mit Hilfe der

Theorie der Geradenbündel. Insbesondere zeigen wir, daß Divisorenklassen stets durch

invariante Divisoren repräsentiert werden.

Zunächst stellen wir aus der Literatur einige einfache Tatsachen über die bereits in

10.1 eingeführten Geradenbündel auf einer torischen Varietät X zusammen, vgl. etwa

[Ha, II Ex. 5.18], [Kp, § 54 B Supplement], [Ku, § 36]. Uns kommt es hier vor allem auf

eine Beschreibung über lokale Koordinaten in X an. Dazu seien

1) (Ui)i∈I eine Zariski-offene Überdeckung der torischen VarietätX und Uij := Ui∩Uj ;

2) gij ∈ O
∗(Uij) für jedes Paar (i, j) ∈ I2 eine invertierbare reguläre Funktion, ge-

nannt
”
Übergangsfunktion“.

Für diese gelte die Kozykelbedingung

(15.0.1) Für alle Indizes i, j, k ∈ I ist gij · gjk = gik .

Vermerken wir, daß daraus insbesondere gij = 1/gji folgt. Auf Grund der Bedingung

(15.0.1) lassen sich je zwei Elemente der Menge {Ui ×C; i ∈ I} vermöge der Abbildung

idUij
×gji wie folgt längs Uij ×C verheften:

idUij
×gji : Uij × C → Uij ×C

⋂ ⋂

Ui ×C Uj × C .

Die dabei entstehende algebraische Varietät L oder (L, gij) heiße das Geradenbündel auf

X mit den Übergangsfunktionen gij. Zum Totalraum L gehört ersichtlich eine kanoni-

sche Projektion π:L →→ X ; ihre Fasern π−1(x) tragen die Struktur einer komplexen Ge-

raden, auf denen die komplexe Zahl gij(x) für x ∈ Uij durch Multiplikation einen Auto-

morphismus induziert. Die kanonisch entstehenden Isomorphismen ϕi: π
−1(Ui)→ Ui×C

heißen auch
”
lokale Trivialisierungen“.

15.1 Beispiele 1) Sind alle gij = 1, so heißt (L, gij) das triviale Geradenbündel X×C.

2) Das tautologische26) Bündel auf X = IPn ist gegeben durch

L :=
{(

[z], v
)
∈ IPn × Cn+1; v ∈ C · z

}
π=pr1−−−−−→ IPn .

26) Interpretiert man den Fußpunkt als eine Gerade, so bringt die Faser darüber eigentlich
keine zusätzliche Information.
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Unter einem Homomorphismus von Geradenbündeln ϕ: (L, gij)→ (L′, g′ij) über X

verstehen wir einen fasertreuen (i.e., ϕ ◦ π′ = π) Morphismus algebraischer Varietäten

ϕ:L → L′, der faserweise linear ist. Damit ist auch der Begriff des Isomorphismus von

Geradenbündeln über X wohldefiniert.

Man überzeugt sich leicht davon, daß die Isomorphieklasse eines Geradenbündels

(L, gij) nicht von der gewählten Überdeckung (Ui)i∈I abhängt: Ist (Vj)j∈J eine Verfeine-

rung und definiert man Übergangsfunktionen hkℓ durch Einschränkung aus geeigneten

gij , so erhält man ein isomorphes Geradenbündel. Damit läßt sich leicht folgende Be-

merkung nachweisen:

15.2 Bemerkung Zwei Geradenbündel (L, gij) und (L′, g′ij) zur gleichen Überdeckung

(Ui)i∈I von X sind genau dann isomorph, wenn reguläre Funktionen gi ∈ O
∗(Ui) zu

i ∈ I existieren mit

gij = gig
′
ijg
−1
j für alle i, j ∈ I .

Die Menge der Isomorphieklassen von Geradenbündeln auf X läßt sich mit Hilfe

des Tensorprodukts zu einer abelschen Gruppe machen: Sind (L, gij) und (L′, g′ij) Ge-

radenbündel zur gleichen Überdeckung (Ui)i∈I von X , so heißt das vom System von

Übergangsfunktionen

g⊗ij := gijg
′
ij

definierte Geradenbündel (L, gij)⊗ (L′, g′ij) = L⊗ L′ das Tensorprodukt und das vom

System von Übergangsfunktionen

(g−1
ij )i,j∈I

definierte Geradenbündel (L, gij)
−1 = L−1 das inverse Geradenbündel. Man verifiziert

leicht, daß bezüglich des Tensorproduktes X×C das neutrale und L−1 = Hom(L, X×C)

das zu L inverse Element ist.

15.3 Definition Die Menge der Isomorphieklassen von Geradenbündeln L über X , ver-

sehen mit dem Tensorprodukt als algebraischer Operation, heißt Picardgruppe Pic(X)

von X .

Als
”
Schnitt“ eines Morphismus ψ:Y → Z bezeichnet man ein Rechtsinverses, also

einen Morphismus s:Z → Y mit ψ ◦ s = idZ . Ist ψ ein Morphismus algebraischer

Varietäten und s eine rationale Abbildung, so sprechen wir von einem
”
rationalen“

Schnitt.

15.4 Beispiele 1) Die Schnitte im trivialen Geradenbündel auf X sind gerade die

regulären Funktionen auf X , wobei die
”
Schnittfläche“ der Graph der zugehörigen

Funktion ist.

2) Über die affine Standardkarte U0 = IPn \V (z0) des IPn bestimmen wir einen ratio-

nalen Schnitt s im tautologischen Bündel L auf IPn durch

s:U0 → L, [z] 7→
(
[z], (1,

z1
z0
, . . . ,

zn
z0

)
)
.
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Für ein Geradenbündel π: (L, gij)→ X werde mit

Γ
(
X ; (L, gij)

)

die Menge der globalen regulären Schnitte im Geradenbündel L bezeichnet. Sie trägt

kanonisch die Struktur eines XO(X)-Moduls: Mit Hilfe der lokalen Trivialisierungen

Ui × C läßt sich ein (regulärer) Schnitt s als ein System (si)i∈I regulärer Funktionen

si ∈ O(Ui) mit der Verträglichkeitsbedingung si = gijsj für alle i, j charakterisieren.

Damit lassen sich Summen regulärer Schnitte und skalare Multiplikation mit regulären

Funktionen auf X faserweise definieren.

Fixieren wir nun eine lokale Trivialisierung über einer Karte Ui, so ist der Vektor-

raum Γ(Ui,L) ∼= XO(Ui) als Unteralgebra von XR(X) interpretierbar. Die Prägarbe

U 7→ Γ(U,L), U◦⊂X

ist ersichtlich eine Garbe XOL, die durch die Wahl der lokalen Trivialisierung zu einer

Untergarbe von XR isomorph wird.

15.5 Bemerkung Die Garbe XOL ist eine lokalfreie Garbe vom Rang 1.

Ist umgekehrt G eine lokalfreie Garbe vom Rang 1 auf X — solche Garben wer-

den auch
”
invertierbar“ genannt, so gehört zu ihr kanonisch eine Isomorphieklasse

von Geradenbündeln: Es seien (Ui) eine offene Überdeckung von X und G|Ui
∼= Ui

O.

Dann existieren Garbenisomorphismen ϕij : Uj
O|Uij

→ Ui
O|Uij

; sie sind von der Form

ϕij = (idUij
, gij) mit gij ∈ O(Uij). Ersichtlich erfüllt das System (gij) die Kozykelbe-

dingung und definiert damit ein Geradenbündel über X .

Auch in der Menge der Isomorphieklassen invertierbarer Garben läßt sich mit Hilfe

des halmweise definierbaren Tensorproduktes eine Gruppenstruktur einführen. Damit

gilt ([Ku, 36.9]):

15.6 Bemerkung Die Picardgruppe Pic(X) ist isomorph zur Gruppe der Isomorphie-

klassen invertierbarer Garben auf X .

Wir werden daher zwischen invertierbaren Garben und Geradenbündeln meist nicht

unterscheiden. Außerdem werden wir der Einfachheit halber die Äquivalenzklassen meist

mit dem gleichen Symbol bezeichnen wie ihre Repräsentanten.

Wir wollen diese Überlegungen für die Untersuchung von Divisoren fruchtbar ma-

chen. Wie üblich betrachten wir zu den Divisorengruppen auch die zugehörigen Klas-

sengruppen. Aus dem Diagramm (14.5.1) ergibt sich als einfache Konsequenz ein kom-

mutatives Diagramm:

DivT
C(X)/DivT

H(X) ⊂ DivT
W(X)/DivT

H(X)

∩ ∩

DivC(X)/DivH(X) ⊂ DivW(X)/DivH(X) .
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Wir zeigen in 15.11, daß die senkrechten Inklusionen in Wahrheit Gleichheiten sind,

was die Untersuchung der Restklassengruppen auf endlich erzeugte Gruppen reduziert.

Dabei bezeichnen wir mit Cl DivW(X) := DivW(X)/DivH(X) die Gruppe der Weildi-

visorenklassen. In Anspielung auf die Chowgruppe tritt in der Literatur dafür auch die

Bezeichnung An−1(X) mit n := dimCX auf, worauf wir in § 17 zurückkommen werden.

Unter Verwendung der Bezeichnung R∗ für die Einheitengruppe eines Integritäts-

bereiches R erhält man für die Weildivisorengruppe die exakte Sequenz

(15.7.1) 0 → O(X)∗ → R(X)∗ → DivW(X) → Cl DivWX → 0 .

Denn für f ∈ R(X)∗ ist div f genau dann der Nulldivisor, wenn f regulär und ohne

Nullstelle ist.

Wir erinnern an folgende

15.7 Beispiele 1) Cl DivW(Xσ) = 0 ist dazu äquivalent, daß Xσ regulär ist.

2) Cl DivW( IPn) = Z · [H], wobei H eine beliebige Hyperebene im IPn ist.

3) Für eine irreduzible Hyperfläche Y →֒ IPn vom Grad d ist Cl DivW( IPn\Y ) ∼= Z/(d).

Beweis 1) Ist Xσ glatt, so liefert 14.5

0 = Cl DivC(Xσ) = Cl DivW(Xσ) .

Gilt umgekehrt Cl DivW(Xσ) = 0, so ergibt [AG,10.32], daß O(Xσ) und damit Xσ

faktoriell und folglich nach 9.20 regulär ist. — Zu 2) sei auf [AG, 10.30], zu 3) auf [AG,

10.34] verwiesen.

Darüber hinaus erinnern wir an einen Spezialfall des Lokalisierungslemmas ([AG,

10.29]:

15.8 Lokalisierungslemma Für ρ1, . . . , ρs ∈ ∆1 sei U := X∆ \
⋃
jVρj

. Dann existiert

eine exakte Sequenz

s⊕

j=1

Z · Vρj
→ Cl DivW(X) → Cl DivW(U) → 0 .

Wir haben bereits in (14.5.2) einen Zusammenhang von Geradenbündeln mit Car-

tierdivisoren hergestellt. Dieser liefert eine Abbildung

ϑ: DivC(X)→ Pic(X), D 7→ OD

mit den Eigenschaften (vgl. [Ha, II.6.12 – 15]):

(i) ϑ ist Gruppenhomomorphismus,

(ii) kerϑ = DivH(X),

(iii) ϑ ist surjektiv.
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15.9 Folgerung Der Homomorphismus ϑ induziert einen Isomorphismus

Cl DivC(X) := DivC(X)/DivH(X) ∼= Pic(X) .

Für rationale Schnitte s:X → L läßt sich ersichtlich die “Vielfachheit“ vY (s) längs

einem Primdivisor Y →֒ X definieren, indem man zu einer Y schneidenden lokalen Karte

sowie der zugehörigen Trivialisierung übergeht und die dort definierte Vielfachheit (vgl.

[AG, 10.9]) übernimmt. Damit läßt sich der Divisor eines rationalen Schnittes s wie

folgt definieren:

(15.9.1) div(s) =
∑

Y Primdivisor

vY (s) · Y .

Die nächste Aufgabe verallgemeinert (14.5.2):

Aufgabe 15.1 Es sei s ein rationaler Schnitt in einem Geradenbündel L über der normalen
algebraischen Varietät X. Man gebe einen kanonischen Isomorphismus Odiv(s)

∼= L an (für
15.10).

15.10 Beispiel Es sei s: IPn → L der in Beispiel 15.4 2) definierte Schnitt des tauto-

logischen Bündels π:L → IPn:

π−1(U0)
ϕ0
−→ U0 ×C,

(
[z], α(1, z1z0 , . . . ,

zn

z0
)
)
7→

(
[z], α

)

ց ւ ց ւ

U0 [z]

mit zugehörigem ϕ0∗s : [z] 7→ 1. Auf den anderen Ui mit Trivialisierungen

ϕi: π
−1(Ui)→ Ui ×C,

(
[z], v

)
7→

([z0
zi
, . . . ,

ẑi
zi
, . . . ,

zn
zi

]
, vi

)

ergibt sich damit ϕi∗s = zi

z0
. Also ist div(ϕi∗s)|Ui

= −V (z0) und somit

div(s) = −V ( IPn; z0) =: −H.

Aus Aufgabe 15.1 ergibt sich damit ein Isomorphismus

L ∼= IPn
O−H =: IPn

O(−1) .

15.11 Satz Es seien ∆ ein nicht entarteter Fächer und X = X∆. Dann existiert ein

exaktes kommutatives Diagramm

0 → M → DivT
C(X) → Cl DivC(X) → 0

‖ ∩ ∩

0 → M → DivT
W(X) → Cl DivW(X) → 0
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Insbesondere gilt

Cl DivT
C(X) = Cl DivC(X) ⊂ Cl DivT

W(X) = Cl DivW(X)

und Rang Cl DivW(X) = |∆1| − n. Falls ∆n nicht leer ist, so ist Cl DivT
C(X) eine freie

abelsche Gruppe.

Beweis Für den Torus T = Xo ◦⊂ X ist Cl DivW(T) = 0 nach Beispiel 15.7. Aus dem

Lemma 15.8 ergibt sich eine exakte Sequenz (vgl. auch 14.2)

DivT
W(X) ∼=

⊕

ρ∈∆1

Z · Vρ
β
→ Cl DivW(X) → Cl DivW(T) = 0 .

Damit wird zunächst Cl DivW(X) von invarianten Divisoren erzeugt. Für die Exakt-

heit der unteren Sequenz der Behauptung bleibt Kern β = DivT
H(X) zu bestimmen;

weil ∆ nicht entartet ist, liefert 14.3 eine Inklusion M ⊂ DivT
H(X). Diese ist eine

Gleichheit. Denn für ein f ∈ R(X) ist div f genau dann T-invariant, wenn f |T in

C[M ] invertierbar ist, also f zu einem Charakter von T gehört. — Damit folgt auch

ker
(
α: DivT

C(X) → Cl DivC(X)
)

= M ; es bleibt zu zeigen, daß α surjektiv ist. Jede

Klasse [D] ∈ Cl DivC(X) ⊂ Cl DivC(X) läßt sich von einem D̃ ∈ DivT
W(X) repräsentie-

ren; ersichtlich gilt dann D ∈ DivT
C(X).

Die Rangabschätzung folgt nunmehr mit 14.2 aus dimM IR = n. Schließlich ist

Pic(X) frei, wenn ein τ ∈ ∆n existiert: Nach 14.15 gilt

DivT
C(X) ∼= ker

[ ⊕

σ∈∆max

M/M ∩ σ⊥ −→
⊕

σ 6=σ′∈∆max

M
/
M ∩ (σ ∩ σ′)⊥

]
.

Aus τ⊥ = 0 folgt M/M ∩ τ⊥ = M und damit

DivT
C(X) ⊂ M ⊕

⊕

τ 6=σ∈∆max

M/M ∩ σ⊥.

Wegen der bereits etablierten exakten Sequenz

0 → M → DivT
C(X) → Pic(X) → 0

haben wir mod M zu rechnen. Ersichtlich ist jedes M ∩ σ⊥ ein saturiertes Untergitter

von M , also ist M/M ∩ σ⊥ frei und somit auch

Pic(X) ⊂
⊕

τ 6=σ∈∆max

M/M ∩ σ⊥.

15.12 Beispiele Es sei N = Z2 ⊂ IR2 = V .
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v2 = e2 σ

v1 = 2e1 − e2

2f2
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Figur 15.1 keg(2e1 − e2, e2) und keg(2e1 − e2, e2)
∨.

T3

T2

T1

Figur 15.2 V (C3;T1T2 − T 2
3 ).

1) Zu v1 := 2e1 − e2, v2 := e2 und σ := keg(v1, v2) vgl. Figur 15.1.

Die zugehörige Algebra Aσ ist von der Form C[U1, U1U2, U1U
2
2 ]; setzen wir

T1 := U1, T2 := U1U
2
2 , T3 := U1U2 ,

so ist Xσ
∼= V (C3;T1T2 − T

2
3 ), vgl. Figur 15.2.

Zu den beiden Kantenvektoren v1, v2 gehören die beiden invarianten Primdivisoren

von Xσ; da diese gleichzeitig invariante Divisoren von C3 sein müssen, kommen nur

Koordinatenachsen in Frage, nämlich V (Xσ;T1) und V (Xσ;T2). In der Bezeichnung

Vi := Vkeg(vi) gilt damit DivT
W(Xσ) = Z ·V1 ⊕Z ·V2. Jeder Hauptdivisor läßt sich

mit einem u = (p, q) ∈M in der Form

divχ(p,q) = 〈(p, q), v1〉V1 + 〈(p, q), v2〉V2 = (2p− q)V1 + qV2
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darstellen. Damit sind zwar 2V1, 2V2 und V1 − V2 Hauptdivisoren, nicht aber V1

oder V2. Es folgt unmittelbar mit 14.5

0 = Cl DivT
C(Xσ) ⊂ Cl DivT

W(Xσ) = Z/(2) .

Insbesondere braucht Cl DivW(X∆) im Unterschied zu Cl DivC(X∆) nicht frei zu

sein, wenn ein n-Kegel in ∆ existiert!

2) Es sei ∆ der im IR2 von

v1 = e1, v2 = −e1 + ae2 mit a > 1 und v3 = −e2

erzeugte vollständige Z2-Fächer, vgl. Figur 15.3.

σ1

σ3

σ2

v2 = −e1 + ae2

v1 = e1

v2 = −e2 ����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������
����������������

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������
�����������������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������
���������������

Figur 15.3 Der Fächer zu Beispiel 15.12 2.

Die Erzeugenden von M ∼= Z · div χ(1,0) ⊕ Z · div χ(0,1) liefern in der Gruppe

DivT
W(X∆) = Z · V1 ⊕ Z · V2 ⊕ Z · V3 die Relationen

divχ(1,0) = V1 −V2, divχ(0,1) = aV2 −V3 .

Für die Restklassen mod M bedeutet dies

[V1] = [V2] und [V3] = a[V2] ,
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also folgt Cl DivW(X∆) = Z[V2]. Zur Bestimmung der Gruppe Pic(X∆) sei der

Divisor D := b1V1 + b2V2 + b3V3 ∈ DivT
W(X∆) ein Cartierdivisor; dann muß mit der

Bezeichnung Xj := Xkeg(vj ,vj+1) eine Darstellung

D|X1
= divχ(p,q) = pV1 − (p− aq)V2

existieren, i.e., [D] liegt in Za · [V2]. Andererseits ist aV2 ein Cartierdivisor:

aV2|X1
= divχ(0,1), aV2|X2

= divχ(−a,0), aV2|X3
= divχ(0,0) .

Insgesamt folgt

Pic(X∆) = Za · [V2] ⊂ Z · [V2] = Cl DivT
W(X∆).

15.13 Korollar Es sei ∆ ein Fächer in V , in dem alle nichtsimplizialen maximalen

Kegel n-dimensional sind. Dann sind äquivalent:

1) ∆ ist simplizial.

2) Zu jedem D ∈ DivT
W(X) existiert ein a ∈ N mit aD ∈ DivT

C(X).

3) Pic(X)⊗Q = Cl DivW(X)⊗Q.

4) Rang Pic(X) = #(∆1)− n.

Beweis Die Folgerung 1) ⇒ 2) wurde in 14.8 gezeigt; 2) ⇒ 3) ist trivial, und 3) ⇒ 4)

folgt unmittelbar aus 15.11. 4)⇒ 1): Nehmen wir an, es gebe einen nichtsimplizialen Ke-

gel σ ∈ ∆n. Wir wollen daraus Rang
(
Cl DivW(X)/Cl DivC(X)

)
≥ 1 ableiten. Zunächst

ist Rang
(
Cl DivW(Xσ)

)
= #(σ1)−n ≥ 1 nach 15.11. Damit existiert eine Klasse D aus

Cl DivW(Xσ) ⊂ Cl DivW(X), die eine freie zyklische Untergruppe erzeugt. Nach 14.5 ist

Cl DivC(Xσ) = 0, also kommen die Klasse D und keines ihrer Vielfachen nicht einmal

auf Xσ von einem Cartierdivisor, geschweige denn auf ganz X .

Ähnlich zeigt man die Umkehrung zu 14.9:

15.14 Korollar Eine torische Varietät ist genau dann regulär, wenn jeder invariante

Weildivisor ein Cartierdivisor ist.

Beweis Es sei DivT
C(X∆) = DivT

W(X∆). Die Regularität von X∆ braucht nur lokal

nachgewiesen zu werden, also für alle Xσ mit σ ∈ ∆max. Ohne Einschränkung habe σ

die Dimension n. Dann gilt

0
14.5
= Cl DivC(Xσ)

15.11
= Cl DivW(Xσ)

9.17
= Zk(σ)−n ⊕

n⊕

j=2

Zεj
;

also hat σ genau n Kanten, und die diese erzeugenden primitiven Vektoren bilden eine

Matrix, deren Elementarteiler εj alle den Wert 1 haben. Somit ist σ regulär.
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Aufgabe 15.2 Man zeige für torische Varietäten X1 und X2 direkt (ohne Rückgriff auf das
allgemein in [AG] gezeigte Resultat)

ClDivW(X1) ⊕ ClDivW(X2) ∼= ClDivW(X1 ×X2) .

Was gilt für Cartierdivisoren?

Aufgabe 15.3 Man berechne die Weil- und Cartierdivisorenklassengruppen für folgende tori-
sche Varietäten:

i) für die affine Varietät Xσ , zum dreidimensionalen Kegel mit quadratischer Grundfläche σ
(vgl. 3.11).

ii) für die vollständige Varietät X∆P zum Würfel P im IR3 mit Ecken (±1,±1,±1). Dabei
sei N das von den Ecken des Würfels erzeugte Untergitter des Z3.

Aufgabe 15.4 In Figur 5.5. wurde eine reguläre Unterteilung des Tetraeders angegeben, deren
zugehöriger Fächer ∆ nicht polytopisch ist. Man berechne ClDivC(X∆).

Aufgabe 15.5 Es sei P := konv((a, b) ∈ IR2; a, b ∈ {0,±1}). Für den vom Polytop P + e in
IR2 × IRe ∼= IR3 erzeugten Fächer ∆ bestimme man X∆ und ClDivW(X∆).

Aufgabe 15.6 Es sei ∆ := S(keg(e1, e2, e3 − e2),keg(e2, e3 − e2, e3 − e1)) im IR3. Man
bestimme X∆ und seine Divisorenklassengruppen.

Aufgabe 15.7 Es bezeichne ∆ den Fächer zum deformierten Würfel im IR3 aus Figur 5.9.
Man berechne ClDivC(X∆) und vergleiche dies mit der Picardgruppe zum Standardwürfel.



16. Projektive torische Varietäten

Mit Hilfe strikt konkaver Trägerfunktionen, die gerade den amplen Divisoren entspre-

chen, werden die projektiv algebraischen unter den torischen Varietäten charakterisiert.

Zur Vermeidung von für uns überflüssigen technischen Komplikationen betrachten wir

im ganzen Paragraphen nur
”
volldimensional erzeugte“ Fächer ∆, was durch die Bedin-

gung

(16.0) ∆max = ∆n

charakterisiert wird.

Jedem invarianten Cartierdivisor D in X = X∆ hatten wir gemäß 14.11 wie folgt

eine Trägerfunktion hD zugeordnet: Ist D|Xσ
= χ−uσ für σ ∈ ∆n, so ist

(16.0.0) hD = (uσ)σ∈∆n und D =
∑

ρ∈∆1

−hD(vρ)Vρ .

Dem entspricht ein konvexes M -Polyeder

(16.0.1) PD :=
{
u ∈M IR; u ≥ hD auf |∆|

}

oder

(16.0.2) PD =
⋂

σ∈∆n

{
u ∈M IR; 〈u− uσ, σ〉 ≥ 0

}
=

⋂

σ∈∆n

(σ∨ + uσ) .

Wir erhalten aus hD(vρ) = − ordD|Vρ
wegen der stückweisen Linearität von hD

(16.0.3) PD =
{
u ∈M IR; 〈u, vρ〉 ≥ − ordD|Vρ

, ∀ ρ ∈ ∆1
}
.

16.1 Beispiele 1) Für σ := keg(e) ⊂ IR1 und den Divisor D := Vσ →֒ Xσ ist das

Polyeder PD = [−1,∞] unbeschränkt.

2) Für den Divisor D0 →֒ IPn aus Beispiel 14.12 gilt

PD0
=

{
u = (u1, . . . , un) ∈ Rn; ui ≥ 0,

∑
ui ≤ 1

}
.

Beweis 1) Ersichtlich ist hD = −f ∈M ∼= IR.
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e2

e1 e1

e3

e2

Figur 16.1 PD0
zu D0 →֒ IPn für n = 2, 3

2) Aus der Beziehung hD0
|σi

= fi für i 6= 0 ergibt sich 〈fi, vj〉 =

{
−1, j = 0
0, j 6= 0

und damit fi ∈ PD0
gemäß (16.0.3). Also liegt auch deren konvexe Hülle in PD0

. Ist

umgekehrt u|σj
≥ hD|σj

, so folgt mit j = 0 zunächst ui = u(ei) ≥ hD(ei) = 0 für

i = 1, . . . , n; für j 6= 0 ergibt sich

−u(
∑

ei) = u(v0) ≥ hD(v0) = fj(v0) = −1 ,

also u(
∑
ei) =

∑
ui ≤ 1.

Aufgabe 16.1 Man verifiziere für D,D′ ∈ DivT
C(X) und a ∈ N 6=0:

i) PaD = aPD ,

ii) PD + PD′ ⊂ PD+D′ ,

iii) PD+div χu = PD − u .

16.2 Satz Für einen invarianten Cartierdivisor D gilt:

OD(X) =
⊕

u∈PD∩M

C · χu .

Beweis Aus |D| ⊂ X \ T folgt, daß jedes f ∈ OD(X) = {f ∈ R(X); div f +D ≥ 0}

auf T regulär ist, also in O(T) =
⊕

u∈M C · χu liegt. Setzen wir noch

D|Xσ
=: Dσ =: divχ−uσ ,

so gilt des weiteren OD(X) =
⋂
σ∈∆n ODσ

(Xσ) und

ODσ
(Xσ) =

{
f ∈ R(X); div(f · χ−uσ )|Xσ

≥ 0
}
.

Wählt man für f ∈ ODσ
(Xσ) eine Darstellung f =

∑
u auχ

u gemäß 14.4, so gilt folglich

(u−uσ)|σ ≥ 0, also läßt sich OD(Xσ) nach (16.0.2) mit
⊕

u∈M∩PDσ
C ·χu identifizieren.

Aus PD =
⋂
σ∈∆n Pσ folgt damit die Behauptung.

Das folgende Resultat haben wir für vollständige Fächer bereits in Aufgabe 5.14

vorbereitet:
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16.3 Satz Ist der Fächer ∆ nicht in einem Halbraum von V enthalten und ist

D ∈ DivT
C(X∆), so ist PD kompakt und damit ein Polytop. Weiter hat der komple-

xe Vektorraum OD(X∆) die Dimension #(PD ∩M).

Beweis Es sei D =
∑
aρVρ. Nach Konstruktion ist PD Durchschnitt von Halbräumen:

PD =
⋂

ρ∈∆1

{u; 〈u, vρ〉 ≥ −aρ} .

Da die Vektoren vρ ∈ ∆1 über IR≥0 den ganzen Raum IRn erzeugen, ist dieser Durch-

schnitt beschränkt und damit kompakt. Die Dimensionsaussage ergibt sich aus 16.2.

16.4 Beispiel Es sei X = IP2 mit Gitter Z2 ⊂ IR2. Als darstellenden Fächer ∆ wählen

wir wieder den von

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1 − e2

erzeugten vollständigen Fächer. Dann ist OD0
( IP2) = O(−1)( IP2) für D0 := −V ( IP2;T0)

ein dreidimensionaler, von {Ti/T0; i = 0, 1, 2} erzeugter Vektorraum.

Beweis Gemäß 16.3 haben wir zunächst die Zahl #(PD0
∩M) zu bestimmen. Nach

Figur 16.1 ist das gerade 3. Für ein explizites Erzeugendensystem verwenden wir 15.10:

OD0
( IP2) ∼=

{
f ∈ C( IP2); div f ≥ div

1

T0

}
.

Ist nun f = P/Q ∈ OD0
( IP2) ⊂ C( IP2) eine teilerfremde Darstellung durch normierte

homogene Polynome gleichen Grades, so ist Q wegen der Divisorungleichung Teiler von

T0, also 1 oder T0. Daher kommen höchstens die angegebenen Erzeugenden in Frage.

Für die Charakterisierung spezieller Cartierdivisoren kommen wir nun auf die

Trägerfunktionen zurück und erinnern an folgende Definition sozusagen
”
superlinearer“

Funktionen:

16.5 Definition Eine Funktion h:A → IR auf einer konvexen Teilmenge A von V

heißt konkav, wenn für alle t ∈ [0, 1], v, w ∈ A gilt

(16.5.1) h
(
tv + (1− t)w

)
≥ th(v) + (1− t)h(w) .

16.6 Beispiel Für den von v1 = e1 und v2 = −e1 aufgespannten Fächer ∆ im IR1 mit

X∆ = IP1 sei D := a1V1 + a2V2 mit ai ∈ Z. Die zugehörige Trägerfunktion

hD: x 7→

{
−a1x, x ≥ 0
−a2x, x ≤ 0
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hD

Figur 16.2 Graph von hD zum Beispiel 16.6

ist genau dann konkav, wenn a1 ≥ a2 ist.

Beweis Bezeichnet µ(a): IR → IR, x 7→ a · x die Multiplikation mit a ∈ IR, so ist

hD ersichtlich genau dann konkav, wenn dies auf hD + µ(a1) zutrifft; letzteres ist mit

a1 − a2 ≥ 0 gleichbedeutend.

Allgemeiner können wir uns den Graphen eines konkaven hD wie in Figur 16.3

zeltförmig vorstellen:

16.7 Konkavitätskriterium In der Darstellung h = (uσ)σ∈∆n für eine Trägerfunk-

tion h: |∆| → IR sind äquivalent:

1) h = min
σ∈∆n

uσ;

2) h(vρ) ≤ uσ(vρ) für alle σ ∈ ∆n, ρ ∈ ∆1;

3) h ≤ uσ für alle σ ∈ ∆n, d.h., für alle σ ∈ ∆n ist uσ ∈ PD.

Ist |∆| konvex, so sind diese Eigenschaften äquivalent zu:

4) h ist konkav, erfüllt also Bedingung (16.5.1).

Beweis Die Behauptungen 1) ⇒ 3) ⇒ 2) sind trivial. Für die Aussage 2) ⇒ 3) seien

σ ∈ ∆n und v ∈ |∆|. Für v ∈ |τ | mit τ ∈ ∆n existiert eine Darstellung v =
∑
ρ∈τ1 tρvρ

mit tρ ≥ 0. Damit gilt

h(v) = uτ (v) =
∑

ρ∈τ1

tρuτ (vρ) =
∑

ρ∈τ1

tρh(vρ) ≤
∑

ρ∈τ1

tρuσ(vρ) = uσ
( ∑

ρ∈τ1

tρvρ
)

= uσ(v) .

Schließlich ist 3) ⇒ 1) evident, denn es gilt einerseits h ≤ minuσ, andererseits aber

h|σ = uσ|σ.
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σ4

σ2

σ1

σ3

σ5

hD|σ4

hD|σ5

hD|σ1

Figur 16.3 Graph eines konkaven hD.

Der Teil
”
1)⇒ 4)“ folgt daraus, daß das Minimum konkaver Funktionen konkav ist.

Zu
”
4)⇒ 2)“: Es seien σ ∈ ∆n und ρ ∈ ∆1. Für ρ ∈ σ1 gilt h(vρ) = uσ(vρ). Andernfalls

wählen wir ein v ∈ σ◦ und dazu ein t ∈]0, 1[ mit tvρ + (1 − t)v ∈ σ. Nach Übergang

zur ebenfalls konkaven Funktion h − uσ dürfen wir uσ = 0, also h|σ = 0 voraussetzen;

damit erhalten wir

0 = h
(
tvρ + (1− t)v

)
≥ th(vρ) + (1− t)h(v) = th(vρ) + 0 ,

i.e., h(vρ) ≤ 0, und 2) ist erfüllt.

Damit können wir für Trägerfunktionen den Begriff der Konkavität erweitern:

16.8 Definition Eine Trägerfunktion hD zu einem invarianten Cartierdivisor D heißt

konkav, wenn sie die Bedingung hD = min
uσ∈∆n

uσ erfüllt.

16.9 Lemma Ist die Trägerfunktion hD = (uσ)σ∈∆n zu einem invarianten Cartierdi-

visor D konkav, so liegt der Schnitt χuσ in OD(X∆) und hat auf Xσ keine Nullstelle.
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Beweis Für jedes σ ∈ ∆n gilt uσ ∈ PD ∩M nach 16.7 3) und damit nach 16.2

χuσ ∈ OD(X) =
⊕

u∈PD∩M

C · χu.

Dem Schnitt χuσ entspricht in der Trivialisierung von OD mit µ(χ−uσ ) auf Xσ nach

(14.5.2) die Funktion 1; er hat also auf Xσ keine Nullstelle.

Für eine torische Charakterisierung konkaver hD benötigen wir zusätzlich folgenden

Begriff:

16.10 Definition Ein Geradenbündel L über X wird
”
von globalen Schnitten erzeugt“,

wenn zu jedem x ∈ X ein globaler regulärer Schnitt s in L mit s(x) 6= 0 existiert.

Entsprechend nennen wir die zugehörige Garbe OL ”
von globalen Schnitten erzeugt“.

Damit wird OL genau dann von globalen Schnitten erzeugt, wenn für jedes x ∈ X

ein globaler Schnitt s ∈ OL(X) existiert mit OL,x = Ox · s. Dabei reichen für ein von

globalen Schnitten erzeugtes L bereits endlich viele Schnitte aus: Ist s(x) 6= 0 für ein

x ∈ X , so gilt dies in einer ganzen Zariski-offenen Umgebung von x.

16.11 Satz Der Fächer ∆ sei volldimensional erzeugt. Ist D ein invarianter Cartierdi-

visor in X∆, so wird OD genau dann von globalen Schnitten erzeugt, wenn hD konkav

ist.

Beweis Für σ ∈ ∆n sei D|Xσ
= div χ−uσ .

”
⇐“ Es sei hD konkav. Nach 16.9 hat

χuσ ∈ OD(X∆) auf Xσ keine Nullstelle.

”
⇒“ Wir verifizieren Kriterium 3) in 16.7, zeigen also uσ ∈ PD für jedes σ ∈

∆n. Im zugehörigen Fixpunkt xσ hat nach Voraussetzung wenigstens ein Schnitt aus

OD(X) =
⊕

u∈PD∩M
C · χu keine Nullstelle; ohne Einschränkung sei er von der Form

χu für ein u ∈ PD ∩M . In der Trivialisierung von OD auf Xσ mit µ(χ−uσ ) entspricht

ihm die Funktion χu−uσ mit χu−uσ (xσ) 6= 0. Damit enthält divχu−uσ für kein ρ ∈ σ1

den Divisor Vρ. Also gilt 〈u− uσ, vρ〉 = 0 für diese ρ, und damit stimmen u und uσ auf

σ = keg
(
{ρ ∈ σ1}

)
überein. Aus dimσ = n folgt uσ = u ∈ PD.

Aufgabe 16.2 Für einen invarianten Cartierdivisor D mit kompaktem PD werde OD von
globalen Schnitten erzeugt, ferner gelte S ⊂ PD ∩M . Man zeige, daß {χu;u ∈ S} genau dann
OD global erzeugt, wenn die Eckpunktmenge P 0

D in S enthalten ist. Zudem gilt

P 0
D = {uσ ;σ ∈ ∆n} .

Es seien nun χu0 , . . . , χur globale Schnitte in OD für einen invarianten Cartierdi-

visor D in der torischen Varietät X∆. Bezüglich einer Trivialisierung von OD auf einer

affinen Karte Xσ wird damit ein Morphismus

(16.11.1) ϕσ:Xσ → Cr+1, x 7→
(
χu0(x), . . . , χur(x)

)

definiert; geht man zu einer anderen affinen KarteXτ über, so unterscheiden sich ϕσ und

ϕτ durch Multiplikation mit einem gστ ∈ O
∗(Xστ ). Setzen wir nun zusätzlich voraus,
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daß OD von diesen globalen Schnitten erzeugt wird, so bildet jedes ϕσ nach (Cr+1)∗ ab,

und wir erhalten mit dem selben Symbol bezeichnete Morphismen ϕσ:Xσ → IPr. Für

σ ∈ ∆n und D|Xσ
= divχ−uσ mit einem uσ von den uj können wir auch

(16.11.2) ϕσ:Xσ → IPr, x 7→
[
χu0−uσ(x), . . . , 1, . . . , χur−uσ (x)

]

schreiben. Die ϕσ setzen sich zu einem globalen Morphismus

ϕ:X → IPr, x 7→
[
χu0(x), . . . , χur(x)

]

zusammen, weil beim Kartenwechsel die Schnitte mit Funktionen gστ ∈ O
∗(Xσ∩τ) mul-

tipliziert werden. Durchlaufen die uj gerade die uσ für σ ∈ ∆n (vgl. Aufgabe 16.2), so

verwenden wir die Bezeichnung

ϕD:X → IPr, x 7→
[
χu0(x), . . . , χur(x)

]
.

Wenn OD für volldimensional erzeugtes ∆ von globalen Schnitten erzeugt wird,

liegt für jedes σ ∈ ∆n das zu hD gehörige uσ nach 16.11 in PD ∩M . Aus 16.9 folgt

(16.11.3) ϕD(Xσ) ⊂ IPr \ V (zσ) =: ( IPr)zσ
∼= Cr,

wenn man mit zσ die zu uσ gehörige homogene Koordinatenfunktion im IPr bezeichnet.

16.12 Definition Eine Trägerfunktion h = (uσ)σ∈∆n auf einem volldimensional er-

zeugten Fächer ∆ heiße ∆-streng konkav, wenn h(v) < uσ(v) für alle v ∈ |∆| \ σ gilt.

16.13 Lemma Der Fächer ∆ sei volldimensional erzeugt. Es sei D ein invarianter

Cartierdivisor inX∆, für den OD von globalen Schnitten erzeugt ist. Dann sind folgende

Bedingungen äquivalent:

1) Für alle σ ∈ ∆n ist ϕ−1
D

(
( IPr)zσ

)
= Xσ;

2) hD ist ∆-streng konkav.

Beweis Nach (16.11.3) ist in 1) nur die Inklusion
”
⊂ “ zu untersuchen.

2) ⇒ 1) Wir wählen ein σ ∈ ∆n und ein x ∈ ϕ−1
D

(
( IPr)zσ

)
, i.e., ϕD(x) ∈ ( IPr)zσ

.

Dann existiert ein σ′ ∈ ∆n mit x ∈ Xσ′ . Falls x ∈ T, so ist σ = σ′ wählbar und damit

x ∈ Xσ. Andernfalls existiert ein ρ ∈ (σ′)1 mit x ∈ Vρ. Damit gelte ohne Einschränkung

x = xρ. Nun ist nach (16.11.2)

ϕD(xρ) = [ . . . , χuσ−uσ′ (xρ), . . . ] ,

und es gilt

(16.13.1) χuσ−uσ′ (xρ) = 0 ⇐⇒ 〈uσ − uσ′ , vρ〉 > 0 ⇐⇒ uσ(vρ) > uσ′(vρ) = hD(vρ) ;

die erste Äquivalenz besagt nämlich gerade, daß Vρ in divχuσ−uσ′ mit positiver Viel-

fachheit auftritt. Nach Wahl von x = xρ ist jedoch χuσ−uσ′ (xρ) 6= 0 und damit
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uσ(vρ) = hD(vρ). Aus der vorausgesetzten strengen Konkavität von hD folgt vρ ∈ σ,

also ρ ⊂ σ und damit xρ ∈ Xσ.

1) ⇒ 2) Zu zeigen ist, daß uσ(vρ) > h(vρ) falls vρ /∈ σ, oder, nach (16.13.1), daß

χuσ−uσ′ (xρ) = 0, falls vρ ∈ σ′ \ σ mit σ′ ∈ ∆n. Letzteres ist gleichbedeutend mit

ϕD(xρ) /∈ ( IPr)zσ
. Dies trifft nun zu, weil nach Voraussetzung xρ nicht in Xσ liegt.

Am interessantesten ist die Situation, wenn der Morphismus ϕD eine (abgeschlos-

sene) Einbettung ist:

16.14 Lemma Die VarietätX∆ sei vollständig, und D sei ein invarianter Cartierdivisor

auf X∆. Dann sind äquivalent:

1) Die Abbildung ϕD existiert und ist eine Einbettung;

2) α) hD = (uσ)σ∈∆n ist ∆-streng konkav;

β) für alle σ ∈ ∆n gilt Sσ = 〈u− uσ; u ∈ PD ∩M〉.

Beweis Wir verwenden das Einbettungskriterium aus [AG, Bem. 3.36], nach dem

ϕD genau dann eine Einbettung ist, wenn alle ϕ−1
D

(
( IPr)zσ

)
affin und die zugehörigen

Komorphismen

O
(
ϕ−1
D ( IPr)zσ

)
→ O

(
( IPr)zσ

)

surjektiv sind.

Für jedes σ ∈ ∆n benutzen wir den Komorphismus zu (16.11.3)

(ϕσ)
∗ : C

[ z0
zσ
, . . . ,

zr
zσ

]
→ C[χu0−uσ , . . . , χur−uσ ] ⊂ C[Xσ] = C[Sσ] .

Er ist genau dann surjektiv, wenn Sσ von den u− uσ mit u ∈ PD ∩M erzeugt wird.

1) ⇒ 2): Es sei σ ∈ ∆n. Nach dem Einbettungskriterium ist ϕ−1
D

(
( IPr)zσ

)
eine

affine torische Varietät, die Xσ enthält. Weil σ maximal ist, gilt das auch für Xσ, also

haben wir eine Mengengleichheit. Damit ist zunächst Bedingung 1) in 16.13 erfüllt, und

hD ist folglich ∆-streng konkav. Aus der Surjektivität von (ϕσ)
∗ ergibt sich, daß Sσ von

der verlangten Form ist.

2)⇒ 1): Wiederum aus 16.13 folgt, daß jedes ϕ−1
D

(
( IPr)zσ

)
= Xσ affin ist. Die Sur-

jektivität von (ϕσ)
∗ folgt aus der Voraussetzung über Sσ; damit sind die Bedingungen

des Einbettungskriteriums erfüllt.

16.15 Beispiele a) Für N = Z2 ⊂ IR2 und den von

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −e1, v4 = −e2

erzeugten vollständigen Fächer ∆ in IR2 ist X∆ = IP1 × IP1. Für D := V1 + V2 mit

σj := keg(vj , vj+1) und Vj := Vσj
enthält

PD =
{
u; 〈u, e1〉 ≥ −1

}
∩

{
〈u; 〈u, e2〉 ≥ −1

}
∩

{
u; 〈u,−e1〉 ≥ 0

}
∩

{
u, 〈u,−e2〉 ≥ 0

}
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〈u, e1〉 ≥ −1

〈u, e2〉 ≥ −1

〈u,−e2〉 ≥ −1

〈u,−e1〉 ≥ −1

(0, 0)(−1, 0)

(−1,−1) (0,−1)

Figur 16.4 Das Polytop PD zu D = V1 + V2 in IP1 × IP1

genau vier Gitterpunkte, vgl. Figur 16.4

Die Bedingung 16.14 2) ist erfüllt: Ersichtlich ist hD ∆-streng konkav. Weiter sei

σi := keg(vi, vi+1). Dann ist uσ1
= −(1, 1) und

Sσ1
= N · f1 + N · f2 = N ·

(
(0,−1)− uσ1

)
+ N ·

(
(−1, 0)− uσ1

)
.

Der Graph von hD ist in Figur 16.5 abgebildet. — Entsprechend behandelt man

die anderen Kegel.

Damit läßt sich die Einbettung ϕD: IP1 × IP1 → IP3 wie folgt beschreiben: In ma-

thematisch positiver Orientierung der Punkte von PD ∩M , beginnend mit 0, ist

ϕσ1

(
[1, b

a
], [1, d

c
]
)

= [1, a
b
, ac
bd
, c
d
] und damit

ϕD
(
[a, b], [c, d]

)
= [bd, ad, ac, cb] =: [z0, z1, z2, z3] ,

so daß ϕD( IP1 × IP1) die singularitätenfreie Quadrik V ( IP3;T0T2 − T1T3) ist.

b) FürD = V1+V3 ergibt sich mit ähnlichen Überlegungen PD = {[−1, 1]×{0}} ⊂ IR2.

Dies und der zugehörige Graph von hD ist in Figur 16.6 dargestellt.

Die Bedingung 16.14 2β) ist nicht erfüllt: Es ist uσ1
= (−1, 0), und Sσ1

enthält f2,

das nicht in PD∩M −uσ1
liegt. Entsprechend ist ϕD: IP1× IP1 → IP2 von der Form

(
[a, b], [c, d]

)
7→ [a2, ab, b2] ,
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v3

uσ2

uσ3

v4

uσ4

v1

uσ1

v2

Figur 16.5 Graph von hV1+V2
zu V1 × V2 in IP1 × IP1

uσ1

uσ3

uσ4

v3 v2

v4

v1

−e1 0 e1

Figur 16.6 PV1+V3
und hV1+V3

zu V1 + V3 in IP1 × IP1

also ϕD( IP1 × IP1) = V ( IP2;T0T2 − T
2
1 ) eindimensional.

Aufgabe 16.3 Für einen invarianten Cartierdivisor D zeige man:

1) codimMIR
PD ist die Dimension des maximalen linearen Unterraumes des Graphen Γ(hD).
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2) Ist hD = (uσ)σ∈∆n ∆-streng konkav, so ist dimPD = n, und die Eckpunkte von PD sind
genau die uσ ∈M mit σ ∈ ∆n.

(Für 16.18.)

Damit können wir zwei neue Klassen von Divisoren einführen:

16.16 Definition Ein invarianter Cartierdivisor D heiße

— sehr ample, wenn ϕD eine Einbettung ist;

— ample, wenn ℓD für ein ℓ ∈ N sehr ample ist.

Mit ℓD ist auch (ℓ + 1)D sehr ample: Statt der Abbildung ϕD, die über die Ex-

tremalpunkte gebildet wird, kann man gleichwertig eine Abbildung betrachten, deren

Komponenten aus allen Gitterpunkten in PD gebildet werden. Daher entsteht ϕ(ℓ+1)D

aus ϕD im wesentlichen durch Hinzunahme weiterer Komponenten. Nach 16.14 ist D

genau dann sehr ample, wenn hD = (uσ)σ∈∆n ∆-streng konkav ist und Sσ für alle

σ ∈ ∆n von PD ∩M − uσ erzeugt wird.

16.17 Satz Die Varietät X∆ sei vollständig und D ein invarianter Cartierdivisor. Dann

ist D genau dann ample, wenn hD ∆-streng konkav ist.

Beweis Aus hℓD = ℓhD für ℓ ∈ N gemäß Aufgabe 16.1 folgt, daß hD genau dann streng

konkav ist, wenn dies für hℓD zutrifft. Mit 16.14 ergibt sich daraus unmittelbar
”
⇒ “.

”
⇐“ Nach Lemma 16.14 genügt es, eine positive natürliche Zahl ℓ zu finden, mit

dem für hℓD = (ℓ · uσ)σ∈∆n und alle σ ∈ ∆n gilt:

(16.17.1) Sσ = 〈u− ℓuσ; u ∈ PℓD ∩M〉 .

Für festes σ ∈ ∆n sei u′ ∈ Sσ, i.e., u′|σ ≥ 0. Wir suchen ein ℓ mit u′ ∈ PℓD ∩M − ℓuσ.

Zunächst gilt für ein ℓ ∈ N>0 und aρ := −hD(vρ):

u′ + ℓuσ ∈ PℓD = {u ∈M IR; 〈u, vρ〉 ≥ −ℓaρ, ∀ ρ ∈ ∆1}

⇐⇒ 〈u′, vρ〉+ ℓ〈uσ, vρ〉 ≥ −ℓaρ, ∀ ρ ∈ ∆1

⇐⇒ ℓ
(
〈uσ, vρ〉+ aρ

)
≥ −〈u′, vρ〉, ∀ ρ ∈ ∆1 .

Für ρ ⊂ σ ist diese Bedingung wegen u′ ∈ Sσ und uσ ∈ PD für alle ℓ erfüllt; für ρ 6⊂ σ

ist

〈uσ, vρ〉 > hD(vρ) = −aρ, also 〈uσ, vρ〉+ aρ > 0

und damit die Bedingung für alle großen ℓ erfüllt. Da Sσ endlich erzeugt ist, existiert

ein ℓ, das für alle u′ die Bedingung erfüllt, sodaß für Sσ die Darstellung (16.17.1) gilt.

Aufgabe 16.4 Man zeige für einen amplen Divisor D in einer vollständigen torischen Varietät
X:

i) Für n = dimX ist der Divisor nD sehr ample.

ii) Ist X regulär, so ist D sehr ample.
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In 5.21 hatten wir einem n-dimensionalen M -Polytop P in V ∗ mit Eckpunktmen-

ge P 0 = {u1, . . . , ur} einen Fächer ∆P und damit eine torische Varietät XP = X∆P

zugeordnet. Weiter gehört zu P eine (als Minimum linearer Funktionen konkave) Träger-

funktion

(16.18.1) hP := min
u∈P

u = min
u∈P 0

u ,

wobei die letzte Gleichung leicht zu verifizieren ist: Es sei u =
∑
j tjuj ∈ P mit tj ≥ 0,∑

j tj = 1 und uj ∈ P
0. Zu gegebenem v ∈ V sei etwa u1(v) = minj uj(v). Dann ist

ersichtlich u(v) ≥ u1(v) und damit hP (v) = u1(v).

Nach 14.11 bestimmt hP einen invarianten Cartierdivisor DP mit hP = hDP
.

16.18 Lemma 1) Für ein n-dimensionales M -Polytop P in V ∗ ist der Divisor DP
ample, und es gilt PDP

= P .

2) Ist ∆ ein vollständiger Fächer und D ein ampler invarianter Cartierdivisor in X∆,

so ist

∆PD
= ∆ .

Beweis In 5.23 haben wir eine Bijektion

P 0 1−1
←→ (∆P )n, ui 7→ σi :=

{
v ∈ V ; 〈v, ui〉 = min

u∈P
〈v, u〉

}

etabliert.

1) Damit gilt σi :=
{
v ∈ V ; 〈v, ui〉 = h(v)

}
, und insbesondere ist h|σi

= ui|σi
, so

daß h bezüglich ∆P (stückweise) linear ist. Da alle ui paarweise verschieden sind, ist

h = (uσi
)i=1,...,r sogar ∆P -streng konkav, und DP ist nach 16.17 ample. Weiter folgt

aus Aufgabe 16.3 2)

PDP
= konv(u1, . . . , ur) = P .

2) Es sei PD ⊂ V ∗ das Polytop zu D. Dann ist die Trägerfunktion hD = (uσ)σ∈∆n

zu D nach 16.17 ∆P -streng konkav, also PD nach Aufgabe 16.3 1) volldimensional;

insbesondere ist ∆PD
vollständig. Zu σ ∈ ∆n existiert also ein σi ∈ ∆n

PD
mit dim(σ ∩

σi) = n. Es ist σ = σi zu zeigen. Mit (PD)0 =: {u1, . . . , ur} sind wie oben die maximalen

Kegel von ∆PD
von der Form σi := {v ∈ V ; 〈v, ui〉 = minu∈PD

〈v, u〉}. Aus (16.18.1)

erhalten wir

σi = {v ∈ V ; 〈v, ui〉 = hD(v)} .

Aus uσ|σ∩σi
= hD|σ∩σi

= ui|σ∩σi
folgt zunächst ui = uσ; weil alle ui paarweise ver-

schieden sind, liefert dies σ ⊂ σi. Weil hD sogar ∆PD
-streng konkav ist, sind auch alle

uσ paarweise verschieden, und es folgt σ = σi.

16.19 Korollar Für eine vollständige Varietät X∆ sind folgende Bedingungen äqui-

valent:

1) X∆ ist projektiv algebraisch.
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2) Es gibt eine ∆-streng konkave Trägerfunktion auf ∆.

3) ∆ ist polytopisch.

Beweis
”
1)⇒ 2)“ Wir fixieren eine äquivariante Einbettung ı:X →֒ IPr mit r minimal.

Für H := V ( IPr; z0) ist IPr
OH |X = XOX∩H , und mit dem Cartierdivisor D := X ∩H

in X gilt

OD(X) = C[Tj/T0; j = 0, . . . , r] ,

weil wegen der Minimalität von r die Erzeugenden Tj/T0 in R(X) linear unabhängig

sind, vgl. auch 16.4. Damit ist ϕD nach Konstruktion gerade ı und D sehr ample, nach

16.14 ist hD also ∆-streng konkav.

”
2) ⇒ 1)“ Ist hD die Trägerfunktion, so ist D nach 16.17 ample, also liefert ϕℓD

für hinreichend großes ℓ eine Einbettung in einen projektiven Raum.

”
2) ⇒ 3)“ Bezeichnet D den gemäß 14.11 zur gegebenen Trägerfunktion h = (uσ)

gehörigen (amplen) invarianten Cartierdivisor, so ist PD nach Aufgabe 16.3 ein n-

dimensionales Polytop mit Ecken uσ. Aus 16.18 2) folgt ∆ = ∆PD
.

”
3) ⇒ 2)“ Ist ∆ = ∆P , so sei DP der gemäß 16.18 zu P gehörende ample Divisor

mit Trägerfunktion hDP
. Nach 16.17 ist diese ∆-streng konkav.

Da jeder zweidimensionale vollständige Fächer polytopisch ist, folgt damit:

16.20 Korollar Für n ≤ 2 sind die Bedingungen
”
vollständig“ und

”
projektiv alge-

braisch“ an X∆ äquivalent.

Dies gilt ab n = 3 nicht mehr, wie folgendes Beispiel in Figur 16.7 für eine glatte

vollständige Varietät ohne streng konkave Trägerfunktion illustriert:

16.21 Beispiel Es sei P ein Polytop im V ∗ = IR3, das (bei geeigneter Wahl der

Eckpunkte i := vi) aus einem Tetraeder mit 0 im Innern, Basis 1, 2, 3 und Spitze 4

entsteht, indem die Seitenmitten 5 von 14, 6 von 24 und 7 von 34 sowie die Kanten

16, 27, 35, 56, 67, 75 hinzugefügt werden, vgl. Figur 5.5.

Angenommen, für den von P erzeugten Fächer ∆ existiert eine ∆-streng konkave Träger-

funktion h. Dann folgt aus v1 + v6 = v2 + v5 mit σ := keg(v1, v5, v6):

h(v1)+h(v6) = h(v1 +v6) = h(v2 +v5) = uσ(v2 +v5) = uσ(v2)+uσ(v5) > h(v2)+h(v5).

Analog findet man

h(v3) + h(v5) > h(v1) + h(v7)

h(v2) + h(v7) > h(v3) + h(v6) .

Eine Addition der drei Ungleichungen ergibt einen Widerspruch.

Aufgabe 16.5 Ist ∆ vollständig und höchstens zweidimensional, so ist jeder ample invariante
Cartierdivisor in X∆ sehr ample.

Aufgabe 16.6 Es sei ϕ:X → IP3 eine über den vier Koordinatenebenen verzweigte zweiblätt-
rige Überlagerung. Dann ist der Verzweigungsdivisor in X ample, aber nicht sehr ample.
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Figur 16.7 Regulärer Fächer ohne streng konkave Trägerfunktion

Kleines Wörterbuch § 16

#(PD ∩M) dimC OD(X∆)

hD ist konkav OD ist von globalen Schnitten erzeugt

∆ ist polytopisch X∆ ist projektiv algebraisch

hD ist ∆-streng konkav D ist ample

hD ∆-streng konkav, Sσ = PD ∩M − uσ D ist sehr ample



Kapitel V

Chowgruppen und Kohomologie

In diesem Kapitel werden wir die Divisorenklassengruppen und insbesondere die

Schnittheorie vom Flächenfall auf simpliziale Fächer, d.h. auf torische Varietäten über-

tragen, die höchstens Quotientensingularitäten haben. Damit kommen wir zu den Chow-

gruppen bzw. Chowringen, die anschließend im Satz von Jurkiewicz-Danilov kohomolo-

gisch interpretiert werden. Es schließen sich Hinweise auf die effektive Berechnung der

ganzzahligen Homologie mit abgeschlossenen Trägern an.

17. Chowgruppen

Für einen Cartierdivisor D auf einer algebraischen Varietät X und eine irreduzible Un-

tervarietät V vonX läßt sich ein SchnittzykelD·V als Weildivisor auf V leicht definieren,

wenn D ∩ V nur glatte Punkte von X enthält und D und V sich transversal schneiden

(i.e., alle Durchschnitte TxD∩TxV von Tangentialräumen in TxX die theoretisch mini-

mal mögliche Dimension annehmen); dann gestattet D ·V eine rein mengentheoretische

Beschreibung. Liegen in D ∩ V Singularitäten von X , so kommen Vorfaktoren hinzu;

ist der Durchschnitt nichttransversal, so hilft nur der Übergang zu den jeweiligen ratio-

nalen Äquivalenzklassen. — Mit Hilfe der Schnittheorie beweisen wir ein Kriterium für

ample Divisoren (Nakai-Moishezon); weiter geben wir geometrische Erzeugende für die

Chowgruppe an und beschreiben den Chowring.

A. Schnittzykel D · V

a) Es sei D ∈ DivC(X) ein Cartierdivisor, und es bezeichne [D] =
∑
aiDi mit Prim-

divisoren Di den assoziierten Weildivisor; weiter sei V →֒ X eine irreduzible Unterva-

rietät. Wir fordern, daß V von D
”
eigentlich geschnitten“ wird, also V nicht im Träger

|D| =
⋃
ai 6=0Di vonD enthalten ist. In diesem Falle definiert man folgenden Schnittzykel

D · V := [D|V ] :

Sind fj ∈ R(Uj) lokale Gleichungen für D auf der offenen Überdeckung (Uj)j∈J von X ,

so ist der Cartierdivisor D|V auf V durch die lokalen Gleichungen fj |V ∈ R(Uj ∩ V )

gegeben.
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Im torischen Fall läßt sich der Schnittzykel invarianter D und Vσ — invariante

irreduzible abgeschlossene Untervarietäten sind nach 7.7 von der Form Vσ mit σ ∈ ∆

— auch für nicht simpliziales ∆ wie folgt beschreiben: Ist

(17.1.0) D =
∑

ρ∈∆1

aρVρ ∈ DivT
C(X∆) ,

so bedeutet Vσ 6⊂ |D|, daß D|Vσ
ein invarianter Cartierdivisor auf Vσ ist. Da Vσ eine

torische Varietät zum Fächer ∆/σ bezüglich des Gitters N/σ = N/(N ∩ linσ) ist (vgl.

7.14), existiert eine Darstellung

(17.1.1) D · Vσ =
∑

σ≺1γ

bγVγ ,

deren Vielfachheiten bγ zu bestimmen sind. Mit K(γ\σ) bezeichnen wir dazu die Menge

aller Kanten aus γ1 \ σ1. Das Gitter Nγ/Nσ ist eindimensional; ist eγ ein Erzeugendes

(oder ein Repräsentant davon), so hat vρ für ρ ∈ K(γ \ σ) die Gestalt vρ = sρeγ mit

sρ ∈ Z. Wir wählen eγ so, daß alle sρ positiv sind.

v2

v1 v3

γ

vr
σ

Figur 17.1 σ ≺1 γ

17.1 Lemma Für jedes ρ ∈ K(γ \ σ) gilt bγ = aρ/sρ in (17.1.1).

Beweis Zum CartierdivisorD gehört eine Trägerfunktion hD mit folgender Eigenschaft:

Ist σ ≺1 γ und hD|γ =: u(γ) ∈M/M(γ), so gilt

〈u(γ), vρ〉 = −aρ für ρ ∈ γ1

und damit D = divχ−u(γ) auf Xγ . Weiter ist u(γ)|σ = 0, also u(γ) ∈M(σ)/M(γ), denn

andernfalls existierte eine Kante ρ ∈ σ1 mit u(γ)(vρ) = −aρ 6= 0, d.h. mit Vρ ⊂ |D|; aus

Vσ ⊂ Vρ resultiert ein Widerspruch zur Voraussetzung Vσ 6⊂ |D|. Nun ist Vσ =
⋃
σ≺τBτ

nach 7.7 und χ−u(γ) eine rationale Funktion auf Bγ ; weiterhin ist Vγ = Bkeg(eγ) mit dem

primitiven Vektor eγ gemäß der Konstruktion in 7.14. Also folgt einerseits

bγ = 〈−u(γ), eγ〉 .
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Andererseits gilt für ρ ∈ K(γ \ σ) wegen u(γ) ∈M(σ)/M(γ) ⊂M/M(γ):

aρ = 〈−u(γ), vρ〉 = 〈−u(γ), sρeγ〉 = sρ〈−u(γ), eγ〉 = sρbγ .

Setzen wir nun der Einfachheit halber voraus, daß ∆ in Teil a) simplizial ist.

17.2 Beispiel Ist der PrimdivisorDρ := Vρ für ein ρ ∈ ∆1 ein Cartierdivisor, schneiden

sich Dρ und Vσ eigentlich und ist γ := keg(σ, ρ) ein regulärer Kegel, so ist der Schnitt

transversal, und es gilt

Dρ ·Vσ =
{
Dρ ∩ Vσ = Vγ , falls γ ∈ ∆
0 sonst.

Beweis Zunächst sei γ nur simplizial. Aus Vσ =
⋃
σ≺τBτ und Dρ =

⋃
ρ≺τBτ folgt

ersichtlich, daß die Bedingung
”
Vσ 6⊂ |Dρ|“ zu

”
ρ ⊀ σ“ äquivalent ist. Somit erhalten

wir

(17.2.1) Dρ ∩ Vσ =
⋃

γ≺τ

Bτ =
{

Vγ , falls γ ∈ ∆
∅ sonst.

Für den Nachweis der
”
Transversalitätsbedingung“, daß alle aρ den Wert 1 haben, seien

ohne Einschränkung ∆ = S(γ), ferner sei γ regulär und volldimensional; wir setzen

σ = keg(e1, . . . , en−1) und ρ = keg(en). Dann ist

Vγ = {(0, . . . , 0)} ⊂ Xγ = Cn

und Dρ ∩ Vσ ∼= (Cn−1 × 0) ∩ (0× C). Weil X∆ glatt ist, gilt Nγ = Nσ ⊕ Zvρ(γ), wobei

wir mit ρ(γ) das einzige Element von K(γ \ σ) bezeichnen. Damit ist sρ(γ) = 1, also

bγ = 1 gemäß 17.1. Somit folgt die behauptete Formel für Dρ · Vσ.

17.3 Beispiel Ist der Primdivisor Dρ für ein ρ ∈ ∆1 ein Cartierdivisor und schneiden

sich Dρ und Vσ eigentlich, so gilt mit γ := keg(σ, ρ) und den Multiplizitäten mσ und

mγ

(17.3.1) Dρ ·Vσ =
{ mσ

mγ
Vγ , falls γ ∈ ∆

0 sonst.

Beweis Nach (17.2.1) genügt es, die Vielfachheit von Vγ in Dρ · Vσ zu bestimmen.

Es seien w1, . . . , wr primitive Kantenvektoren mit σ = keg(w1, . . . , wr), ferner gelte

Nγ = Nσ ⊕Zeγ . Wir setzen in den Bezeichnungen von 17.1 v := vρ und s := sρ, so daß

v ≡ seγ mod Nσ gilt. Damit ist

mγ =
[
Nγ : lin(wv, . . . , wr, v)

]
=

[
(Nσ⊕Zeγ) : (lin(w1, . . . , wr)⊕Zseγ)] = mσ · s .

17.4 Bemerkung Im allgemeinen ist im simplizialen Fächer ∆ nicht Dρ selbst ein

Cartierdivisor, sondern nur ein geeignetes ganzzahliges Vielfaches aDρ, vgl. 14.8. Wenn

sich Dρ und Vσ eigentlich schneiden, kann man aber immer noch durch

Dρ · Vσ :=
1

a
(aDρ) · Vσ
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einen Schnittzyklus einführen, wobei man allerdings rationale statt ganzzahliger Koeffi-

zienten zuzulassen hat. Wir werden die technischen Einzelheiten zu dieser naheliegenden

Verallgemeinerung nicht ausführen.

Durch Induktion ergibt sich damit aus (17.3.1) unmittelbar folgende Aussage:

Für paarweise verschiedene Primdivisoren D1, . . . , Dr zu primitiven Kantenvektoren

v1, . . . , vr aus dem simplizialen Fächer ∆ ist (mit Wert 0 für keg(v1, . . . , vr) /∈ ∆)

(17.3.2) Vkeg(v1,...,vr) =
r⋂

j=1

Dj und D1 · . . . ·Dr =
1

mkeg(v1,...,vr)
Vkeg(v1,...,vr) .

b) Wir lassen nunmehr für einen Cartierdivisor D und irreduzibles V →֒ X zu, daß

sich D und V nicht eigentlich schneiden. Es bezeichne Chj(X) für eine n-dimensionale

algebraische Varietät X die j-te Chowgruppe und

Ch• (X) :=
n⊕

j=0

Chj(X) .

Die Gruppe Chj(X) ist nach Definition die von den irreduziblen j-dimensionalen Un-

tervarietäten erzeugte freie abelsche Gruppe Zj(X) modulo der Untergruppe, die von

Zykeln der Form div(f), f rationale Funktion auf einer (j + 1)-dimensionalen Unterva-

rietät von X , erzeugt wird. Wir nennen zwei Zykel rational äquivalent und schreiben

Z1 ∼ Z2, wenn sie die gleiche Klasse in der Chowgruppe repräsentieren.

17.5 Beispiele 1) Chn(X) = Z ·X .

2) Chn−1(X) = Cl DivT
W(X).

3) Chj(C
n) =

{
0, j 6= n
Z, j = n .

Beweis 1) folgt daraus, daß X irreduzibel ist. 2) ergibt sich unmittelbar aus der

Konstruktion. Aussage 3) ist evident für n = 0. Der allgemeine Fall ist eine Konsequenz

aus folgendem Satz [Fu, 1.9], wenn man ihn auf die konstante Abbildung f : Cn → {0}

anwendet:

Ein Morphismus algebraischer Varietäten f :Y → X heiße affines Bündel vom Rang ℓ,
wenn f−1(Ui) ∼= Ui × Cℓ für eine offene Überdeckung (Ui) von X gilt.

17.6 Satz Ist f :Y → X ein affines Bündel vom Rang ℓ, dann ist der pull-back

f∗: Chj(X) → Chj+ℓ(Y ), [V ] 7→ [f−1(V )]

ein surjektiver Homomorphismus.

Man definiert eine Schnittklasse D · V ∈ ChdimV−1(V ) für einen Cartierdivisor

D auf X und irreduzibles ı:V →֒ X wie folgt: Die durch
”
analytische Einschränkung“

entstandene invertierbare Garbe

ı∗XOD :=
((

X
O/V I

)
⊗

XO XOD

)∣∣∣
V
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auf V ist von der Form VOE mit einem Geradenbündel E auf V , vgl. 15.9. Die Klasse

[E] des zugehörigen Divisors definiert man nun als das Schnittprodukt

D · V := [E] ∈ ChdimV−1(V ) .

Falls sich V und D eigentlich schneiden, gilt E = D|V , und wir erhalten (bis auf die

Klassenbildung; wir bezeichnen Schnittzykel und ihre Klassen bisweilen mit dem glei-

chen Symbol) die bisherige Definition. Für einen Hauptdivisor div(f) gilt ersichtlich

div(f) · V ∼ 0, also hängt die Klasse D · V nur von der Klasse von D in ChdimX−1(X)

ab.

Spezialisieren wir das nun wieder auf eine torische Varietät X = X∆. Dabei läßt

sich der Schnitt von Zykeln in beliebiger Lage wie folgt auf den Fall eigentlicher Schnitte

zurückführen:

Ist Vσ ⊂ |D| mit einem Cartierdivisor D =
∑
aρVρ und u(σ) ∈ M/M(σ) mit

D|Xσ
= divχ−u(σ), so wähle man ein u ∈ M , das u(σ) repräsentiert. Dann schneidet

Vσ den zu D äquivalenten Divisor

(17.5.2) D′ := D + divχu =
∑

ρ∈∆1

(
aρ + 〈u, vρ〉

)
Vρ

eigentlich. Denn andernfalls gäbe es eine Kante ρ ∈ ∆1 mit Vσ ⊂ Vρ ⊂ |D′|, also ergäbe

sich aρ + 〈u, vρ〉 6= 0 für den Vektor vρ ∈ ρ ≺ σ, was aρ = 〈−u(σ), vρ〉 = 〈−u, vρ〉 für

ρ ≺ σ widerspricht. Halten wir fest:

aρ + 〈u, vρ〉 = 0 für ρ ≺ σ .

Für simpliziales ∆ resultiert daher aus (17.3.1) und 17.4 mit den zu γ gehörigen

ρ(γ)

(17.5.3) D · Vσ ∼ D′ · Vσ =
∑

σ≺1γ

(
aρ(γ) + 〈u, vρ(γ)〉

)mσ

mγ
Vγ .

B. Die Schnittzahlen (D · C)

Es sei D wieder ein invarianter Cartierdivisor auf X = X∆, ferner sei C →֒ X eine

irreduzible invariante kompakte Kurve (die nach 7.15 zu P1 äquivariant isomorph ist).

17.7 Definition Für eine Darstellung D · C = [
∑
ajxj ] mit xj ∈ C heißt

(D · C) := deg[D ·C] =
∑

aj

die Schnittzahl von D mit C.

Sie ist wohldefiniert, denn der Divisor
∑
ajxj in C ist bis auf einen Hauptdivisor

eindeutig; rationale Funktionen auf IP1 haben aber gleich viele Pol- wie Nullstellen.
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v′

vn−1

v′′

τ

v1

σ′′

σ′

Figur 17.2 Zu Lemma 17.8

Zur Vorbereitung einer Charakterisierung ampler Divisoren betrachten wir folgen-

de Situation: Es sei τ = keg(v1, . . . , vn−1) ∈ ∆n−1 eine Facette zweier verschiedener

regulärer n-Kegel σ′ = keg(v1, . . . , vn−1, v
′) und σ′′ = keg(v1, . . . , vn−1, v

′′); ersichtlich

ist τ deren Durchschnitt, und dadurch sind sie bei gegebenem τ eindeutig bestimmt. Es

sei Vi = Vkeg(vi).

Wir erhalten insbesondere eine Verallgemeinerung von Aufgabe 8.2:

17.8 Lemma a) Zu σ′ und σ′′ existieren eindeutig bestimmte a1, . . . , an−1 ∈ Z mit

v′ + v′′ =
n−1∑

i=1

aivi .

b) Für jedes 1 ≤ j ≤ n− 1 gibt es c′j , c
′′
j ∈ Z mit Vj ·Vτ = c′jVσ′ + c′′jVσ′′ und

−aj = c′j + c′′j =
(
Vj ·Vτ

)
= (D2

j ·D1 · . . . ·Dj−1 ·Dj+1 · . . . ·Dn−1) .

Beweis a) Da σ′ und σ′′ regulär sind, existieren eindeutige Darstellungen mit ganz-

zahligen Koeffizienten

v′ =

n−1∑

i=1

aivi + a′′v′′ und v′′ =

n−1∑

i=1

a′ivi + a′v′ ,

und damit gilt

v′ +
∑

(−ai)vi = a′′v′′ =
∑

(a′ia
′′)vi + (a′a′′)v′.
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Also ist entweder a′ = a′′ = −1, und dann ist die Behauptung evident, oder a′ = a′′ = 1,

also v′ − v′′ ∈ lin τ ∼= Rn−1. Dies widerspricht jedoch der Tatsache, daß v′ und −v′′

bezüglich lin τ im gleichen offenen Halbraum von V liegen.

b) Zunächst erhalten wir aus (17.3.2)

Vτ =
n−1⋂

i = 1

Vi = D1 · . . . ·Dn−1 .

Wählen wir (v1, . . . , vn−1, v
′) als Basis von N und schreiben Vj auf dem glatten Xτ in

der Form Vj |Xτ
= divχ−uj(τ) mit uj(τ) ∈ M/M(τ). Es sei uj ∈ M ein Repräsentant

von uj(τ) mit 〈uj , vi〉 = −δij für 1 ≤ i ≤ n − 1. Nun ist Vτ nicht in |D′j | mit dem

Divisor D′j := Vj +divχuj enthalten, vgl. (17.5.2); also liefert (17.5.3) für die regulären

σ′ und σ′′

Vj · Vτ ∼ D′j ·Vτ = 〈uj , v
′〉Vσ′ + 〈uj , v

′′〉Vσ′′ =: c′jVσ′ + c′′jVσ′′ .

Nach a) gilt v′′ =

n−1∑

i=1

aivi − v
′; Anwendung von uj liefert c′′j = −aj − c

′
j .

Als Anwendung zeigen wir den Satz (eine Version für allgemeinere algebraische

Varietäten findet man etwa in [Ha, App. A, Th. 5.1])

17.9 Nakai-Moishezon-Kriterium Es sei X = X∆ eine glatte kompakte torische

Varietät der Dimension n und D ∈ DivT
C(X). Dann ist D genau dann ample, wenn die

Schnittzahl
(
D · Vτ

)
für alle τ ∈ ∆n−1 positiv ist.

Beweis Nach 16.17 läßt sich die Bedingung
”
D ist ample“ durch

”
Die Trägerfunktion

hD ist ∆-streng konkav“ ersetzen. Drücken wir daher zunächst die Schnittzahlbedingung

des Kriteriums unter Verwendung der Trägerfunktion aus: Für jedes γ ∈ ∆ fixieren wir

eine Darstellung

hD = uγ ∈ M/M(γ) auf γ ∩N .

Stellen wir D in der Form

D =
∑

ρ∈∆1

(
−hD(vρ)

)
Vρ

dar und fixieren eine Facette τ = (v1, . . . , vn−1) von ∆. Da ∆ vollständig ist, existieren

dazu eindeutig n-Kegel σ′ = keg(τ, v′) und σ′′ = keg(τ, v′′), für die gemäß Lemma

17.8 b) gilt:

(
Vρ · Vτ

)
=





1 falls ρ = keg(v′) oder keg(v′′)
−ai falls ρ = keg(vi)
0 falls ρ /∈ (σ′)1 ∪ (σ′′)1 .
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Daraus folgt unter Verwendung der Linearität von uσ′ :

(
D · Vτ

)
= −hD(v′) +

n−1∑

i=1

aihD(vi) − hD(v′′)

=
〈
uσ′ ,−v′

〉
+

∑
ai

〈
uσ′ , vi

〉
−

〈
uσ′′ , v′′

〉

17.8
=

〈
uσ′ , v′′ −

∑
aivi

〉
+

∑
ai

〈
uσ′ , vi

〉
−

〈
uσ′′ , v′′

〉

=
〈
uσ′ , v′′

〉
−

〈
uσ′′ , v′′

〉
.

Daher ist für τ ∈ ∆n−1 die Bedingung
(
D · Vτ

)
> 0 äquivalent zu: Für die beiden

maximalen Kegel σ′ und σ′′ mit gemeinsamer Facette τ gilt

(17.9.1)
〈
uσ′′ , v′′

〉
= hD(v′′) <

〈
uσ′ , v′′

〉
.

Wegen hD|τ = uσ′ |τ und der stückweisen Linearität ist das wiederum gleichwertig zu

(17.9.2) hD|σ′′\τ < uσ′ |σ′′\τ .

Bedingung (17.9.2) ist wiederum genau dann für alle τ erfüllt, wenn hD ∆-streng konkav

ist (und damit D nach 16.17 ample ist), also für jeden maximalen Kegel σ auf dessen

Komplement hD < uσ gilt: Die Notwendigkeit der Bedingung für die Konkavität ist

evident. Es gelte umgekehrt Bedingung (17.9.2) für jedes τ ∈ ∆n−1. Durch Übergang

zu einem Ebenenschnitt läßt sich der Beweis auf den Fall n = 2 reduzieren. Ist ohne

Einschränkung v ein Punkt der linken Halbebene H−,

σ′ = keg(v1, e2) ⊂ H+, σ′′ = keg(e2, v3) ⊂ H−, . . . , σ(j)

eine aneinanderstoßende Kette von Kegeln aus ∆2 mit v ∈ σ(j) und zugehörigen Cha-

rakteren u′, u′′, . . . , u(j) ∈M , so gilt zunächst u′′ < u′ im Innern von H− nach (17.9.2);

insbesondere trifft dies in v zu. Induktiv erhält man damit die Behauptung.

C. Erzeugende für Ch• (X∆)

Aus dem Lokalisierungslemma 15.8 folgt, daß die Gruppe Chn−1(X) von den Klassen

[Vρ] mit ρ ∈ ∆1 erzeugt wird. Dieser Sachverhalt läßt sich verallgemeinern; doch sind

zunächst einige Vorbereitungen erforderlich:

17.10 Lokalisierungslemma Für eine (abgeschlossene) Untervarietät ı:Y →֒ X der

algebraischen Varietät X bezeichne :U → X die Inklusion von U := X \ Y . Dazu

gehört für jedes ℓ eine exakte Sequenz:

(17.10.1) Chℓ(Y )
ı∗−→ Chℓ(X)

∗

−→ Chℓ(U) → 0 .

Beweis Zunächst gilt dies ersichtlich für die analoge Sequenz

Zℓ(Y )
ı∗−→ Zℓ(X)

∗

−→ Zℓ(U)→ 0 ,
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die durch Z 7→ Z und V 7→ V ∩U induziert wird. Damit folgt die Surjektivität von ∗ in

(17.10.1). Ist nun α ∈ Zℓ(X) mit ∗α ∼ 0, so existiert eine Darstellung ∗α =
∑

div(rk)

mit rk ∈ R(Wk) für geeignetes Wk →֒ U der Dimension ℓ + 1. Ohne Einschränkung

können wir annehmen, daß jedes rk eine rationale Funktion auf dem Abschluß W k in

X ist. Also gilt ∗
(
α −

∑
div(rk)

)
= 0 in Zℓ(U). Daher ist α −

∑
div(rk) = ı∗(β) für

ein β ∈ Zℓ(Y ), woraus leicht die Behauptung folgt.

17.11 Korollar Ist U eine offene Untervarietät von Cn, so gilt

Chk(U) =

{
0, k 6= n
Z, k = n .

Beweis Wählen wir in der exakten Sequenz (17.10.1) X = Cn und Y = Cn \ U , so

verschwindet nach 17.5 für k 6= n der Term Chk(C
n) und damit auch Chk(U).

17.12 Satz Die Gruppe Chk(X∆) wird durch die Klassen [Vσ] mit σ ∈ ∆n−k erzeugt.

Beweis Wir wenden Lemma 17.13 auf die durch

(17.12.1) Xk :=
⋃

σ∈∆n−k

Vσ =
⋃

σ∈∆≥n−k

Bσ

gegebene invariante aufsteigende Filtrierung von X∆ durch abgeschlossene Unterräume

an, für die Xk \Xk−1 =
⋃
· σ∈∆n−kBσ gilt.

17.13 Lemma Die algebraische Varietät X besitze eine aufsteigende Filtrierung

∅ = X−1 ⊂ . . . ⊂ Xn = X

aus abgeschlossenen Untervarietäten Xk, für die alle Xk \ Xk−1 eine (möglicherweise

leere) disjunkte Vereinigung offener Untervarietäten Ukj von Ck sind. Dann wird die

Gruppe Ch• (X) durch die Klassen [Ukj ] erzeugt.

Beweis Wir fixieren i; für k < i ist dimXk ≤ k und damit Chi(Xk) = 0. Daher zeigen

wir durch Induktion über k ≥ i, daß Chi(Xk) von Klassen [Uℓj ] mit ℓ ≤ k erzeugt wird.

Für k = i erhalten wir aus 17.10 die exakte Sequenz

0 = Chk(Xk−1) → Chk(Xk) →
⊕

j

Chk(Ukj) → 0 .

Dabei faktorisiert jedes Chk(Xk) → Chk(Ukj) über Chk(Ukj). Für den Induktions-

schritt
”
k ⇒ k + 1“ verwenden wir zusätzlich 17.11 und erhalten die exakte Sequenz

Chi(Xk) → Chi(Xk+1) →
⊕

j

Chi(Uk+1,j) = 0 ,

woraus mit der Induktionsvoraussetzung für Chi(Xk) die Behauptung folgt.
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Neben den Erzeugenden von Chk(X∆) lassen sich auch deren Relationen beschrei-

ben. Dazu bezeichne RatT
k(X∆) die von

{
div(χu) →֒ Vτ ; u ∈M(τ), τ ∈ ∆n−(k+1)

}

erzeugte Untergruppe von Zk(X∆); die Erzeugenden haben eine Darstellung

div(χu) =
∑

τ≺1σ∈∆n−k

〈u, vτσ〉Vσ ,

wobei die primitiven Vektoren vτσ ∈ σ ∩ N so gewählt seien, daß Z · vτσ ⊕ Nτ = Nσ
gilt. Damit läßt sich das für k = n− 1 in 15.11 gezeigte Resultat verallgemeinern (vgl.

[FuSf, 1.1]):

17.14 Satz Für jedes k und jede torische Varietät X∆ gilt

Chk(X∆) ∼= ZT
k (X∆) / RatT

k(X∆) .

D. Der Chowring Ch • (X∆)

Neben der (homologisch zu interpretierenden) Chowgruppe Ch• (X) führt man einen

kohomologischen Chowring Ch • (X) ein. Dies ist im allgemeinen sehr diffizil; es gibt

mehrere Kandidaten dafür, die sich jeweils durch unterschiedliche Vorzüge auszeichnen

(vgl. etwa [Fu2, § 17.3], [FuMPh]). Anders ist es, wenn X R-regulär ist für R = Z
oder Q; wir werden daher hier nur diesen Fall betrachten, wobei wir jeweils R als

Koeffizientenbereich verwenden werden. Für R = Q bedeutet dies, daß X eine rationale

Homologiemannigfaltigkeit ist.

Für Ch• (X ;R) := Ch• (X)⊗Z R definieren wir die Chowkohomologie

Chj(X ;R) := Chn−j(X ;R) .

Dann trägt der Chowring Ch • (X ;R) :=
⊕

k Chj(X,R) die Struktur eines kommuta-

tiven graduierten Ringes: Schneiden sich zwei Untervarietäten Y, Z →֒ X eigentlich,

d.h. gilt codimC = codimY + codimZ für jede Komponente C von Y ∩ Z, so ist der

Schnittzykel Y · Z die Summe dieser Komponenten mit geeigneten Multiplizitäten, die

bei transversalem Schnitt 1 sind. Im allgemeinen ist der Schnittzyklus jedoch nur bis

auf rationale Äquivalenz bestimmt.

Wir wollen die Produkte im torischen Fall X = X∆ genauer beschreiben; dabei

profitieren wir davon, daß ∆ für R = Q nach 9.21 simplizial ist. Gemäß 17.12 genügt

es, Produkte der Form Vσ ·Vτ zu betrachten. Nach (17.3.2) ist Vσ bis auf einen Faktor

ein Produkt von Primdivisoren Dρ.

Zunächst nehmen wir an, daß sich σ und τ eigentlich schneiden, also gilt:

dimkeg(σ, τ) = dimσ + dim τ .
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17.15 Bemerkung 1) Ist γ := keg(σ, τ) ∈ ∆, so gilt

Vσ
mσ
·

Vτ
mτ

=
Vγ
mγ

∈ Zdim γ(X ; Q) .

2) Ist γ 6∈ ∆, so ist Vσ · Vτ = 0.

Beweis Da X∆ eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist, sind geeignete Vielfache

der Primdivisoren Dρ nach 14.8 Cartierdivisoren, woraus nach (17.3.1) und (17.3.2)

induktiv folgt:

Vσ ·Vτ =
mσ ·mτ

mγ
Vγ .

Ebenso ergibt sich 2).

Durch Rückführung auf 1) und 2) lassen sich mit den Überlegungen zu (17.5.3) alle

Schnittprodukte in Ch • (X ;R) ausrechnen; dabei verwendet man, daß für simpliziale

Varietäten jeder invariante Weildivisor rational gesehen als Cartierdivisor behandelt

werden kann, vgl. 14.8.

Wir schließen mit einer Bemerkung über die Untersuchung torischer Varietäten X
mit beliebigen Singularitäten. Eine Standardtechnik besteht darin, Probleme auf ein
singularitätenfreies Modell zurückzuspielen, dort zu lösen und das Ergebnis für X zu
interpretieren. Ist ganz allgemein f :X ′ → X ein eigentlicher Morphismus algebraischer
Varietäten, so wird ein Homomorphismus

”
push-forward“ mit Hilfe des Abbildungsgra-

des durch

f∗: Chℓ(X
′) → Chℓ(X), [V ] 7→

{
deg(V/f(V )) · [f(V )], dim f(V ) = dimV = ℓ
0, dim f(V ) < dimV = ℓ

beschrieben, vgl. [Fu2, 1.4]. Dabei wird der Abbildungsgrad deg
(
V/f(V )

)
durch den

Körpergrad der Erweiterung
[
R(V ) : R

(
f(V )

)]
definiert. Für torische Varietäten ist

die Situation vergleichsweise einfach: Zum Fächer ∆ existiert nach 11.8 und 11.11 eine

Auflösung durch eine Unterteilung ∆′. Dann ist die induzierte Abbildung f : X∆′ → X∆

nach 8.3 eigentlich und birational. Es sei σ′ ∈ ∆′; dieses liegt in genau einem σ ∈ ∆

minimaler Dimension.

1) Ist dimσ′ = dimσ, so ist die von f induzierte Abbildung f : Vσ′ → Vσ birational

und surjektiv, also eigentlich und vom Grad 1, so daß gilt:

f∗
(
[Vσ′ ]

)
= [Vσ] .

2) Ist dimσ′ < dimσ, so ist dim f
(
Vσ′

)
< dim Vσ′ und damit f∗

(
[Vσ′ ]

)
= 0.
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§ 17 Anhang: Ein Satz über Chowgruppen von Quotienten

In § 18 betrachten wir folgende Situation: Es bezeichne G eine endliche Gruppe, X

eine normale affine G-Varietät und gemäß [AG, 11.18] π:X → X/G den kanonischen

Morphismus auf den (geometrischen) Quotienten.

17.16 Satz Der induzierte Homomorphismus π∗: Ch• (X/G; Q)→ Ch• (X ; Q)G in den

Vektorraum der G-invarianten Klassen ist bijektiv.

Beweis Zunächst konstruiert man einen surjektiven Homomorphismus

π∗:Z• (X/G; Q) → Z• (X ; Q)G :

Ist die Untervarietät Z →֒ X/G von der Dimension i und irreduzibel, so ist die Unter-

varietät Y := π−1(Z) →֒ X von gleicher Dimension und G-invariant; die G-Wirkung

vertauscht ihre irreduziblen Komponenten Y1, . . . , Yr. Mit dem sogenannten
”
Stabilisa-

tor“ IG(Y ) := {g ∈ G; g|Y = idY } von Y in G setzt man in Zk(X ; Q)

π∗(Z) :=
r∑

j=1

#
(
IG(Yj)

)
· Yj .

Für alle g ∈ G gilt IG(gY ) = gIG(Y )g−1 und damit g · π∗(Z) = π∗(Z). Die Abbildung

ist surjektiv: Ein C =
∑
Y aY Y ∈ Z• (X ; Q) ist genau dann invariant, wenn aY = agY

für alle g ∈ G gilt; daher sei C ∈ Z• (X ; Q)G ohne Einschränkung von der Form C =∑
g∈G/IG(Y ) gY für ein irreduzibles Y →֒ X . Aus π−1

(
π(x)

)
= G · x für x ∈ X folgt

G · Y =
⋃

y∈Y

G · y =
⋃

y∈Y

π−1
(
π(y)

)
= π−1

(
π(Y )

)

und damit C =
(
1/#(IG(Y )

)
π∗

(
π(Y )

)
.

Diese Konstruktion bildet Hauptdivisoren in Hauptdivisoren ab und induziert daher

den gesuchten Homomorphismus der Chowgruppen: Es sei V eine (i+ 1)-dimensionale

Varietät in X/G, in der Z durch eine rationale Funktion h dargestellt wird. Auf Grund

der Verzweigungsordnung von π über Z gilt dann ordYj
π∗(h) = #

(
IG(Yj)

)
· ordZh auf

π−1(V ) (vgl. [Fu2, 1.7; insbesondere 1.7.6]) und damit

(17.16.1) div
(
π∗(h)

)
= π∗(div h) ,

woraus die Behauptung auf dem Zykelniveau folgt.

Es bleibt die Injektivität für die Chowgruppen zu zeigen. Dazu repräsentiere C eine

Klasse in Ch• (X/G; Q) aus dem Kern von π∗. Dies bedeutet, daß es eine Obervarietät

W der Dimension (i + 1) von π−1(C) in X und eine rationale Funktion h ∈ R(W )

mit π∗(C) = div h gibt. Weil π endlich und damit eigentlich ist, dürfen wir W gemäß

[AG, 9.11] als G-invariant voraussetzen. Mit π∗(C) ist also auch div(h) unter G inva-

riant, d.h. für alle g ∈ G stimmen div h und div hg überein. Die G-invariante Funktion

f :=
∏
g∈G h

g ∈ R(W ) läßt sich auf Grund der Beziehung O(W/G) = O(W )G in der

Form f = π∗(k) für ein k ∈ R(W/G) schreiben. Nun gilt

#(G) · π∗(C) = div f = div π∗(k)
(17.16.1)

= π∗(div k) ,

also ist #(G) · C = 0 in Chi(X/G,Q) und damit auch C = 0.



18. Der Satz von Jurkiewicz-Danilov

Für eine kompakte torische Varietät X = X∆ der Dimension n wird zunächst im glatten

Fall mit Hilfe invarianter Untervarietäten Vσ eine geometrische Basis für die Chowgrup-

pe Ch• (X) und die ganzzahlige Homologie H• (X ; Z) konstruiert; dieses Verfahren wird

sich für simpliziales X auf Ch• (X ; Q) und H• (X ; Q) übertragen lassen. Da wir für

die Chowgruppen nach 17.12 schon wissen, daß es ein solches Erzeugendensystem gibt,

haben wir aus diesen Erzeugenden eine geeignete Auswahl zu treffen und dann deren

lineare Unabhängigkeit zu zeigen. Nach 13.4 brauchen wir dazu mindestens m := #∆n

Elemente; reicht umgekehrt diese Anzahl aus, dann ist notwendig H• (X ;R) für R = Z
oder Q frei, und die ungeraddimensionale Homologie verschwindet.

Es sei also ∆ ein vollständiger Fächer. Wir fixieren eine Ordnung (σ1, . . . , σm)

auf ∆n. Für jedes i mit 1 ≤ i ≤ m interessiert uns nun besonders die Seite (mit

σij := σi ∩ σj)

(18.1.1) τi :=
⋂

j≥i,dimσij≥n−1

σj

von σi, welche also der Schnitt aller σj ∈ ∆n mit j ≥ i ist, die σi wenigstens in einer

Facette schneiden.

Diese Konstruktion ist besonders leicht zu überschauen, wenn ∆ zusätzlich simpli-

zial ist, was gleichzeitig der für uns wichtigste Spezialfall ist: Für jeden dieser Kegel σi
ist jede seiner Facetten σi ∩ σj dadurch charakterisiert, daß sie genau einen primitiven

Kantenvektor vj von σi nicht enthält. Daher gilt dann für Durchschnitte von r paarweise

verschiedenen Facetten von σi:

(18.1.2) γ :=

r⋂

j=1

σi ∩ σℓj = konv
{
vℓ ∈ σi; ℓ 6= ℓ1, . . . , ℓr

}
.

Also ist im simplizialen Falle die Anzahl der bei der Bildung des Durschnittes γ erfor-

derlichen Facetten einfach die Kodimension von γ.

Ersichtlich gilt stets τm = σm. Weil ∆ vollständig ist, ergibt sich τ1 = {0} als Durch-

schnitt aller Facetten von σ1. Wir werden im folgenden nur Ordnungen (σ1, . . . , σm) von

∆n verwenden, für die jedes τi folgende Bedingung erfüllt:

(18.1.3) Gilt τi ≺ σj , so folgt i ≤ j .
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18.1 Definition Für einen vollständigen Fächer ∆ heiße eine Anordnung (σ1, . . . , σm)

von ∆n eine Schälung, wenn sie der Bedingung (18.1.3) genügt. Wir nennen ∆ schälbar,

wenn auf ∆ eine Schälung existiert.

Bedingung (18.1.3) ist trivialerweise für τ1 und τm erfüllt; sie gilt auch für τm−1,

da jede Facette eines Kegels in höchstens zwei Kegeln enthalten ist. Daß die Bedingung

nicht immer für alle restlichen Kegel τj zutrifft, läßt sich mit verschiedenen Ordnun-

gen für einen zweidimensionalen Fächer demonstrieren; nur die dritte Ordnung verletzt

Bedingung (18.1.3) (die Kegel τ2 sind jeweils durch fette Darstellung hervorgehoben):

σ1

σ2

σ3

σ4

σ1

σ2

σ4

σ3

σ1

σ3

σ2

σ4

�
�
�
�

Figur 18.1 Schälungen im Zweidimensionalen?

Bedingung (18.1.3) hilft, ∆ in
”
Intervalle“ zu partitionieren:

18.2 Lemma Ist der Fächer ∆ geschält, so gilt:

1) Zu jedem Kegel γ in ∆ gehört eindeutig ein Index j = j(γ) mit

τj ≺ γ ≺ σj .

Er ist das kleinste j mit der Eigenschaft
”
γ ≺ σj“.

2) Aus γ ≺ γ′ folgt j(γ) ≤ j(γ′).

Beweis Behauptung 2) folgt aus (18.1.3) und 1) wegen

τj(γ) ≺ γ ≺ γ′ ≺ σj(γ′) .

Zu 1) zeigen wir zunächst die Eindeutigkeit: Gilt auch noch τi ≺ γ ≺ σi, so folgt

i ≤ j mit (18.1.3) aus τi ≺ σj ; aus Symmetriegründen gilt sogar die Gleichheit. Für den

Existenzbeweis wähle man das minimale j mit γ ≺ σj . Ist γ 6= σj , so stelle man γ gemäß

1.20 als Durchschnitt von Facetten von σj dar. Diese sind jeweils der Durchschnitt von

σj mit einem anderen maximalen Kegel, der einen höheren Index hat, weil j minimal

gewählt war. Insbesondere ist τj in γ enthalten.

Für R = Z oder Q hat man eine kanonische, den Grad verdoppelnde Abbildung

der Chowgruppe Ch• (X ;R) nach H• (X ;R). Dies ist evident für die (abgeschlossenen)
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Untervarietäten von X27); daß sich diese Abbildung auf rationale Äquivalenzklassen

durchdrückt, wird etwa in [Fu2, Prop. 19.1.1] gezeigt. Wir nennen ∆ bzw. X∆ R-regulär,

wenn sie regulär bzw. (für Q) simplizial sind. Deuten wir mit [Vσ] die Klasse von Vσ in

Chcodimσ(X ;R) bzw. H2 codimσ(X ;R) an, so gilt:

18.3 Theorem Ist die kompakte torische Varietät X∆ R-regulär und ist ∆ schälbar,

dann sind die R-Moduln Ch• (X∆;R) und H• (X∆;R) isomorphe freie R-Moduln mit

Basis
(
[Vτ1 ], . . . , [Vτm

]
)
.

Beweis Wir verwenden folgende Partition von X∆ in Mengen Yi mit 1 ≤ i ≤ m, deren

Beschreibung sich aus 7.7 ergibt:

Yi :=
⋃

τi≺γ≺σi

Bγ = Vτi
∩Xσi

,

also gilt Y i = Vτi
, und wir definieren dazu für jedes i die Menge

Zi := Yi ∪ . . . ∪ Ym .

Mit Hilfe des Lemmas

18.4 Lemma 1) Jedes Zi ist Zariski-abgeschlossen in Z1 = X∆, und Zi \ Zi+1 = Yi.

2) Ist X∆ R-regulär, so verschwindet die ungeraddimensionale Homologie mit abge-

schlossenen Trägern von Yi, und es gilt

Chj(Yi;R) ∼= Hcld
2j (Yi;R) ∼=

{
R · Yi, j = n− dim(τi)
0 sonst .

läßt sich durch fallende Induktion über i zeigen:

Die kanonische Abbildung Ch• (Zi;R) → H• (Zi;R) ist ein Isomorphismus von R-

Moduln mit Basis
(
[Vτi

], . . . , [Vτm
]
)
.

Der Fall i = m ist trivial, denn Ym = Zm ist einpunktig. Für den Schritt
”
i+1 =⇒

i“ verwenden wir zu p ∈ N folgendes kommutative Diagramm mit Koeffizienten in

R, das sich für Yi = Zi \ Zi+1 aus dem Lokalisierungslemma 17.10 und der exakten

Homologiesequenz ergibt:

Chp(Zi+1) → Chp(Zi) → Chp(Yi) → 0y∼=
yϑp

y∼=
y

0 = Hcld
2p+1(Yi) → H2p(Zi+1) → H2p(Zi) → Hcld

2p (Yi) → H2p−1(Zi+1) .

Dabei ist die erste vertikale Abbildung nach Induktionsvoraussetzung ein Isomorphis-

mus, die dritte nach Lemma 18.4, aus dem sich auch Hcld
2p+1(Yi) = 0 ergibt. Aus einer

27) H2 dim Vσ
(Vσ;R) hat die Form R · Vσ ; mit ı : Vσ →֒ X gilt

[Vσ] = ı∗(Vσ) ∈ H2 dim Vσ
(X;R) .
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geeigneten Fassung des Fünferlemmas folgt damit, daß ϑp ein Isomorphismus ist. Als

einzige neue Klasse kommt nach Lemma 18.4 im Induktionsschritt

[Yi] ∈ Chn−dim(τi)(Yi)
∼= H2(n−dim(τi))(Yi)

hinzu, das in Zi durch Y i = Vτi
repräsentiert wird.

Beweis von Lemma 18.4 Nach 18.2 1) bilden die Yi eine Partition von X∆, und

es gilt Z1 = X∆. Der Abschluß einer Bahn Bγ ist nach 7.7 2) die Vereinigung aller

Bahnen Bε mit γ ≺ ε. Aus 18.2 2) folgt damit unmittelbar, daß jedes

Zi =

m⋃

j=i

⋃

τj≺γ≺σj

Bγ

abgeschlossen ist, also gilt 1). Des weiteren ist Yi = Vτi
∩Xσi

eine affiner offener Teil

der torischen Varietät Vτi
, der einem maximalen Kegel zum Gitter N/τi entspricht;

dieser hat die Dimension t := codim τi. Ist dieser Kegel regulär, so ist Yi isomorph zu

Ct, vgl. 3.6 2), so daß die Homologieaussage folgt; für die Chowgruppen vgl. 17.11. Im

simplizialen Fall hat Yi die Gestalt Ct/G mit einer endlichen Gruppe G, vgl. 9.5. Dann

gelten

(18.4.1) Ch• (Ct/G; Q) = Ch• (Ct; Q)G und Hcld
•

(Ct/G; Q) = Hcld
•

(Ct; Q)G,

vgl. 17.16 und [Br, Th. II.19.1], so daß die Behauptung aus dem regulären Fall folgt.

Es ist praktisch, ganz allgemein für einen Fächer ∆ einen f -Vektor

f(∆) :=
(
f0(∆), . . . , fn(∆)

)

einzuführen, wobei fj(∆) die Anzahl der j-Kegel bezeichnet. Dann gilt für polytopische

Fächer natürlich fj(∆
P ) = fj−1(P ).

18.5 Korollar Ist ∆ vollständig, simplizial und schälbar, so folgen b2j+1(X∆) = 0,

b2j(X∆) =
n∑

i=j

(−1)i−j
(
i

j

)
fn−i(∆), fj(∆) =

j∑

ℓ=0

(
n− ℓ

n− j

)
b2n−2ℓ(X∆) .

Beweis Man fixiere eine Schälung von ∆. Dann gilt b2j = dimQ Chj(X,Q) nach 18.3.

Zu jedem der b2n−2ℓ Erzeugenden τi von Chn−ℓ(X) gibt es genau
(
n−ℓ
n−j

)
j-dimensionalen

Kegel γ mit τi ≺ γ ≺ σi. Da nach Lemma 18.2 jeder j-dimensionale Kegel in genau

einem solchen Intervall auftritt, folgt die Formel für fj . Die Formel für b2j ergibt sich

daraus durch einfaches Umrechnen, vgl. Aufgabe 18.1.

Man kann für einen beliebigen vollständigen Fächer ∆ rein formal einen h-Vektor

h(∆) =
(
h0(∆), . . . , hn(∆)

)
mit Komponenten

(18.5.0) hj(∆) :=

n∑

i=j

(−1)i−j
(
i

j

)
fn−i(∆)
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einführen. Damit ergibt sich auch hj(P ) := hj(∆
P ), wobei an fj(P ) = fj+1(∆

P ) erin-

nert sei.

Aufgabe 18.1 Man zeige fj(∆) =
∑j
ℓ=0

(
n−ℓ
n−j

)
hn−ℓ(∆).

Dann liest sich 18.5 für schälbares vollständiges simpliziales ∆ als

(18.5.1) hj(∆) = b2j(X∆) .

Diese Identität kann sich nicht für alle Werte von j auf nicht simpliziale Fächer übert-

ragen, da gewisse hj(∆) sogar negative Werte annehmen können: Bezeichnet etwa P

den dreidimensionalen Standardkubus, so ist

f0(∆P ) = 1, f1(∆P ) = 8, f2(∆P ) = 12, f3(∆P ) = 6

und damit

h1(∆P ) =

3∑

i=1

(−1)i−1 i f3−i(∆P ) = −1 .

Durch eine einfache Rekursion kann man den h-Vektor aus dem f -Vektor berechnen:

Man konstruiere ein gleichschenkliges Dreieck (mit nicht bezeichneter Spitze), dessen

rechte Seite durch Punkte f0, . . . , fn und dessen linke Seite durch 1, . . . , 1 gegeben sei.

Man fülle von oben beginnend das Innere wie im folgenden Beispiel für n = 4 durch

Differenzbildung
”
rechts — links“ auf:

1 = f0
1 f1

1 f1−1 f2

1 f1−2 f2−f1+1 f3

1 f1−3 f2−2f1+3 f3−f2+f1−1 f4

h3 h2 h1 h0

Allgemeiner folgt auf die mit fn schließende Zeile die mit den Zahlen hn−1, . . . , h0.

Für die Bettizahlen von XP gilt auch bei allgemeinem Polytop P in V ∗:

(18.5.2) h0(∆P ) = b0 = 1 = hn(∆P ) = b2n und hn−1(∆P ) = b2n−2 = f1(∆P )−n .

Während die Behauptung für hn(∆P ) trivial ist, gilt mit fi(∂P ) = fi+1(∆P )

h0(∆P ) =
n∑

i=0

(−1)i fn−i(∆P ) = −
n∑

i=0

(−1)i+1 fn−(i+1)(∂P )

= (−1)n+1
(n−1∑

i=0

(−1)i fi(∂P )− f−1(∂P )
)

= (−1)n+1(−1)n−1 = 1
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nach dem Eulerschen Polyedersatz [Ew, Th. III.3.1], angewandt auf den sphärischen

Komplex ∂P . Die Berechnung von hn−1(∆P ) wurde in 9.17 durchgeführt.

Aufgabe 18.2 Für eine kompakte dreidimensionale torische Varietät X∆ zeige man

h1(∆) = b2(X∆) − b3(X∆) .

18.6 Satz Jeder polytopische simpliziale Fächer ∆ ist schälbar.

Beweis Man wähle zur zugehörigen projektiven Varietät X := X∆ gemäß 16.19 eine

∆-streng konkave Trägerfunktion hD = (uσ)σ∈∆n bzw. einen invarianten amplen Car-

tierdivisor D. Dann sind die uσ nach Aufgabe 16.3 die genauen Ecken des Polytops PD
in M IR, für das nach 16.2

OD(X) =
⊕

u∈PD∩M

C · χu

gilt. Wir bestimmen nun eine Höhenfunktion auf M , welche die Ecken von PD trennt:

Weil N die Punkte von M trennt, gibt es ein v ∈ N , für das die Zuordnung σ 7→ 〈uσ, v〉

auf ∆n injektiv ist. Damit läßt sich ∆n so anordnen, daß

〈uσ1
, v〉 < . . . < 〈uσm

, v〉

gilt. Unter dem ordnungsumkehrenden Verbandsisomorphismus

S(PD) → ∆, Q 7→ σQ =
(
keg(PD −Q)

)∨

entspricht jeder Ecke ui := uσi
gerade der maximale Kegel σi, vgl. 5.23. Es bezeichne

nun Qi die zum Kegel τi aus (18.1.1) korrespondierende Seite von PD, also die kleinste

Seite, die ui und alle Kanten uiuj von PD mit j > i enthält. Wie bereits zu (18.1.2)

vermerkt, enthält Qi keine weiteren Kanten von PD, d.h., alle anderen Kanten liegen

nach Wahl von v im oberen Halbraum

H+ :=
{
u ∈M IR; 〈u− ui, v〉 ≥ 0

}
.

Die Schälbarkeitsbedingung (18.1.3) besagt nun, daß Qi keine Ecke uj mit j < i enthält;

sie trifft zu, wenn Qi in H+ enthalten ist. Wenn das nicht erfüllt ist, betrachte man den

Stern

SternQi
(ui) =

⋃

ui∈F≺Qi

F ◦

von ui in Qi. Für ε > 0 schneidet die Hyperebene H−ε :=
{
u ∈M IR; 〈u− ui, v〉 = −ε

}

alle Seiten F von Qi transversal, da die Linearform v die Ecken von PD trennt. Für

hinreichend kleines ε ist daher H−ε∩SternQi
(ui) ein nicht leeres Polytop, dessen Ecken

gerade die Schnittpunkte von H−ε mit Kanten in SternQi
(ui) sind. Also existieren doch

Kanten durch ui in Qi, die nicht in H+ liegen, ein Widerspruch!

Da polytopische Fächer nach 16.19 zu projektiven Varietäten führen, haben wir

mit 18.5 erneut einen Spezialfall von 13.10 bewiesen:
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18.7 Korollar Ist die torische projektiv algebraische Varietät X∆ eine rationale Ho-

mologiemannigfaltigkeit, so gilt

b2i(X∆) =

n∑

j=i

(−1)j−i
(
j

i

)
fn−j(∆) = hi(∆) und b2i+1(X∆) = 0 .

Schälbare Fächer müssen nicht simplizial sein:

Aufgabe 18.3 Man gebe für den vollständigen Fächer ∆ ⊂ R3 mit den Kanten

v1 = e1, v2 = e2, v3 = −(e1 + e3), v4 = −(e2 + e3), v5 = e3 ,

der zum projektiven Abschluß des Segre-Kegels (vgl. 1.26) gehört, eine Schälung an.

Als nächstes bringen wir eine geometrische Beschreibung der Chowgruppen sowie

der Homologie mit Hilfe von Divisorenklassen. Dieses ist am einfachsten in den jeweiligen

(im R-regulären Fall äquivalenten) kohomologischen Versionen mit ihrer Ringstruktur

zu formulieren. Auf Grund der Poincaré-Dualität existiert für R-reguläres vollständiges

schälbares ∆ nach 18.3 ein Isomorphismus

(18.8.1) Chj(X ;R) := Chn−j(X ;R) ∼= H2(n−j)(X ;R) ∼= H2j(X ;R) .

Dies soll nun zu einem einfachen algebraischen Formalismus erweitert werden, und auch

dazu dient die kohomologische Schreibweise: Es seien D1, . . . , Dk die irreduziblen in-

varianten Divisoren von X , die den primitiven N -Vektoren v1, . . . , vk mit k := k(∆)

entsprechen. Im Polynomring R• := R[D1, . . . , Dk] bezeichnen wir

1) mit I das von den Monomen Di1 . . .Diℓ für keg(vi1 , . . . , viℓ) /∈ ∆,

2) mit J das von den Elementen

k∑

i=1

〈u, vi〉Di für u ∈M (Hauptdivisoren, vgl. (14.1.1))

erzeugte Ideal in R• . Der Faktorring R[D1, . . . , Dk]/I heißt in der Literatur auch der

Stanley-Reisner-Ring von ∆.

18.8 Satz von Jurkiewicz-Danilov Ist die kompakte torische Varietät X = X∆

R-regulär und ∆ schälbar28), so gibt es kanonische Ringisomorphismen

R[D1, . . . , Dk]
/
(I + J) ∼= Ch • (X,R) ∼= H• (X,R) .

Beweis Interpretiert man 18.3 gemäß (18.8.1), so genügt es, R•/(I + J) ∼= Ch • (X)

zu zeigen. Der kanonische Homomorphismus von R-Algebren

(18.8.2) R• → Ch • (X) mit Di1 . . .Diℓ 7→ Di1 · . . . ·Diℓ

bildet Hauptdivisoren ebenso wie Produkte mit keg(vi1 , . . . , viℓ) 6∈ ∆ auf die Nullklasse

ab, vgl. (17.3.2). Also erhalten wir einen induzierten Homomorphismus

(18.8.3) ϑ:R•/(I + J)→ Ch • (X) .

28) Nach [Da] gilt dieser Satz ganz allgemein für kompakte R-reguläre torische Varietäten.
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Dieser ist nach 18.3 und (17.3.2) surjektiv. So bleibt nur dessen Injektivität zu zeigen.

Dazu verwenden wir die Abbildung

p: ∆→ R•/(I+J), σ = keg(vi1 , . . . , viℓ) 7→ p(σ) = p(v1, . . . , viℓ) = Di1 . . .Diℓ +(I+J) .

Fixieren wir nun eine Schälung auf ∆n und bestimmen dazu τ1, . . . , τm gemäß (18.1.3).

Wenn
(
p(τ1), . . . , p(τm)

)
ein Erzeugendensystem des R-Moduls R•/(I + J) ist, dann

ist ϑ injektiv und damit der Satz gezeigt, weil
(
ϑp(τ1), . . . , ϑp(τm)

)
in Ch • (X) nach

Theorem 18.3 eine R-Modulbasis bildet. Wir erhalten den fehlenden Schritt aus einem

algebraischen
”
Moving Lemma“, das im simplizialen Fall die Überlegung des Abschlusses

von § 17 A verallgemeinert:

18.9 Lemma Es seien α � γ ≺ β Kegel aus dem R-regulären Fächer ∆. Dann existieren

Kegel γi ∈ ∆dim γ mit α ≺ γi 6⊂ β und ri ∈ R mit

p(γ) =
∑

rip(γi) in R•/(I + J).

Geometrisch bedeutet das Moving Lemma: Ist eine Kette Vβ ⊂ Vγ $ Vα irredu-

zibler invarianter Untervarietäten in X∆ gegeben, dann existiert ein zu Vγ R-rational

äquivalentes V ′ mit Vβ 6⊂ V ′ ⊂ Vα.

Zunächst folgt aus 18.9 die Beziehung

(18.9.1) R•/(I + J) ∼=
∑

γ∈∆

R p(γ) ,

wozu nur zu zeigen ist, daß der von R · Im(p) in R•/(I + J) erzeugte Untermodul eine

R-Unteralgebra (und damit alles) ist, also keine Erzeugenden mit mehrfachen Faktoren

benötigt werden: Es genügt offensichtlich zu zeigen, daß sich (der einfacheren Notierung

halber) etwa die Klasse von D1 ·p(v1, . . . , vj) als Summe von Elementen ohne mehrfache

Faktoren darstellen läßt. Dazu wenden wir 18.9 auf

o ≺ keg(v1) ≺ keg(v1, . . . , vj)

an und erhalten eine Darstellung p(v1) =
∑k
i=j+1 rip(vi) und damit durch Einsetzen

D1 · p(v1, . . . , vj) = p(v1) · p(v1, . . . , vj) =
k∑

i=j+1

rip(v1, . . . , vj, vi) ;

nach Fortlassen aller Summanden p(v1, . . . , vj , vi) mit keg(v1, . . . , vj , vi) /∈ ∆ ergibt sich

die gewünschte Darstellung.

Ähnlich zeigen wir durch fallende Induktion über i ≤ m:

(18.9.2) τi ≺ γ ≺ σi ⇒ p(γ) ∈
∑

j≥i

R p(τj) ⊂ R
• /(I + J) .
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Ist γ = τi, was insbesondere für den Induktionsbeginn i = m erfüllt ist, so ist die

Behauptung (18.9.2) trivial. Andernfalls wenden wir das Moving Lemma auf die Kette

τi ≺ γ ≺ σi an und erhalten Kegel γℓ mit τi ≺ γℓ 6⊂ σi und p(γ) =
∑
rℓp(γℓ). Zu jedem

ℓ existiert nach 18.2 genau ein j 6= i mit τj ≺ γℓ ≺ σj. Dies impliziert τi ≺ σj , nach

(18.1.3) also j > i. Daher können wir auf γℓ die Induktionsvoraussetzung anwenden und

erhalten die Behauptung.

Nach 18.2 liegt jedes γ ∈ ∆ in einem Intervall τi ≺ σi, so daß aus (18.9.1) und

(18.9.2) schließlich folgt, daß
(
p(τ1), . . . , p(τm)

)
ein Erzeugendensystem von R•/(I+J)

ist:
∑

γ∈∆

R p(γ) ⊂
m∑

i=1

R p(τi) .

Beweis von 18.9 In einer geeigneten Numerierung der vj können wir annehmen:

α = keg(v1, . . . , vp), γ = keg(v1, . . . , vℓ), β = keg(v1, . . . , vq)

mit p < ℓ ≤ q ≤ n, und (v1, . . . , vn) ist eine R-Basis von N ⊗Z R. Für die Linearform

u ∈M mit

〈u, vi〉 =

{
1, i = ℓ
0, i 6= ℓ, 1 ≤ i ≤ n

ist D := Dℓ +
k∑

j=n+1

〈u, vj〉Dj ein Hauptdivisor, also liegt D1 . . .Dℓ−1D in (I + J), d.h.

D1 . . .Dℓ−1Dℓ ∼ −
k∑

j=n+1

〈u, vj〉D1 . . .Dℓ−1Dj mod (I + J) .

Läßt man aus der rechten Summe noch alle Terme mit keg(v1, . . . , vℓ−1, vj) /∈ ∆ fort,

so erhält man die gewünschte Darstellung in R•/(I + J).

Wir bringen noch zwei Anwendungen für den h-Vektor aus (18.5.0), die im Zusam-

menhang mit der McMullen Vermutung relevant werden:

18.10 Dehn-Sommerville-Gleichungen Ist ∆ ein simplizialer vollständiger Fächer,

so gilt hj(∆) = hn−j(∆).

Beweis Für kompakte rationale Homologiemannigfaltigkeiten ist der Poincaréhomo-

morphismus nach (9.20.1) ein Isomorphismus und damit bj(X∆) = b2n−j(X∆), woraus

mit 18.3 die Behauptung folgt. — Natürlich kann man dieses Resultat auch rein kom-

binatorisch, also ohne Rückgriff auf die Topologie beweisen, vgl. etwa [Ew, III 3.5 –

3.7].

Überträgt man die Dehn-Sommerville-Gleichungen auf die f -Vektoren, so ergeben

sich dafür explizite Beziehungen.
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Aufgabe 18.4 Man zeige die Äquivalenz zwischen dem Gleichungssystem für h-Vektoren in
18.10 und dem Gleichungssystem

n∑

i=j

(−1)i
(
i

j

)
fi(∆) = (−1)nfj(∆) für j = 0, . . . , n .

18.10 überträgt sich nicht auf beliebige projektive torische Varietäten: Für den

dreidimensionalen Kubus P haben wir im ersten Teil dieses Paragraphen gesehen, daß

h2(∆P ) = 8− 3 = 5, aber h1(∆P ) = −1 ist.

18.11 Korollar Ist ∆ ein vollständiger simplizialer Fächer und X = X∆ projektiv, so

gilt hi ≤ hi+1 für i < n/2.

Beweis Nach 18.3 genügt es, bj(X) ≤ bj+2(X) für j < n und X := X∆ zu zeigen. Dazu

bedient man sich des
”
Harten Lefschetz Theorems“ (vgl. 23.9) für rationale Koeffizienten

auf der rationalen Homologiemannigfaltigkeit X∆: Bezeichnet H ∈ H2n−2(X ; Q) die

Klasse eines Hyperebenenschnittes von X und ω := P−1
2n−2(H) das Poincarédual, so ist

die durch das Cup-Produkt gegebene Multiplikation

Hn−j(X)
µ(ωj)
−→ Hn+j(X)

ein Isomorphismus. Insbesondere sind für j < n die Teilabbildungen

Hj(X)
µ(ω)
−→ Hj+2(X)

injektiv, woraus die Behauptung folgt.



19. Homologie mit abgeschlossenen Trägern

Es geht in diesem Abschnitt um die effektive Berechnung der ganzzahligen Homologie

torischer Varietäten. Sie basiert auf einer Spektralsequenz, die sich für abgeschlossene

Träger wesentlich besser behandeln läßt als für kompakte Träger, was für kompakte

Varietäten natürlich keinen Unterschied macht. Wir gehen nur auf den einfachen Fall

ein. Dabei setzen wir die Theorie der Spektralsequenzen als bekannt voraus (vgl. et-

wa [Sp] oder [MCl]). Die Beschreibung der Homologie wird übersichtlicher, wenn man

sich auf nicht entartete Varietäten beschränkt. Dieses ist wegen den Künnethformel für

abgeschlossene Träger (vgl. [Br, V.13.4])

0→
∑

i+j=ℓ

Hcld
i (T ;G)⊗R H

cld
j (T ′;G′)→ Hcld

ℓ (T × T ′;G⊗G′)

→
∑

i+j=ℓ−1

Tor
(
Hcld
i (T ;G), Hcld

j (T ′;G′)
)
→ 0

keine Einschränkung: Zerlegt man einen allgemeinen Fächer ∆ in der Form ∆′ ⊕ o mit

nicht entartetem ∆′ in einem Untervektorraum von IRn der Kodimension d, so ist nach

4.5

Hcld
•

(X∆;R) ∼= Hcld
•

(X∆′ ;R)⊗R H
cld
•

(
(C∗)d;R)

)

mit Hcld
d+i

(
(C∗)d;R)

)
∼= R(d

i). Daher werden wir im ganzen Paragraphen X als nicht

entartet voraussetzen.

Die natürliche aufsteigende Filtrierung der torischen Varietät X = X∆ durch inva-

riante abgeschlossene Unterräume (vgl. (17.12.1))

Xj =
⋃

σ∈∆≥n−j

Bσ

führt für jeden Modul G über einem gegebenen Hauptidealbereich R zu einer konver-

genten Spektralsequenz (vgl. [Sp, 9.1.6])

E1
u,v(∆;G) = Hcld

u+v(Xu, Xu−1;G) =⇒ Hcld
u+v(X ;G) .

Damit gilt für j = 1, . . . ,∞

(19.1.1) Eju,v(∆;G) = 0 außer für 0 ≤ v ≤ u ≤ n .

Je nach Situation schreiben wir einfach Eju,v(∆), Eju,v(G) oder Eju,v.
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Eine konkrete Auswertung dieser
”
torischen“ Spektralsequenz (die übrigens auch

mit kompakten Trägern existiert, vgl. [BaBrFiKp2], dann aber wesentlich komplizierter

wird) soll in vier Schritten versucht werden:

1) Man bestimme E1
u,v(∆; Z) aus dem Fächer ∆.

2) Man bestimme E2
u,v(∆;G) aus E1

u,v(∆; Z) und G.

3) Man bestimme E∞u,v(∆;G) aus E2
u,v(∆;G), möglichst ohne Rückgriff auf die expli-

zite Form der Differentiale dru,v:E
r
u,v → Eru−r,v+r−1.

4) Man bestimme Hcld
u+v(X ;G) aus E∞u,v(∆;G).

Vor einer Detaildiskussion wollen wir darauf eingehen, daß sich für die häufig be-

sonders interessanten Randterme bereits aus den spärlichen vorliegenden Informationen

Aussagen ableiten lassen. Dazu benutzen wir (in einer geeigneten Metrik in V ) die

Bezeichnung S∆ := Sn−1 ∩ |∆|:

19.1 Satz Für die torische Varietät X = X∆ gilt:

Hcld
0 (X ;G) = E2

0,0, Hcld
1 (X ;G) = H̃n−2(S∆;G) ,

Hcld
2n (X ;G) ∼= Z, Hcld

2n−1(X ;G) = 0 ,

Hcld
2n−2(X ; Z) ∼= E2

n−1,n−1(Z), Hcld
2n−3(X ; Z) ∼= E2

n−1,n−2(Z) .

Weiter existieren exakte Sequenzen

0 → E2
1,1(G) → Hcld

2 (X ;G) → H̃(n−1)−2(S∆;G) → 0

0 → E2
2,1(G) → Hcld

3 (X ;G) → H̃(n−1)−3(S∆;G) → 0

0 → E3
n−2,n−2(Z) → Hcld

2n−4(X ; Z) → E2
n−1,n−3(Z) → 0 .

Für weitere Aussagen dieses Typs sei auf [BaBrFiKp3] verwiesen. Wir werden hier

nicht die Spektralsequenz direkt interpretieren, sondern erst in 19.31 einen anderen

Beweis einer verschärften Aussage bringen. — Aus 19.1 ergibt sich als erste Anwendung

wegen E2
u,0(∆;G) ∼= H̃n−1−u(S∆;G), da H̃i(S∆; Z) für i = 0, 1 frei ist ([Jo, 2.4.9]):

19.2 Beispiel Für n ≤ 3 ist Hcld
•

(X∆; Z) bereits durch E2(∆; Z) vollständig bestimmt.

Aufgabe 19.1 Für n = 4 bestimme man Hcld
j (X∆; Z) aus E2(∆; Z), wobei man für j = 4

voraussetze, daß E2
3,1(∆; Z) torsionsfrei ist (vgl. auch 19.26).

Für eine weitergehende explizite Anwendug der torischen Spektralsequenz ist nun

eine algebraische Beschreibung grundlegend, die zunächst erläutert werden soll.

Erster Schritt

Wir beginnen mit einer allgemeinen Konstruktion eines Kettenkomplexes zu einem ko-

varianten Funktor auf dem Fächerraum ∆, die (in kohomologischer Form) auch für den

Anhang grundlegend ist. Dazu seien R ein Hauptidealbereich und

F : ∆ → Kategorie der R-Moduln
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ein kovarianter Funktor. Für die Inklusion τ ≺ σ bezeichnen wir den zugehörigen Ho-

momorphismus mit

F (τ ≺ σ) : F (σ) → F (τ) .

In unserem Text sind die beiden folgenden Beispiele maßgebend: Für τ ≺ σ und mit

der Bezeichnung T(τ) = T/τ sei

πτ,σ: T(τ) → T(σ)

die Projektion. Es sei G ein fester R-Modul.

a) Homologie:

H∆
•

: σ 7→ H•

(
T(σ);G

)
, F (τ ≺ σ) := H• (πτ,σ) : H•

(
T(τ);G

)
→ H•

(
T(σ);G

)
.

b) Äußere Algebra:

Λ∆
•

: σ 7→
(
Λ•N/σ

)
⊗RG, F (τ ≺ σ) := Λ• (πτ,σ)⊗1G: Λ•N/τ⊗RG→ Λ•N/σ⊗RG .

Aus der Konstruktion von 12.9 ergibt sich folgendes, für explizite Rechnungen nütz-

liche Resultat:

19.3 Bemerkung Es gibt eine natürliche Äquivalenz von Funktoren zwischen den

kovarianten Funktoren H∆
•

und Λ∆
•

auf ∆.

Für jedes Element der Menge {Vσ; σ ∈ ∆} mit

Vσ := linσ

sei eine Orientierung fixiert. Wir setzen für τ ≺1 σ

• orστ := 1, falls die Orientierung von Vτ , gefolgt von einem beliebigen Vektor aus

σ◦, die Orientierung von Vσ liefert;

• andernfalls sei orστ := −1.

Zum kovarianten Funktor F auf ∆ führen wir auf folgende Weise einen endlich

erzeugten Kettenkomplex
(
Ci(∆;F ), δi

)
i∈N ein:

19.4 Definition Für i ≥ 0 seien

Ci(∆;F ) :=
⊕

σ∈∆n−i

F (σ)

und

δi :=
∑

τ≺1σ∈∆n−i

orστ F (τ ≺ σ) : Ci(∆;F ) → Ci−1(∆;F ) .

Damit ergibt sich nach [Jo, 2.4.1] für die torische Spektralsequenz folgende alge-

braische Beschreibung:
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19.5 Satz Für jeden R-Modul G sind die Kettenkomplexe E1
• ,• (∆), C• (∆;H∆

•
) und

C• (∆; Λ∆
•

) isomorph, es gibt also ein kommutatives Diagramm

E1
u,v(∆) ∼= Cu(∆;H∆

v ) ∼= Cu(∆; Λ∆
v )

yd1u,v

yδu(H∆
v )

yδu(Λ∆
v )

E1
u−1,v(∆) ∼= Cu−1(∆;H∆

v ) ∼= Cu−1(∆; Λ∆
v ) .

Zweiter Schritt

Der nächste Schritt ergibt sich damit rein algebraisch aus der Kenntnis des endlichen

Kettenkomplexes
(
C• (∆; Λ•

∆), δ
)

mit ganzzahligen Koeffizienten:

19.6 Satz Die E2(∆;G)-Terme sind über die Isomorphismen

E2
u,v(∆) ∼= Hu(∆;H∆

v ) ∼= Hu(∆; Λ∆
v )

explizit berechenbar.

Beweis Von Sophie Térouanne wurde 1998 bei einem Praktikum unter Leitung von G.

Barthel an der Universität Konstanz ein Maple-Programm zur Bestimmung von E2
p,q(Z)

implementiert. Unter Verwendung von Ideen von Matthias Franz hat dies Marion Dieu-

donné während ihres Praktikums 1999 sicherer und wesentlich schneller gemacht. Damit

folgt die Behauptung aus 19.7.

Für die Bestimmung von E2
u,v(G) genügt die Berechnung von E2

u,v(R):

19.7 Universelles Koeffiziententheorem Für jedes (u, v) existiert eine spaltende

exakte Sequenz

0 → E2
u,v(R)⊗R G → E2

u,v(G) → TorR1
(
E2
u−1,v(R), G

)
→ 0 .

Beweis Nach Definition gilt E1
u,v(G) ∼= E1

u,v ⊗R (G). Andererseits ist E1
u,v(R) nach

19.5 ein freier R-Modul. Für festes v ist E2
u,v(G) durch die Homologie des Komplexes

E1
∗,v(G) gegeben. Damit folgt die gesuchte spaltende exakte Sequenz etwa aus [Sp, Th.

5.2.8].

Gerade für niedrige Dimensionen ist folgendes Resultat hilfreich:

19.8 Bemerkung Es ist

1) E2
n,v(∆; Z) = 0 für v ≤ n− 1;

2) E2
n,0(∆;G) = 0 für n 6= 0.
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Aufgabe 19.2 Man zeige:

i) E2
n,v(∆;R) =

{
0 für v ≤ n− 1;
R für v = n.

ii) E2
n,0(∆;G) = 0 für n 6= 0.

Man kann übrigens für entartetes ∆ nicht erwarten, daß E2
n,v(G) für i = 1, . . . , n−1

verschwindet (und hier geht unsere Generalvoraussetzung, daß X nicht entartet sei,

entsprechend ein), wie die folgende Aufgabe demonstriert:

Aufgabe 19.3 Es seien a, b ∈ N>0. Für den vollständigen zweidimensionalen Fächer ∆, der
von den Vektoren (−1, 0) und (1, ia) mit i = −1, . . . , b erzeugt wird, zeige man:

Hi(X∆; Z) =

{
Z i = 0, 4
Zb ⊕ Za i = 2
0 sonst.

Aufgabe 19.4 Man zeige für einen von {o} verschiedenen Fächer ∆:

E2
n−1,v(∆

≤1; Z) ∼=






⊕

ρ∈∆1

Λv(N/ρ)
/

Im
[ ∑

ρ∈∆1

πo,ρ: Λv(N) →
⊕

ρ∈∆1

Λv(N/ρ)
]

v 6= 0

Zk(∆)−1 v = 0 .

Dritter Schritt

Nunmehr ist entscheidend, daß die Spektralsequenz E• (∆;G) weitgehend an der Stelle

E2

”
degeneriert“, also Ej+1(∆;G) = Ej(∆;G) für j ≥ 2 gilt. Dafür ist nach der allge-

meinen Konstruktion von Spektralsequenzen dj
• ,• (∆;G) = 0 zu zeigen. Es seien dazu

für festes j ≥ 2 und u, v ∈ N:

aju,v :=
{
a(j, v) falls v + 2j − 1 ≤ u ≤ n,
1 sonst

mit den positiven Zahlen

a(j, v) := ggT{ℓv(ℓj−1 − 1); ℓ ∈ N>0} .

Dann gilt ([Jo, 2.4.5]):

19.9 Satz Für alle j ≥ 2 und u, v ∈ N ist aju,vd
j
u,v(∆;G) = 0.

Eine erste Konsequenz ist, daß sich alle Bettizahlen bcldj (X∆; Z) aus E2(∆; Q) ab-

lesen lassen (vgl. 19.23), denn es gilt:

19.10 Korollar Für G = Q (oder allgemeiner einen divisiblen R-Modul G) gilt

E2
• ,• (∆;G) = E∞

• ,• (∆;G) .

Beweis: Keines der aju,v verschwindet. Weil G divisibel ist, folgt dju,v(∆;G) = 0 für

j ≥ 2 aus 19.9. Aus Ej+1 = H(Ej) folgt damit die Behauptung.
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Alle Anstrengungen sind daher darauf gerichtet, für eine feste Primzahl p die p-

Torsion von Hcld
•

(X∆; Z) zu berechnen. Einerseits überträgt sich Korollar 19.10 auf alle

p-Gruppen mit p ≥ n/2, vgl. 19.21. Für die restlichen p erhält man zusätzliche Aussagen

aus der folgenden expliziten Beschreibung in [Jo, 2.4.7]:

19.11 Lemma Für j ≥ 2 und v ≥ 0 hat a(j, v) := ggT{ℓv(ℓj−1 − 1); ℓ ∈ N>0} folgende

Primzahlzerlegung:

1) Für v = 0 ist a(j, 0) = 1.

2) Für v ≥ 1 wird a(j, v) von 2 geteilt.

a) Ist j gerade, so ist a(j, v) = 2.

b) Ist j ungerade und b ≥ 2, so wird a(j, v) genau dann von 2b geteilt, wenn v ≥ b

ist und j − 1 von 2b−2 geteilt wird.

c) a(j, v) wird nur von Primzahlen ≤ j geteilt. Genauer: Ist p eine ungerade

Primzahl und b ≥ 1, so wird a(j, v) genau dann von pb geteilt, wenn v ≥ b gilt

und j − 1 von pb−1(p− 1) geteilt wird.

Für n ≤ 3 gilt 19.10 damit für beliebiges G; bei n = 4, 5 tritt a(2, 1) = 2 als

Sonderfall auf, für n = 6, . . . , 9 kommt die Ausnahmeprimzahl p = 3 hinzu etc.; an-

hand von 19.11 lassen sich dann unter Zusatzvoraussetzungen weitere Torsionsgruppen

berechnen.

In einem ersten Ansatz beschäftigen wir uns mit dem systematischen Aufbau von

∆ aus den niederdimensionalen Gerüsten, um etwas mehr über das Verschwinden des

Differentials d2
u,v(∆;G) zu erfahren. Nach Lemma 19.11 haben wir unser Augenmerk

dabei nur auf die 2-Torsion zu richten.

Für einen Unterfächer Γ eines Fächers ∆ existiert eine kanonische Projektion von

Komplexen (dabei bezeichne Λ• jeweils den einschlägigen Funktor) mit

Ci(∆; Λ• ) =
⊕

σ∈∆n−i

Λ• (σ) →→ Ci(Γ; Λ• ) =
⊕

γ∈Γn−i

Λ• (γ) ,

wobei Λ• (σ) auf Null abgebildet wird, wenn σ nicht in Γ liegt. Durch den Kern dieser

Projektion wird ein Kettenkomplex

Ci(∆ \ Γ; Λ• ) :=
⊕

σ∈(∆\Γ)n−i

Λ• (σ)

mit

δi :=
∑

τ≺1σ∈(∆\Γ)n−i

orστ Λ• (τ ≺ σ) :) Ci(∆ \ Γ; Λ• ) → Ci−1(∆ \ Γ; Λ• )

bestimmt. Zu dieser Konstruktion gehört eine exakte Sequenz von Kettenkomplexen

0 → C• (∆ \ Γ; Λ• ) → C• (∆; Λ• ) → C• (Γ; Λ• ) → 0 ,
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welche eine exakte Homologiesequenz

. . . → Hu(∆ \ Γ; Λ• ) → Hu(∆; Λ• ) → Hu(Γ; Λ• ) → Hu−1(∆ \ Γ; Λ• ) → . . .

induziert. Wir erinnern an Λ• =
⊕n

v=1 Λv mit

Λv(σ) = Λv(N/σ) = Hv

(
(S1)codimσ

)

für N/σ = N
/
N ∩ linσ. Nach 19.6 ist E2

u,v(∆) ∼= Hu(∆; Λv). Führen wir an dieser Stelle

als Bezeichnung (die Spektralsequenzeigenschaft bleibt zu rechtfertigen; wir interessieren

uns in den Anwendungen ausschließlich für den Fall ∆ \ Γ ⊂ ∆ℓ für ein ℓ, in dem die

Filtrierung trivial und damit nichts zu zeigen ist)

E2
u,v(∆ \ Γ) := Hu(∆ \ Γ; Λv)

ein, so erhalten wir für jedes v eine exakte Sequenz

(19.12.1) . . . → E2
u,v(∆ \ Γ) → E2

u,v(∆) → E2
u,v(Γ) → E2

u−1,v(∆ \ Γ) → . . . .

Diese Überlegungen sind ersichtlich auch für allgemeine Koeffizienten G zutreffend.

Betrachten wir nun den Spezialfall Γ := ∆≤ℓ, so ist ∆ \ Γ = ∆≥ℓ+1. Wir erhalten

19.12 Lemma Für einen Fächer ∆ und beliebiges G existieren Isomorphismen

(19.12.2) E2
u,v(∆) ∼= E2

u,v(∆
≤ℓ) für u ≥ n− ℓ+ 1

(19.12.3) E2
u,v(∆

≥ℓ+1) ∼= E2
u,v(∆) für u ≤ n− ℓ− 2

und eine exakte Sequenz

(19.12.4) 0→E2
n−ℓ,v(∆)→E2

n−ℓ,v(∆
≤ℓ)→E2

n−ℓ−1,v(∆
≥ℓ+1)→E2

n−ℓ−1,v(∆)→ 0 .

Beweis Aus (∆≥ℓ+1)n−u = ∅ für u ≥ n− ℓ folgt Cu(∆
≥ℓ+1; Λ• ) = 0 und damit

(19.12.5) E2
u,v(∆

≥ℓ+1) = 0 für u ≥ n− ℓ .

Analog ergibt sich Cu(∆
≤ℓ; Λ• ) = 0 aus (∆≤ℓ)n−u = ∅ für u ≤ n− ℓ− 1 und damit

(19.12.6) E2
u,v(∆

≤ℓ) = 0 für u ≤ n− ℓ− 1 .

Damit genügt es, die exakte Sequenz (19.12.1) anzuwenden.

Beim Aufbau eines Fächers ∆ über seine Gerüste ∆≤ℓ geht keine Torsion verloren:

19.13 Bemerkung Es ist

TorsE2
u,v(∆

≤ℓ+1;R) = TorsE2
u,v(∆

≤ℓ;R)
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außer möglicherweise für u = n − ℓ − 1, wo aber E2
n−ℓ−1,v(∆

≤ℓ;R) verschwindet. Mit

anderen Worten: Ist E2(∆;R) frei, so auch jedes E2(∆≤ℓ;R).

Beweis Wir wenden die exakte Sequenz (19.12.1) auf ∆≤ℓ ≺ ∆≤ℓ+1 an. Sie liest sich

als

. . . → E2
u,v(∆

ℓ+1) → E2
u,v(∆

≤ℓ+1) → E2
u,v(∆

≤ℓ) → E2
u−1,v(∆

ℓ+1) → . . . .

Aus Beispiel 19.14 folgt damit zunächst die Behauptung für u 6= n − ℓ − 1, n− ℓ, und

mit (19.12.6) ergibt sich eine exakte Restsequenz mit Koeffizienten in R

0 → E2
n−ℓ,v(∆

ℓ+1) → E2
n−ℓ,v(∆

≤ℓ) → E2
n−ℓ−1,v(∆

ℓ+1) → E2
n−ℓ−1,v(∆

ℓ+1) → 0 ,

in der E2
n−ℓ−1,v(∆

ℓ+1;R) nach 19.14 frei ist, woraus die Behauptung für u = n − ℓ

folgt.

Für einen regulären Fächer ∆ braucht allerdings E2
u,v(∆; Z) nicht notwendig frei

zu sein, wie man etwa an E2
n−1,n−1(∆

≤1; Z) ∼= Hcld
2n−2(X∆; Z) abliest.

19.14 Beispiel Für ∆ gilt

E2
u,v(∆

ℓ;G) ∼=





⊕

σ∈∆ℓ

Hv

(
(S1)n−ℓ;G

)
, u = n− ℓ

0 sonst.

Beweis Nach Konstruktion gilt für Koeffizienten G

Cu(∆
ℓ; Λv) ∼=





⊕

σ∈∆ℓ

Λv(σ) u = n− ℓ

0 sonst.

Insbesondere ist das Differential auf C• (∆ℓ; Λ• ) die Nullabbildung, woraus die Behaup-

tung folgt.

Aufgabe 19.5 Man zeige für den Nullfächer o :

E2
u,v(o;G) =

{
Hv((S

1)n;G), u = n
0 sonst.

Damit können wir den Übergang zu E3(∆) = H
(
E2(∆)

)
vorbereiten:

19.15 Korollar Für einen Fächer ∆ gelten mit beliebigen Koeffizienten G:

1) Ist u ≤ n− ℓ− 2, so ist d2
u,v(∆) = d2

u,v(∆
≥ℓ+1).

2) d2
n−ℓ−1,v(∆) = 0 ⇐⇒ d2

n−ℓ−1,v(∆
≥ℓ+1) = 0.

3) Für u ≥ n− ℓ+ 2 gilt d2
u,v(∆) = d2

u,v(∆
≤ℓ).

Beweis Für u ≤ n− ℓ− 1 ergibt sich aus (19.12.1) und (19.12.6) ein exaktes kommu-

tatives Diagramm mit Koeffizienten in G
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E2
u,v(∆

≥ℓ+1)
ϕ

−−−−−→ E2
u,v(∆) → 0

yd2u,v(∆≥ℓ+1)

yd2u,v(∆)

E2
u−2,v+1(∆

≥ℓ+1) ∼= E2
u−2,v+1(∆) ,

wobei ϕ für u ≤ n− ℓ− 2 sogar ein Isomorphismus ist. Daraus folgen 1) und 2).

Zu 3) betrachtet man analog für u ≥ n− ℓ+ 2 das Diagramm

E2
u,v(∆) ∼= E2

u,v(∆
≤ℓ)

yd2u,v(∆)

yd2u,v(∆≤ℓ)

0 → E2
u−2,v+1(∆) → E2

u−2,v+1(∆
≤ℓ) ,

wobei (19.12.2) und (19.12.4) verwendet wurden. Damit ergibt sich die Behauptung

unmittelbar.

n-4 •

• •

• • •

• • • •

• • • • •

• • • • • •

• • • • • • •

• • • • • • • •

n-ℓ-1 • • • • • • • • •

...
...

...
...

...
...

1 • • • • • • • • •

0

0 n-ℓ+2 n-1 n

Figur 19.1 Möglicherweise nicht verschwindende d2u,v(∆
≤ℓ; Z)

19.16 Korollar Es gilt

(19.16.1) d2
u,v(∆

≤ℓ;G) = 0 für u ≤ n− ℓ+ 1 .

Beweis Nach (19.12.6) verschwindet E2
u,v(∆

≤ℓ;G) für u ≤ n − ℓ − 1, also auch

d2
u,v(∆

≤ℓ;G) für u ≤ n− ℓ+ 1.

19.17 Beispiel Für einen Fächer ∆ gilt:

ℓ = 2 Für G ohne 2-Torsion oder u 6= n ist d2
u,v(∆

≤2;G) = 0, und damit folgt

E2
u,v(∆

≤2;G) = E∞u,v(∆
≤2;G).
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ℓ = 3 Ist u ≤ n− 2 oder u 6= n− 1 und G ohne 2-Torsion, so ist d2
u,v(∆

≤3;G) = 0.

Die Bedingungen sind allerdings nicht notwendig, wie ein von M. Franz in Maple

berechnetes Beispiel zeigt, in dem d2
n−1,v(∆;G) = d2

n−1,v(∆
≤3;G) ist:

19.18 Beispiel Es sei σ der im IR5 von den Vektoren

(1, 0, 0, 0, 0), (1, 2, 0, 0, 0), (1, 0, 2, 0, 0), (1, 0, 0, 2, 0), (1, 0, 2, 2, 4)

erzeugte simpliziale Kegel. Dann hat E2
• ,• (σ; Z) die Gestalt

0 0 0 0 0 Z

0 0 0 0 Z3
2 ⊕ Z4 0

0 0 0 Z2 Z6
2 0

0 0 Z2 0 Z4
2 0

0 0 0 0 Z2 0

0 0 0 0 0 0

Dennoch gilt d2
• ,• (σ; Z) = 0, und damit berechnet sich Hcld

•
(X ; Z) wie in Figur 19.2.

Führen wir nun zur Vorbereitung der Untersuchung von Ej für allgemeines j der

Einfachheit halber folgende Sprechweise ein: Für eine natürliche Zahl a heiße eine Prim-

zahl p eine a-relevante Primzahl, wenn gilt:

• a ist gerade und p = 2;

• a ist ungerade und p− 1 Teiler von a− 1.

Des weiteren interessieren uns Bedingungen des Typs, daß für abelsche Gruppen E und

H mit endlich erzeugtem E die abelsche Gruppe TorZ(E,H) für eine feste Primzahl p

keine p-Torsion habe. Dies ist insbesondere dann erfüllt, wenn eine der beiden Gruppen

ohne p-Torsion ist.

19.19 Lemma Für j ≥ 2 hat die torische Spektralsequenz das Konvergenzverhalten

Eju,v(G) = E∞u,v(G), falls eine der folgenden Bedingungen erfüllt ist:

1) j > n/2.

2) n = 2j und (2j, 1) 6= (u, v) 6= (j, j).

Beweis Aus der Spektralsequenz ist jeweils

(19.19.1) Eju+j,v−j+1(G)
dj

u+j,v−j+1
(G)

−−−−−−−−→ Eju,v(G)
dj

u,v(G)
−−−−−→ Eju−j,v+j−1(G)

zu untersuchen; gemäß 19.9 ist dabei die Einschränkung 2j + v − 1 ≤ u ≤ n zulässig.

Wegen E2
• ,0(G) = E∞

• ,0(G) sei weiter v ≥ 1. Für j > n/2 tritt damit kein kritisches Paar

(u, v) für dju,v(G) auf; für n = 2j ist nur djn,1(G) kritisch.
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Aufgabe 19.6 Für j ≥ 2 zeige man Eju,v(G) = E∞u,v(G), falls eine der folgenden Bedingungen
erfüllt ist:

i) Für j = n/2: (u, v) ist eines der Paare (2j, 1), (j, j), und TorZ(E2
2j−1,1(Z),G) hat für

keine j-relevante Primzahl p Torsion.

ii) Für n = 2j + 1:

a) (u, v) ist keines der Paare (2j+1, 1), (j+1, j), (2j+1, 2), (j+1, j+1), (2j, 1), (j, j);

b) (u, v) ist eines der Paare (2j, 1), (j, j), und für jede j-relevante Primzahl p gilt

Ej2j,1(G) ⊗Z Zp = 0 oder Ejj,j(G) ist ohne p -Torsion;

c) (u, v) ist eines der Paare (2j + 1, 1), (j + 1, j), und TorZ(E2
2j,1(Z),G) hat keine p -

Torsion für eine j-relevante Primzahl p;

d) (u, v) ist eines der Paare (2j + 1, 2), (j + 1, j + 1), und TorZ(E2
2j,2(Z),G) hat keine

p -Torsion für eine j-relevante Primzahl p.

19.20 Lemma Für alle (u, v) gilt

(19.20.1) E2
u,v(Zpm) = Eju,v(Zpm) für j = 2, . . . , p .

Allgemeiner ist dj(Zpm) = 0, falls p− 1 kein Teiler von j − 1 ist.

Beweis Die bei der Konstruktion von Ej+1
u,v (Zpm) auftretenden Differentiale dj(Zpm)

erfüllen die Verschwindungsbedingung a(j, v)dj(Zpm) = 0. Für j < p ist a(j, v) zu pm

teilerfremd, also existieren α, β ∈ Z mit αa(j, v)+βpm = 1. Modulo pm gerechnet folgt,

daß a(j, v) in Zpm eine Einheit ist, also verschwindet dj
•
(Zpm). — Allgemeiner folgt aus

19.11, daß dj(Zpm) einerseits eine Ordnung hat, die durch p teilbar ist; andererseits kann

dj(Zpm) damit nach Teil 2c) von 19.11 nur dann nicht selbst der Nullhomomorphismus

sein, wenn p− 1 Teiler von j − 1 ist.

19.21 Korollar Es seien m ∈ N und p eine Primzahl. Dann gilt

E∞u,v(Zpm) ∼= E2
u,v ⊗ Zpm ⊕ E2

u−1,v ∗ Zpm ,

falls

1) p > n/2, oder

2) p = n/2 und (2p, 1) 6= (u, v) 6= (p, p).

Beweis Ist p > n/2, so folgt 1) aus 19.19 1) und 19.7. Es sei nun p = n/2. Dann ist

höchstens dpn,1(Zpm) nicht trivial, und wir erhalten aus (19.20.1) eine exakte Sequenz

0 → E∞2p,1(Zpm) → Ep2p,1(Zpm)
dp
2p,1(Zpm )
−−−−−−→Epp,p(Zpm) → E∞p,p(Zpm) → 0 .

Aufgabe 19.7 Ist p = n/2 eine Primzahl, so zeige man

E∞u,v(Zpm) ∼= E2
u,v ⊗ Zpm ⊕ E2

u−1,v ∗ Zpm ,

falls E2
n−1,1(Z) ∗ Zp = 0 oder E2

n/2,n/2(Z) ∗ Zp = 0.
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Vierter Schritt

Die Berechnung der Bettizahlen bj(X∆) aus denen von E∞(∆) ist einfach; wir gehen

im ersten Teil darauf ein. Im zweiten präsentieren wir einen Satz von Matthias Franz

(vgl. [Fr]), der den delikaten Zusammenhang zwischen E2(∆; Z) und H• (∆; Z) mit dem

zwischen den E2(∆; Zm) und H• (∆; Zm) vergleicht; da es häufig einfacher ist, die ver-

schiedenen Primzahlen p separat zu behandeln, führen wir die Überlegung allgemeiner

für die Lokalisierungen

R := Z(p) mit Z(1) = Z

durch. Im dritten Abschnitt gehen wir schließlich auf eine rekursive Berechnung der

p-Torsion von H• (X∆) mit Hilfe aller E∞(∆; Zpm) für m ≥ 1 ein.

Wir wollen zunächst die Bettizahlen bcldj (X∆; Zp) in allen Charakteristiken p ≥ 0

für die Restklassenkörper Zp29) aus den Bettizahlen

e∞u,v(p) : = dimZp
E∞u,v(Zp)

berechnen:

19.22 Satz Es gilt

bcldℓ (X∆; Zp) =

ℓ∑

u=⌈ℓ/2⌉

e∞u,ℓ−u(p) .

Beweis Ersichtlich sind die Zahlen e∞u,ℓ−u(p) höchstens für ℓ/2 ≤ u ≤ ℓ positiv. Wir

benutzen die kanonische Filtrierung auf Hℓ := Hcld
k (X∆; Zpm)

0 = F−1Hℓ ⊂ F0Hℓ ⊂ . . . ⊂ FnHℓ = Hℓ .

Dazu gehört nach Konstruktion der Spektralsequenz für alle natürlichen Zahlen u eine

exakt Sequenz

(19.22.1) 0 → Fu−1Hℓ → FuHℓ → E∞u,ℓ−u(Zpm) → 0 ,

also gilt für die Anzahlen #FuHℓ = #F−1Hℓ · #E∞u,ℓ−u(Zpm) , falls p 6= 0. Daraus

folgt induktiv

(19.22.2) #Hcld
ℓ (X∆; Zpm) =

ℓ∏

u=⌈ℓ/2⌉

#E∞u,ℓ−u(Zpm) .

Durch Übergang zu logp für m = 1 oder durch direktes Zählen der Dimensionen folgt

daraus die Behauptung; letzteres Verfahren ist auch für p = 0 zulässig.

29) Dabei sei Z0 := Q.
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Etwas hübscher läßt sich das im divisiblen Fall folgendermaßen formulieren:

19.23 Korollar Für G = Q (oder allgemeiner eine divisible abelsche Gruppe) gilt

Hcld
ℓ (X∆;G) ∼=

⊕

u+v=ℓ

Hu

(
∆; Λ∆

v (G)
)
.

Wir kommen nun zum Vergleich der Spektralsequenzen bei unterschiedlichen Ko-

effizienten. Diese Überlegungen sind eher formaler Natur. Es seien dazu p wieder eine

Primzahl oder die Zahl 1 und R = Z(p); insbesondere ist Z(1) = Z. Weiter sei C ein

positiv graduierter Kettenkomplex mit Differential d und einer zusätzlichen Filtrierung

0 = F−1Cj ⊂ F0Cj ⊂ . . . ⊂ FiCj ⊂ . . .

auf jedem Cj , die mit d verträglich ist. Dazu gehört eine Spektralsequenz E = (Ej)j≥0

mit E0
u,v = FuCu+v/Fu−1Cu+v , deren sukzessive Homologiemoduln bigraduiert sind:

Hi(E
j−1
• ,• ) =

⊕

u+v=i

Eju,v =: Eji (C) =: Eji .

Wir interessieren uns für einen Vergleich zwischen dem zugehörigen graduierten R-

Modul E2(C) und der Homologie H(C) =: H(R). Wir nennen einen graduierten R-

Modul L =
⊕
Li gradweise endlich erzeugt, wenn jedes Li endlich erzeugt ist. Im

folgenden sei C stets ein Kettenkomplex freier R-Moduln.

Für jede positive Nichteinheit r in R erhält man einen neuen filtrierten Kettenkom-

plex

C(r) := C ⊗R Zr mit FiCj(r) := (FiCj)⊗R Zr ,

wobei die Restklassenringe Rr und Zr identifiziert werden; es ist daher unerheblich, ob

das Tensorprodukt als ⊗R oder als ⊗Z gelesen wird. Insbesondere darf man C(r) einfach

als Komplex abelscher Gruppen behandeln. Wir verwenden folgendes Standardergebnis

für den Hauptidealbereich R (vgl. 2.18):

19.24 Fundamentalsatz für endlich erzeugte R-Moduln Jeder endlich erzeugte

R-Modul ist bis auf Isomorphie von der Form Rn ⊕
⊕

iRri
mit eindeutig bestimmtem

n und Primelementpotenzen ri.

Die zu C(r) gehörige Spektralsequenz werde auch mit E(r) bezeichnet, die Homolo-

gie von C(r) mit H(r) und Eji
(
C(r)

)
mit Eji (r). Die Spektralsequenz erfüllt ersichtlich

E0
u,v(r) = FuCu+v(r)/Fu−1Cu+v(r) = E0

u,v ⊗R Zr .

Ist E0 ein freier R-Modul, so gilt auch E1
u,v(r) = E1

u,v ⊗ Zr, in Analogie zu 19.7.

Für die Lokalisierungen R = Z(p) von Z erhalten erhalten wir analog Komplexe

C(Z(p)) := C ⊗Z Z(p)



§ 19 Homologie mit abgeschlossenen Trägern 229

und die zugehörigen Spektralsequenzen.

Nach M. Franz gilt nun:

19.25 Satz Sind die R-Moduln E0 und E1 frei und ist E2 gradweise endlich erzeugt,

so sind folgende Bedingungen äquivalent:

1) Die graduierten R-Moduln E2 und H(C) sind isomorph (und E2
•

= E∞
•

).

2) Für alle Nichteinheiten r ∈ R sind die graduierten Moduln E2(r) und H(r) iso-

morph.

2′) Für alle Nichteinheiten r ∈ R gilt E2
•
(r) = E∞

•
(r).

3) Für alle Primzahlpotenzen pm inR sind die graduierten Moduln E2(pm) undH(pm)

isomorph.

3′) Für alle Primzahlpotenzen pm in R gilt E2
•
(pm) = E∞

•
(pm).

19.26 Beispiele 1) Es tritt höchstens folgende nichttriviale Homologie mit Koeffizi-
enten in G auf:

Hcld
i (X∆≤1 ;G) ∼=






G , i = 2n,

E2
n−1,n−1(∆

≤1) ∗G i = 2n− 1

E2
n−1,i−n+1(∆

≤1; Z) ⊗Z G⊕ E2
n−1,i−n(∆≤1; Z) ∗G n≤i≤2n−2

Gk(∆)−1 , i = n− 1

0 sonst .

2) Es sei X eine n-dimensionale torische Varietät mit ∆ = ∆≤2 oder n ≤ 5; ferner sei

p eine ungerade Primzahl. Dann gilt für alle i

(19.26.1) Hcld
i (X ; Z)⊗Z Z(p)

∼=
⊕

u

Hu(∆; Λi−u)⊗Z Z(p) .

Diese Darstellung trifft in folgenden Fällen auch für Koeffizienten Z zu:

n = 4 E2
3,1(Z) oder E2

2,2(Z) hat keine 2-Torsion;

n = 5 E2
4,1(Z), E2

4,2(Z) sind ohne 2-Torsion, und E2
2,2(Z2) = 0 oder E2

4,1(Z2) = 0.

Beweis 1) Nach (19.16.1) ist E2(∆≤1;G) = E∞(∆≤1;G) für alle G = Zr mit einer

Nichteinheit r ∈ Z. Gemäß 19.25 ist damit Hcld
i (X∆≤1 ; Z) = E2

i (∆
≤1; Z). Aus 19.7 folgt

die Übertragung auf allgemeine Koeffizienten G.

2) Für festes p ≥ 3 genügt es, die Bedingung 19.25 3) zu verifizieren. Dies erreicht

man unmittelbar mit 19.16 und 19.21 1). Für Koeffizienten Z ist zusätzlich p = 2 zu

untersuchen. Gemäß 19.21 2) ist für n = 4 das Differential d2
4,1(Z2m) das einzig potentiell

nicht verschwindende. Nun kann man Aufgabe 19.7 heranziehen. Für n = 5 argumentiert

man analog mit Aufgabe 19.6 ii).
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Für die Berechnung weiterer noch fehlender Homologiegruppen bleibt es uns nicht

erspart, eine verschärfte, ziemlich technische Version von 19.25 zu zeigen:

19.27 Lemma Ist R = Z(p) mit p = 1 oder prim, sind die R-Moduln E0(R) und

E1(R) frei und ist E2(R) gradweise endlich erzeugt, so gilt für jedes i ∈ N:

a) Sind E2
i (R) ∼= Hi(R) und E2

i−1(R) ∼= Hi−1(R), so gilt E2
i (Rr)

∼= Hi(Rr) für alle

Nichteinheiten r ∈ R.

b) Genau dann ist E2
i (Rr)

∼= Hi(Rr) für alle Nichteinheiten r ∈ R, wenn das für alle

Primpotenzen in R gilt.

c) Genau dann ist E2
i (Rr)

∼= E∞i (Rr) für alle Nichteinheiten r ∈ R, wenn das für alle

Primpotenzen in R gilt.

d) Für m ∈ N>0 ist E2
i (Rpm) ∼= Hi(Rpm) äquivalent zu E2

i (Rpm) ∼= E∞i (Rpm).

e) Es sei p 6= 1. Gelten E2
i (Rpm) ∼= Hi(Rpm) für ein hinreichend großes m und

TorsE2
i−1(R) ∼= TorsHi−1(R), so ist

E2
i (R) ∼= Hi(R) .

f) Es sei p 6= 1. Gelten E2
i (Rpm) ∼= Hi(Rpm) und E2

i (R) ⊗ Rpm ∼= Hi(R) ⊗ Rpm für

ein hinreichend großes m, so ist

TorsHi−1(R) = TorsE2
i−1(R) .

Beweis a) Aus dem kovarianten Universellen Koeffiziententheorem der Homologie folgt:

Hi(Rr) ∼= Hi(R)⊗R Rr ⊕ Tor
(
Hi−1(R), Rr

)

∼= E2
i (R)⊗R Rr ⊕ Tor

(
E2
i−1(R), Rr

)

∼= E2
i (Rr) .

Dabei verwendet der letzte Isomorphismus ein universelles Koeffiziententheorem

E2
i (Rr)

∼= E2
i (R)⊗R Rr ⊕ Tor(E2

i−1(R), Rr) .

Dieses beruht einfach darauf (vgl. 19.7), daß der R-Modul E1 nach Voraussetzung frei

ist.

b) folgt aus der Additivität der Homologie bezüglich der Koeffizienten. Stets gilt

Rr ∼=
⊕

iRpmi
i

mit der Primfaktorzerlegung von r. Analog folgert man c).

d)
”
⇒“ Die Gruppen E2

u,v(Rpm) sind nach Voraussetzung endlich, was damit auch

für alle Eju,v(Rpm) und Hi(Rpm) gilt. Also hat E∞u,v(Rpm) höchstens so viele Elemente

wie E2
u,v(Rpm), und gleiche Elementzahl ist mit Gleichheit äquivalent. Andererseits sind

für L = Hi(Rpm) mit der von der Spektralsequenz induzierten Filtrierung die Vorausset-

zungen von Lemma 19.28 erfüllt, so daß corangHi(Rpm) ≤ corang
⊕

u+v=j E
∞
u,v(Rpm)

folgt. Aus Hi(Rpm) = E2
i (Rpm) ergibt sich damit insbesondere E2

i (Rpm) = E∞i (Rpm).
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”
⇐“ Nach Voraussetzung ist Hi(Rpm) ein endlich erzeugter und endlich filtrierter

p-Modul mit Quotienten
⊕

u+v=j E
∞
u,v(Rpm), so daß Lemma 19.29 anwendbar ist. Für

die folgende Argumentation bemerken wir, daß Rp ∼= Zp ein Körper ist und damit aus

19.22 und der Voraussetzung auch E2
i (Rp) = Hi(Rp) folgt. Damit erhalten wir

corangHi(Rpm) = dimZp

(
Hi(Rpm)⊗ Zp

) 19.29
= dimZp

Hi(Rp)

= dimZp
E2
i (Rp)

19.29
= dimZp

(
E2
i (Rpm)⊗ Zp

)

= corangE2
i (Rpm)

n.V.
= corangE∞i (Rpm) .

Nunmehr resultiert die Behauptung aus Lemma 19.28.

e) Die Eigenschaft Hi(R) ∼= E2
i (R) ist äquivalent dazu, daß diese beiden R-Moduln

den gleichen Rang haben und ihre Torsion übereinstimmt. Die Universellen Koeffizien-

tentheoreme liefern

(19.29.1)
Hi(Rpm) = Hi(R)⊗ Zpm ⊕ Tor(Hi−1(R),Zpm)

E2
i (Rpm) = E2

i (R)⊗ Zpm ⊕ Tor(E2
i−1(R),Zpm) .

Nach Voraussetzung sind die beiden äußeren Terme isomorph, also folgt

Hi(R)⊗ Zpm ∼= E2
i (R)⊗ Zpm .

Da E2
i (R) endlich erzeugt ist, haben Hi(Rpm) und E2

i (Rpm) für hinreichend großes m

(man kann als grobe Abschätzung für m das Maximum des in E2(R) auftretenden Wer-

tes sowie nach 19.9 logp(⌊n/2⌋) wählen) als Rang die Anzahl der direkten Summanden

von der Ordnung pm, während deren Komplement die p-Torsion ist. Und der Rang ist

definitionsgemäß die Anzahl der freien Summanden von Hi(R) bzw. E2
i (R).

f) Entsprechend folgt aus den Koeffizientenformeln (19.29.1) die Übereinstimmung

der Torsion im Grad i− 1.

Beweis von Satz 19.25 Die Beziehungen

1) ⇒ 2) ⇐⇒ 2′) ⇒ 3′) ⇐⇒ 3)

sind eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 19.27. Es bleibt

3) ⇒ 1): Dazu gehen wir induktiv vor. Als Induktionsbeginn verwenden wir

H0(R) = E∞0,0(R) = E2
0,0(R) = E2

0(R) .

Für eine Primzahl p sei nun E2
<j(R) ∼= H<j(R). Mit der Voraussetzung liefert dann e)

den gewünschten Induktionsschritt Hj(R) ∼= E2
j (R). Dies läßt sich nach Voraussetzung

für alle Primzahlen p durchführen; aus 19.30 ergibt sich dann auch der Fall p = 1, i.e.,

R = Z.

Wir haben im Beweis drei Lemmata verwendet. Dabei heißt eine abelsche Gruppe

L für eine Primzahl p eine p-Gruppe, wenn die Ordnung eines jeden Elementes aus L

eine Potenz von p ist.
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19.28 Lemma Es sei L eine endlich erzeugte abelsche p-Gruppe; auf ihr existiere eine

endliche Filtrierung 0 = L−1 ⊂ L0 ⊂ . . . ⊂ Ln = L. Setzt man Kj := Lj/Lj−1, so gilt

corangL ≤
n∑

j=0

corangKj ,

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn L zu ⊕jKj isomorph ist.

Beweis Nach dem Struktursatz 19.24 ist corangL = dimZp
L⊗Z Zp. Wir gehen durch

Induktion über n vor; für den typischen Schritt dürfen wir n = 1 annehmen. Aus

K0 = L0 ergibt sich eine exaktes Sequenz

(19.28.1) 0 → K0
ı
→ L1 → K1 → 0

und damit eine exakte Sequenz

K0 ⊗ Zp
ı⊗id
−→ L1 ⊗ Zp → K1 ⊗ Zp → 0 .

Also gilt

corangL1 ≤ corangK0 + corangK1 ,

und Gleichheit tritt genau dann ein, wenn ı⊗id injektiv ist. Das wiederum ist äquivalent

zur folgenden Bedingung: Ist g ∈ L0 = K0 und p Teiler von ı(g), so ist p auch Teiler von

g. Dieses schließlich ist nach dem Struktursatz über endlich erzeugte R-Moduln gleich-

wertig damit, daß L0 ein direkter Summand von L1 und damit die Sequenz (19.28.1)

spaltend ist.

19.29 Lemma Ist H(C) ein gradweise endlich erzeugter R-Modul, so gilt für a, b ∈ N:

H
(
ggT(a, b)

)
∼= H

(
C(b)⊗ Za

)
∼= H(b)⊗ Za .

Beweis Aus Za ⊗ Zb ∼= ZggT(a,b) folgen

C(b)⊗ Za ∼= C
(
ggT(a, b)

)
und TorR(L,ZggT(a,b)) ∼= TorR(L,Zb)⊗ Za

aus dem Struktursatz 19.24 für jeden endlich erzeugten R-Modul L. Damit dürfen wir

a als Teiler von b annehmen. Insbesondere ergibt sich dann für jedes j nach dem kova-

rianten Universellen Koeffiziententheorem (analog 19.7, da C frei ist)

Hi(a) ∼= Hi(C)⊗ Za ⊕ Tor
(
Hi−1(C),Za

)

∼=
(
Hi(C)⊗ Zb)⊗ Za ⊕ Tor

(
Hi−1(C),Zb

)
⊗ Za

∼= Hi(b)⊗ Za .

19.30 Lemma Ist C Komplex von freien abelschen Gruppen, so gilt für jede Primzahl p

RangHi(C) = RangHi(C ⊗Z Z(p)) und p– TorsHi(C) = TorsHi(C ⊗Z Z(p)) .
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Der Beweis ist unmittelbar mit dem Universellen Koeffiziententheorem.

Wir wollen aus Lemma 19.27 konkrete Angaben über die Homologie in kleinen

sowie in großen Graden ableiten.

19.31 Satz Es sei X eine torische Varietät der Dimension n. Ist p eine Primzahl und

i < 2p, so gelten

Hcld
i (X ; Z(p)) ∼= E2

i (Z(p)) und Hcld
2n−i(X ; Z(p)) ∼= E2

2n−i(Z(p)) .

Beweis Wir erinnern zunächst an

(19.20.1) E2
u,v(Zpm) = Epu,v(Zpm) für alle (u, v)

Für den Grad 2n − i bleibt nach Lemma 19.32 Ep≥2n−i+1(p
m) = E∞≥2n−i+1(p

m) zu

zeigen. Zunächst ist

(19.31.1) Epn,n−i+1(Zpm) = Ep+1
n,n−i+1(Zpm) ;

wobei das einzig kritische Indexpaar (n, n−i+1) ist. Die dabei auftretenden Differentiale

haben für i < 2p ihr Bild in der Nullgruppe. Der Fall i = 2p scheitert im übrigen nur

an der mangelnden Kenntnis von dn,n−2p+1(Zpm). Damit bleibt

(19.31.2) Ep+1
n,n−i+1(Zpm) = E∞n,n−i+1(Zpm)

zu verifizieren. Für alle j ≥ p+1 landen jedoch ersichtlich auch die Differentiale djn,n−i+1

in der Nullgruppe.

Für kleine i ist nach Lemma 19.33 gemäß (19.20.1) analog zu zeigen:

(19.31.3) Ep≤2p−1(Zpm) = E∞≤2p−1(Zpm) .

Dazu weisen wir zunächst ganz allgemein

(19.31.4) dj≤2j(G) = 0

für beliebiges G und j ≥ 2 nach: Für dju,i−u:E
j
u,i−u → Eju−j,i+j−u−1 mit i ≤ 2j ist nur

der Fall i− u ≥ 1 interessant, also sei ohne Einschränkung u ≤ i− 1. Andererseits hat

u−j ≥ i+j−u−1 zu gelten und damit u ≥ j+ i/2−1/2 ≥ i−1/2, also i−1/2 ≤ i−1,

woraus (19.31.4) folgt. Berücksichtigt man noch dju+j,i+1−u−j(G) = 0 für j > p und

i ≤ 2p, so liefert die Konstruktion der Spektralsequenz

E2
≤2p(G) = Ep≤2p(G) = ker dp≤2p(G) →→ Ep+1

≤2p(G) = E∞≤2p(G) .

Betrachten wir andererseits dpu+p,i+1−u−p:E
p
u+p,i+1−u−p → Epu,i−u mit i ≤ 2p. Dann sei

wiederum ohne Einschränkung i + 1 − u − p ≥ 1, also u ≤ i − p. Andererseits können

wir u ≥ i− u, also u ≥ i/2 voraussetzen. Das führt zu p = i/2 = u bzw.

(19.31.5) dp2p,1(G)
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als einzigem kritischem Fall. Insbesondere folgt dpu+p,i+1−u−p(G) = 0 für i ≤ 2p−1 und

damit (19.31.3).

Wenn der betrachtete Fächer hinreichend gutartig ist, erhalten wir eine etwas schär-

fere Aussage im unteren Bereich:

Aufgabe 19.8 i) Ist E2
2p,1(Z) ohne p -Torsion, so gilt (für 19.34)

Hcld
2p (X; Z(p))

∼= E2
2p(Z(p)) ,

wenn
E2

2p,1(Z(p))
∼= Ep2p,1(Z(p))

dp
2p,1(Z(p))
−−−−−−→Epp,p(Z(p))

∼= E2
p,p(Z(p))

der Nullhomomorphismus ist.

ii) Ist E2
n−1,n−2p+1(Z) ohne p -Torsion oder E2

n−p,n−p(Z) ⊗ Zp = 0, so ist

Hcld
2n−2p(X; Z(p))

∼= E2
2n−2p(Z(p)) .

Aufgabe 19.9 Zu freien Erzeugenden a, b, c betrachte man den homologischen Komplex C
mit C1 := Za ⊕ Zb, C2 := Zc als einzigen nichttrivialen Termen, δ(c) := a + 2b als einzigem
nichttrivialen Bestandteil des Differentials und der Filtrierung

0 = F−1 ⊂ F0 := Za ⊂ F1 := C1 ⊂ F2 := C .

Man zeige, daß die durch E0
u,v := FuCu+v/Fu−1Cu+v gegebene Spektralsequenz auf dem 2-

Niveau degeneriert, dies aber nicht für die zugehörige Spektralsequenz mit E0
u,v(2) gilt. — Man

vergleiche H(C) mit E2.

Aufgabe 19.10 Für die Spektralsequenz zum Komplex C in Satz 19.25 zeige man:

i) Ist E2(C) ∼= H(C), so folgt E2 = E∞.

ii) Die Umkehrung von i) gilt nicht.

Für dem Beweis von 19.31 haben wir zwei Vorbereitungen benötigt:

19.32 Lemma Gilt in der torischen Spektralsequenz für eine Primzahl p und ein m

so daß E2
≥a(Z(p)) keine Elemente der Ordnung pm hat, die Beziehung

E2
≥a+1(p

m) = E∞≥a+1(p
m) ,

so ist

(19.32.1) Hcld
≥a(X ; Z(p)) ∼= E2

≥a(Z(p)) .

Ist die Voraussetzung für alle p erfüllt, so gilt (19.32.1) auch mit Koeffizienten Z.

Beweis Wir argumentieren durch fallende Induktion über den Grad i mit i ≥ a+1. Für

i = 2n+1 gilt Formel (19.32.1) trivialerweise. Für den Induktionsschluß
”
i)⇒ i−1)“ lie-

fern 19.27 d) und f) mit der Induktionsvoraussetzung die Gleichung
”
TorsHi−1(Z(p)) =

TorsE2
i−1(Z(p))“. Da Hi(R) und E2

i (R) für jeden Hauptidealbereich R der Charakteri-

stik 0 gleiche Bettizahlen haben, stimmen auch die Bettizahlen überein, so daß (19.32.1)
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folgt. Aus p -TorsHa(Z) = TorsHa(Z(p)) ergibt sich schließlich damit auch die Übert-

ragung auf Z.

19.33 Lemma Hat E2
≤a(Z(p)) keine Elemente der Ordnung pm und gilt die Beziehung

E2
≤a(p

m) = E∞≤a(p
m), so ist

(19.33.1) Hcld
≤a(X ; Z(p)) ∼= E2

≤a(Z(p)) .

Ist die Voraussetzung für alle p erfüllt, so gilt (19.33.1) auch mit Koeffizienten Z.

Beweis Für einen Induktionsbeweis über i ≤ a gilt Formel (19.33.1) ersichtlich mit

i = 0. Der Induktionsschluß
”
i − 1) ⇒ i)“ ergibt sich nunmehr aus e) und d) in 19.27

für R = Z(p). Aus p -TorsHa(Z) = TorsHa(Z(p)) resultiert somit auch die Übertragung

auf Z.

19.34 Beispiele Für eine torische Varietät X gilt:

1) Hcld
i (X ; Z) ∼= E2

i (Z) für i ≤ 3 und für i ≥ 2n− 3;

2) Falls p ≥ 3 und i ≤ 5 oder i ≥ 2n− 5:

(19.34.1) Hcld
i (X ; Z(p)) ∼= E2

i (Z(p)) .

3) Aussage 1) gilt auch für

i = 4 wenn E2
2p,1(Z) ohne p-Torsion und

E2
2p,1(Z(p)) ∼= Ep2p,1(Z(p))

dp
2p,1(Z(p))
−−−−−−→Epp,p(Z(p)) ∼= E2

p,p(Z(p))

der Nullhomomorphismus ist.

i = 2n− 4 , wenn E2
n−1,n−2p+1(Z) ohne p-Torsion oder E2

n−p,n−p(Z)⊗ Zp = 0 ist.

Beweis 1) Ersichtlich kann man 19.31 für alle Primzahlen p anwenden; gemäß 19.30

folgt damit die Behauptung auch für Z. Für 2) verwendet man 19.31 mit p ≥ 3, während

sich 3) aus Aufgabe 19.8 ergibt.

Damit können wir bis zur Dimension 4 eine nahezu vollständige explizite Bechrei-

bung der Homologie angeben:

19.35 Beispiel Hat X höchstens die Dimension 4, so gilt

Hcld
i (X ; Z) ∼=

⊕

u

Hu(∆; Λi−u)

mit der möglichen Ausnahme der 2-Torsion für i = 4 = dimX , falls E3,1(Z) 2-Torsion

hat.
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i\n 1 2 3 4 5

0 E2
0,0 E2

0,0 E2
0,0 E2

0,0 E2
0,0

1 0 E2
1,0 E2

1,0 E2
1,0 E2

1,0

2 E2
1,1 E2

1,1 E2
2,0 ⊕E

2
1,1 E2

2,0 ⊕ E
2
1,1 E2

2,0 ⊕E
2
1,1

3 0 0 E2
2,1 E2

3,0 ⊕ E
2
2,1 E2

3,0 ⊕E
2
2,1

4 0 E2
2,2 E2

2,2 E2
3,1 ⊕ E

2
2,2 E2

4,0⊕E
2
3,1⊕E

2
2,2

5 0 0 0 E2
3,2 E2

4,1 ⊕E
2
3,2

6 0 0 E2
3,3 E2

3,3 E2
4,2 ⊕E

2
3,3

7 0 0 0 0 E2
4,3

8 0 0 0 E2
4,4 E2

4,4

9 0 0 0 0 0

10 0 0 0 0 E2
5,5

Figur 19.2 Hcld
i (X; Z(p)) für n ≤ 5.

Während im vierdimensionalen Fall der Homomorphismus d2
4,1(Z2m) für die ma-

ximale in E2
3,1(Z(2)) auftretende Ordnung 2m Probleme bereiten könnte, sind das im

fünfdimensionalen Fall die Homomorphismen d2
4,1(Z2m), d2

5,1(Z2m) und d2
5,2(Z2m), wel-

che allerdings ebenfalls nur für die 2-Torsion Probleme bereiten, und zwar für i = 4, 5, 6.

Dabei vermuten wir, daß d2
dimX,• (G) für alle G verschwindet. Jedenfalls gilt die Tabelle

19.2 für alle p ≥ 3 und unter den angegebenen Einschränkungen auch für Z:

Nach 19.21 ist für Primzahlen p oberhalb von n/2 neben dem freien Anteil auch

die p-Torsion von Hcld
•

(X ; Z) bestimmt. Wenn wir für die restlichen Primzahlen auch

keine geschlossene Formel angeben können, so läßt sich doch aus der Kenntnis von

E∞u,v(Zpm) für alle m ≥ 0 die p-Torsion der ganzzahligen Homologie Hcld
•

(X ; Z) durch

ein rekursives Verfahren in den fehlenden mittleren Graden zu bestimmen.

Wir erinnern daran, daß die p-Torsion von Hcld
k (X ; Z) mit TorsHcld

k (X ; Z(p)) über-

einstimmt. Wir nun rekursiv über k und m vor, wobei wir jeweils die Anzahl cmk der

zyklischen Summanden der p-Ordnung mindestens m von TorsHcld
k (X ; Z(p)) bestim-

men:
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19.36 Satz Für m = 1, . . . , m0 und festes k sei E∞k (Zpm) bekannt. Dann läßt sich cm0

k

rekursiv aus Hcld
k−1(X ; Z) berechnen.

Sind alle cmk bekannt, so ergibt sich die Gruppe TorsHcld
k (X ; Z(p)) unmittelbar!

Beweis Wir verwenden das universelle Koeffiziententheorem30)

0→ Hcld
k (X)⊗ Zpm → Hcld

k (X ; Zpm)→ Hcld
k−1(X) ∗ Zpm → 0 .

Damit gilt nach (19.22.2)

ek(m) : = logp #E∞k (Zpm) = logp #Hcld
k (X ; Zpm)

= logp #
(
Hcld
k (X ; Z)⊗Z Zpm

)
+ logp#

(
Hcld
k−1(X ; Z) ∗ Zpm

)
.

Andererseits ist

logp #
(
Hcld
k (X ; Z)⊗Z Zpm

)
= mbcldk (X ; Z) + (c1k−c

2
k) + 2(c2k−c

3
k) + . . .+m(cmk −0)

= mbcldk (X ; Z) +

m∑

i=1

cik

und entsprechend

logp#
(
Hcld
k−1(X ; Z) ∗ Zpm

)
= logp#

(
TorsHcld

k−1(X ; Z(p))⊗Z Zpm

)
=

m∑

i=1

cik−1 .

Damit folgt damit die gesuchte Formel

(19.36.1) cmk = ek(m)−mbcldk (X ; Z)−
∑m−1
i=1 (cik−1 + cik)− c

m
k−1 .

==============

Wir beenden diesen Paragraphen mit einer weiteren interessanten Anwendung der

Spektralsequenz (vgl. [Jo, Theorem 3.3.1]), die man als eine Verallgemeinerung des

Satzes von Jurkiewicz-Danilov betrachten kann:

19.37 Theorem Für jeden Fächer ∆ und jedes j existiert ein kanonischer Isomorphis-

mus zwischen der Chowgruppe Chj(X∆) und E2
j,j(X∆,Z).

30) Bezeichnet X eine torische Kompaktifizierung von X und setzt man A := X \ X, so
folgt der Satz wegen Hcld

k (X,G) ∼= Hk(X,A;G) sofort aus dem üblichen kovarianten relativen
universellen Koeffiziententheorem der Homologie.



20. Das g-Theorem

In diesem Paragraphen geht es um die Charakterisierung simplizialer Polytope P mit

Hilfe der zugehörigen projektiv algebraischen Varietät XP .

Für ein Polytop P bzw. den zugehörigen Fächer ∆P hatten wir aus dem f -Vektor

den (gleichwertigen) h-Vektor konstruiert. Es ist nützlich, eine weitere Umformulierung,

den g-Vektor, zur Verfügung zu haben. Mit h−1 := 0 setzt man

gj := gj(P ) := hj(P )− hj−1(P ) .

Damit ist g0 = h0 und hj =
∑
i≤j gi. Auf die Komponenten des g-Vektors haben wir

folgende Konstruktion anzuwenden:

Für zwei gegebene positive natürliche Zahlen a und j ist entweder a =
(
nj

j

)
, oder

es existieren eindeutig bestimmte natürliche Zahlen 1 ≤ ℓ ≤ nℓ < . . . < nj mit

a =

(
nj
j

)
+

(
nj−1

j − 1

)
+ . . .+

(
nℓ
ℓ

)
:

Man setze nj := max{m ∈ N; a ≥
(
m
j

)
} und fahre rekursiv mit

nj−k := max
{
m ∈ N; a ≥

(
nj
j

)
+ . . .+

(
nj−k+1

j − k + 1

)
+

(
m

j − k

)}

fort, bis man die gewünschte Gleichheit erhält. Dann heißt die Zahl

a〈j〉 :=

(
nj + 1

j + 1

)
+

(
nj−1 + 1

j

)
+ . . .+

(
nℓ + 1

ℓ+ 1

)

für a 6= 0 und 0〈j〉 := 0 die j-te Pseudopotenz von a. Beispielsweise ist

5〈1〉 = 15, 5〈2〉 = 7, 5〈3〉 = 6, 5〈4〉 = 6, 5〈5〉 = 5 .

Man nennt nun (in Anlehnung an Macaulay) einen Vektor (1, a1, . . . , aj) ∈ Nj+1 einen

M-Vektor, wenn gilt:

0 ≤ ai+1 ≤ a
〈i〉
i für i = 1, . . . , j − 1 .

Ein einfaches Beispiel ist etwa der Vektor (1, 3, 2) ∈ N3, das wir später verwenden

werden.
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Damit können wir mit der Bezeichnung ⌊t⌋ := max{a ∈ Z; a ≤ t} das auf eine Ver-

mutung von McMullen zurückgehende zentrale Resultat dieses Abschnittes formulieren:

20.1 g-Theorem Ein Vektor f = (f−1, . . . , fn−1) ∈ Nn+1 tritt genau dann als f -

Vektor eines n-dimensionalen simplizialen Polytops auf, wenn folgende Bedingungen

erfüllt sind:

1) hj = hn−j für j = 0, . . . , n.

2) (g0, . . . , g⌊n/2⌋) ist ein M-Vektor.

Die Existenz eines simplizialen Polytops zu einem solchen f -Vektor wurde von L.

Billera und C. Lee in [BiLe] mit Hilfe zyklischer Polytope gezeigt. Der erste Nachweis der

Notwendigkeit von Stanley in [St2] verwendete Hilfsmittel der algebraischen Geometrie,

die wir auch aus diesem Grunde zum Teil bereits vorbereitet haben. Inzwischen existiert

von McMullen unter Verwendung der Gewichtsalgebra ein rein kombinatorischer Beweis

(vgl. [McM]), auf den wir hier jedoch nicht eingehen wollen.

Der folgende Satz (vgl. [BruHe, Th. 4.2.10]) mag das auf den ersten Blick obskure

Auftreten der M-Vektoren verständlicher machen:

20.2 Satz von Macaulay Eine endliche Folge (1, . . . , aj) ∈ Nj+1 ist genau dann ein

M-Vektor, wenn über einem KörperK eine endlichdimensionale kommutative graduierte

Algebra R• =
⊕j

i=0R
i existiert, die vom homogenen Bestandteil R1 erzeugt wird und

für die ai = dimK R
i für alle i gilt.

Zum Beweis von 20.1 Wir wollen die Notwendigkeit der Bedingungen zu zeigen; für

das Hinreichen geben wir nur ein illustratives Beispiel an. Dazu sei P ein n-dimensionales

simpliziales Polytop; dann ist ∆ := ∆P polytopisch. Wir haben bereits in 18.10 die

Dehn-Sommerville-Gleichungen 1) verifiziert. Für 2) benutzen wir einen Quotienten der

kommutativen endlichdimensionalen graduierten Algebra H• (X), wobei wir rationale

Koeffizienten unterstellen. Gemäß 18.8 wird sie von H2(X) erzeugt und verschwindet

damit insbesondere in ungeraden Graden. In den Bezeichnungen des Beweises von Ko-

rollar 18.11 ist für j ≤ n+ 1 die Multiplikation

Hj−2(X)
µ(ω)
−→ Hj(X)

injektiv, also gilt für die endlichdimensionale kommutative graduierte Algebra

R• := H2• (X)/ωH2•−2(X)

nach 18.7

dimRj = dimH2j(X)/ωH2j−2(X) = b2j(∆)− b2j−2(∆) = hj(∆)− hj−1(∆) = gj(∆) .

Nach 20.2 ist also 2) erfüllt.

Abschließend wollen wir die Konstruktion von Billera-Lee mit Hilfe eines Beispiels

andeuten:
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20.3 Beispiel Es sei f = (f−1, . . . , fn−1) ∈ Nn+1 ein Vektor, für den der zugehörige

h-Vektor die Dehn-Sommerville-Gleichungen erfüllt und einen M-Vektor erzeugt. Dazu

beginnen wir mit dem zyklischen Polytop C := C(f0, n + 1) mit den Ecken vj . Man

stelle wie in Aufgabe 5.5 zu alle Facetten F von C, welche die Ecke vf0 enthalten, die

geordnete Matrix der Kennzahlen auf. Wählen wir als Beispiel

n = 5 und f = (1, 9, 32, 48, 55, 22) ,

also

h = (h0, . . . , h5) = (1, 4, 6, 6, 4, 1) und g = (g0, g1, g2) = (1, 3, 2)

und betrachten somit zunächst C = C(9, 6). Ersetzen wir in der Kennzahlmatrix in allen

Zweierblocks von Einsen, die nicht in der gleichen Position wie in der darüberstehenden

Zeile stehen, die erste 1 durch ein ⊗, so erhalten wir im Beispiel die ersten f0 Spalten

der folgenden Matrix:

v1 v2 v3 v4 v5 v6 v7 v8 v9 Marke Seite

0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 F1

0 0 ⊗ 1 0 1 1 1 1 1 F2

0 0 ⊗ 1 ⊗ 1 0 1 1 2 F3

0 ⊗ 1 0 0 1 1 1 1 1 F4

0 ⊗ 1 0 ⊗ 1 0 1 1 2 F5

0 ⊗ 1 ⊗ 1 0 0 1 1 2
⊗ 1 0 0 0 1 1 1 1 1 F6

⊗ 1 0 0 ⊗ 1 0 1 1 2
⊗ 1 0 ⊗ 1 0 0 1 1 2
⊗ 1 1 ⊗ 0 0 0 1 1 2

Zur Kennzahlmatrix werde nun eine Spalte mit der Anzahl der ⊗-Zeichen jeder Facet-

tenkennzahl als Marke hinzugefügt; im Beispiel also die Marken i = 0, 1, 2. Für jede

auftretende Marke i werden die ersten gi Seiten ausgewählt, welche diese Marke tra-

gen. Dann werden diese Seiten in der Reihenfolge des Auftretens durchnumeriert. Die

Kollektion F dieser Facetten erweist sich nun als eine simpliziale Zelle, die in der an-

gegebenen Reihenfolge schälbar ist. Die Symbole ⊗ in einer Facette kennzeichnen die

minimale Teilmenge von Ecken dieser Facette, die in keiner vorangehenden enthalten

ist. Ist i die Marke der Facette Fj , so trägt Fj damit einen Anteil 1 zu hn+1−i(F) bei.

Daraus läßt sich im Beispiel h(F) = (0, 0, 0, 0, g2, g1, g0) folgern. Weil F eine schälbare

Zelle ist, hat der Außenrand ∂F die Struktur einer simplizial zerlegten (n− 1)-Sphäre.

Daraus läßt sich

fi(F) = fi(∂F) für − 1 ≤ i ≤ ⌊n/2⌋ − 1

ableiten. Aus der Definition der hi in (18.5.0) ergibt sich durch Einsetzen

hn+1−i(F) = hn−i(∂F)− hn+1−i(∂F)
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und folglich

hn−i(∂F) = hn−i für i ≤ ⌊n/2⌋ .

Wendet man nun die Dehn-Sommerville-Gleichungen auf die n-Kugel an, welche von

der simplizial unterteilten Sphäre ∂F berandet wird, so erhält man die restlichen Kom-

ponenten des h-Vektors h(∂F) = (h0, . . . , hn).

Das gesuchte Polytop P soll nun so konstruiert werden, daß sein Rand zu ∂F kom-

binatorisch äquivalent ist. Man erhält es mit Hilfe einer Art geradliniger
”
Kreuzrip-

penwölbung“, die man auf ∂F an C ansetzt. Aus diesem Grund zeigt man: Die Ecken

vj von C lassen sich so wählen (Verschieben ändert die Kombinatorik nicht!), daß der

Komplex F genau der von einem geeigneten Punkt z außerhalb von C
”
sichtbare“ Teil

von C ist. Die konvexe Hülle Q von C und z wird dann von den nicht sichtbaren Facet-

ten F , i.e., F /∈ F, und einem Kegel über ∂F mit Spitze z erzeugt. Schneidet man Q mit

einer Hyperebene H mit z ∈ H>r und vj ∈ H
<r für alle j, so kann man P := Q∩H≥r

wählen.

C(4, 3) ∂F

C Q

Q ∩H = ∂F

zP

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

Figur 20.1 Zu Beispiel 20.3 für C = C(4, 3) mit F = {F1, F2}.



Anhang

Äquivariante Schnitthomologie
torischer Varietäten

nach einer Gastvorlesung von

Karl-Heinz Fieseler

Im Anhang wird das Ziel verfolgt, den Satz von Jurkiewicz-Danilov mit reellen Ko-

effizienten von der Klasse der simplizialen vollständigen Fächer auf eine allgemeinere

Situation zu erweitern. Dies ist auch für das Zusammenspiel zwischen f -Vektoren, h-

Vektoren und Bettizahlen von Interesse. Es seien drei Gesichtspunkte hervorgehoben:

1) Für nichtsimpliziale Varietäten spiegelt die Schnitthomologie geometrische Eigen-

schaften häufig besser wider als die gewöhnliche (singuläre oder simpliziale) Homo-

logie.

2) Auch wenn man sich vor allem für polytopische Fächer interessiert, ist es zumin-

dest aus technischen Gründen empfehlenswert, garbentheoretische Methoden als

eine wohlentwickelte Sprache zu verwenden, was die Einbeziehung nicht vollständi-

ger Fächer erzwingt; nicht die Bedingung
”
vollständig“, sondern die allgemeinere

”
äquivariant formal“ ist die dem Problem angepaßte. Beispielsweise sind auch affine

Fächer äquivariant formal.

3) Für diese Klasse von Fächern läßt sich die Schnitthomologie auf einfache formale

Weise aus der entsprechenden äquivarianten Theorie bezüglich der Toruswirkung

berechnen. Dabei hat die Prägarbe der äquivarianten Schnitthomologie im Vergleich

zu der der üblichen Schnitthomologie den entscheidenden Vorteil, eine Garbe auf

dem Fächerraum zu sein.

Die äquivariante Schnitthomologie läßt sich auf rein formalem Wege auf die Klas-

se der nichtrationalen Fächer erweitern, wodurch sich für nicht rationale äquivariant

formale Fächer umgekehrt eine
”
virtuelle“ Schnitthomologie einführen läßt. Als we-

sentliches, noch offenes Problem für die rekursive Berechnung von Schnittbettizahlen

nichtrationaler Fächer stellt sich die Frage nach einer kombinatorischen Version eines

harten Lefschetzsatzes, der nicht auf die Kategorie projektiv algebraischer Varietäten

rekurriert.

An den Anfang stellen wir eine genauere Analyse simplizialer Varietäten, deren

äquivariante Kohomologie uns als Ariadnefaden für die Untersuchung allgemeinerer

Fächer dienen soll.



21. Äquivariante Kohomologie simplizialer Varietäten

Wir beginnen mit einer Darstellung der äquivarianten Kohomologie von komplex-alge-

braischen T-Varietäten X gemäß der Borelkonstruktion. Wir werden dabei, wenn nicht

anders vermerkt, stets reelle Koeffizienten wählen. Für die allgemeine Theorie sei etwa

auf das einleitende Kapitel in [AlPu] verwiesen.

Es sei

C(∞) :=
{
(aj) ∈ C∞; fast alle aj = 0

}

versehen mit der Vektorraumtopologie mit einer Basis von Nullumgebungen in der Form

C(∞) ∩
∞∏

j=1

{aj ∈ C; |aj| < εj} für eine Folge (εj) in R>0. Bezüglich der kanonischen

Inklusionen Cj →֒ C(∞) ist dies gerade die Topologie eines induktiven Limes. Die kom-

ponentenweise skalare Multiplikation von C auf C(∞) induziert für festes n ∈ N eine

freie Operation von T = (C∗)n auf

(21.0) ET :=
(
C(∞) \ {0}

)n
.

21.1 Bemerkung Der topologische Raum ET ist zusammenziehbar.

Beweis Zunächst ist jede kompakte Teilmenge K in einem Bj := Cj \ {0} enthalten:

Andernfalls existierte ohne Einschränkung eine Punktfolge (aj)j∈N in K mit aj aus

Bj \ Bj−1. Sie bildet eine abgeschlossene Menge in ET, da sie mit jedem Bj einen

endlichen und damit abgeschlossenen Durchschnitt hat. Also definiert die Folge eine

unendliche diskrete abgeschlossene und damit kompakte Teilmenge in K, was nicht sein

kann. — Folglich verschwinden alle Homotopiegruppen πj(ET), denn jedes stetige Bild

einer j-Sphäre in ET liegt damit in einem Bm, und fürm > j ist dieses Bild nullhomotop.

Nach dem Satz von Whitehead [tD, III.4.19], angewandt auf eine konstante Abbildung

auf dem CW-Komplex ET, ist ET auf einen Punkt zusammenziehbar.

Konstruiert man analog IP∞ := lim
→

IPm, so wird aus ET durch Quotientenbildung

nach der Wirkung von T ein Bündel

(21.1.1) ET → BT := ( IP∞)n

mit Faser T, das ein T-Prinzipalbündel ist. Man nennt BT den
”
klassifizierenden Raum“

zu T und ET das
”
universelle T-Bündel“. Ist nun X eine komplex-algebraische Varietät

mit T-Wirkung, so erhält man vermittels der Übergangsfunktionen des Bündels ET→
BT aus dem Produkt mit der

”
getwisteten“ diagonalen T-Wirkung

T× (X × ET) → X × ET,
(
t, (x, y)

)
7→ (tx, t−1y)

als Bahnenraum das assoziierte Bündel

XT := X ×T ET → BT
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mit Faser X .

21.2 Definition Die Kohomologie

H•

T (X) := H•

T (X ; R) := H• (XT; R)

heißt die äquivariante (reellwertige) Kohomologie der T-Varietät X .

Für den Vektorraum V ∼= IRn bezeichnen wir mit

A• := S•

R(V ∗)

die reelle symmetrische Algebra über dem dualen Vektorraum V ∗, also die Polynom-

algebra R[T1, . . . , Tn], wobei T1, . . . , Tn eine Basis von V ∗ ist. Die Algebra ist graduiert,

jedes Tj habe definitionsgemäß den Grad 2, so daß Aodd verschwindet. Als abstrakte

Vektorräume sind A
•

und H• (BT) isomorph. Für spätere Anwendungen benötigen wir

folgende explizite Identifikation:

21.3 Lemma Es gibt einen kanonischen Isomorphismus graduierter R-Algebren

A• ∼= H• (BT) .

Beweis Die Wahl eines Isomorphismus N ∼= Zn liefert Isomorphismen

M ∼= Zn, T ∼= C∗
n
, BT ∼= ( IP∞)n, A2 ∼= M ⊗Z IR .

Die Algebra H• (BT) wird von H2(BT) erzeugt, die Algebra A• von A2. Für n = 1 ist

die Behauptung unmittelbar zu sehen: Dem Erzeugenden 1 ∈M = Z wird die komplexe

Gerade C versehen mit der skalaren Multiplikation zugeordnet, wodurch diese eine C∗-

Varietät wird. Zum Geradenbündel C→ pt gehört das Geradenbündel CT → ptT = BT.

Dies ist das tautologische Bündel L = lim
→
Lj auf IP∞, das aus den tautologischen

Bündeln Lj auf IPj entsteht. Damit ist die gesuchte explizite Abbildung A2 → H2(BT)

mit Hilfe der ersten Chernklasse durch die lineare Fortsetzung von 1 7→ L 7→ c1(L)

gegeben. — Für allgemeines n ist

H• (BT) ∼=
(
H• ( IP∞)

)⊗n
und A• ∼=

(
IR[T ]

)⊗n

nach der Künnethformel (12.7.1), woraus die Behauptung folgt.

Will man allerdings die Behauptung
”
kanonisch“ augenfälliger machen, so empfiehlt

sich der weniger anschauliche Weg, für festen Charakter χ ∈M eine T-Varietät Cχ als

die komplexe Gerade C mit der T-Wirkung

T× C→ C, (t, z) 7→ χ(t)z

zu definieren. Die erste Chernklasse c1(Lχ) des Geradenbündels Lχ := (Cχ)T über BT
ist dann das Bild von χ⊗ 1 in H• (BT).
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21.4 Beispiele 1) Für X = T ist TT = ET zusammenziehbar, und daher gilt

H•

T (T; R) = H• (ET; R) = R• ,

wobei R• der graduierte Vektorraum ist, der nur im Grad 0 von Null verschieden

und dort R ist. Damit übernimmt X = T in der äquivarianten Theorie sozusagen

die Rolle des Punktes in der üblichen Kohomologie.

2) Es sei X ein einpunktiger Raum pt, dann ist ptT = BT und

H•

T (pt) = H• (BT) = R[T1, . . . , Tn] ∼= A•

mit dem cup-Produkt ein Isomorphismus graduierter IR-Algebren, wobei die Unbe-

stimmten Ti vom Grad 2 sind. Insbesondere hat H•

T (pt) in unendlich vielen Graden

nicht verschwindende Terme.

3) Wirkt T trivial auf X , so ist XT
∼= BT×X , und die Künnethformel (13.2.1) liefert

H•

T (X) ∼= A• ⊗R H
• (X) .

4) Für n = 1 ist T = C∗ und A• = IR[T1] mit einer Unbestimmten vom Grad 2. Mit

der skalaren Multiplikation ist das Geradenbündel CT über IP∞ zur Basis homotop,

also gilt

H•

T (C) ∼= H• ( IP∞) ∼= IR[T1] .

5) Mit einer Zerlegung ( IP1)T = X1 ∪X2 für Xi
∼= CT und X1 ∩X2 = ET liefert die

exakte Mayer-Vietoris-Sequenz eine Struktur als A• = IR[T1]-Modul

H•

T ( IP1) ∼= IR⊕H≥2(X1)⊕H
≥2(X2) ∼= IR[T1, T3]/(T1T3) ∼= A• ⊕ T3A

• .

Aufgabe 21.1 Man berechne die äquivarianten Kohomologievektorräume für die torischen
Varietäten

C2, C × IP1, IP2
1, IP2

1 \ {(0, 0)} und IP2
1 \ {(0, 0), (∞,∞)} .

Wie sieht die jeweilige Struktur als H
•

T (BT)-Modul aus?

21.5 Bemerkung Die Abbildung XT → BT macht H•

T (X) = H• (XT) auf kanonische

Weise zu einem Modul über A• = H• (BT).

Im folgenden sei X = X∆ für einen Fächer ∆ ⊂ V ∼= IRn. Es seien weiter σ ⊂ V

ein d-dimensionaler N -Kegel und Tσ die Isotropiegruppe der abgeschlossenen Bahn

Bσ →֒ Xσ. Wir wählen einen komplementären Torus T′ mit T = Tσ × T′, so daß wir

gemäß (3.19.1) eine äquivariante Produktzerlegung Xσ = Zσ × T′ erhalten, wobei Zσ
bezüglich Vσ = linσ gebildet wird.

21.6 Lemma Es gibt eine kanonische Identifikation (graduierter) reeller Algebren

H•

T (Xσ) = H•

Tσ
(Zσ) = S• (V ∗σ ) .
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Beweis Der Produktzerlegung von T entsprechen Zerlegungen der Bündel

ET ∼= ETσ × ET′ und (Xσ)T
∼= (Zσ)Tσ

× ET′

über BT. Weil ET′ zusammenziehbar ist, folgt für die Kohomologie

H•

T (Xσ) = H•
(
(Xσ)T

)
= H•

(
(Zσ)Tσ

× ET′
)

= H•
(
(Zσ)Tσ

)
= H•

Tσ
(Zσ) .

Jedes v ∈ σ◦ ∩N definiert eine T-verträgliche Deformationsretraktion Zσ ≃ zσ auf den

Fixpunkt, und diese wiederum induziert eine Homotopie zwischen idZσ
und Zσ → zσ

(vgl. 21.4 2))

(Zσ)Tσ
≃ (zσ)Tσ

= BTσ .

Also erhält man

H•

Tσ
(Zσ) ∼= H• (BTσ) ∼= S• (V ∗σ ) .

Wir definieren nun allgemein für σ ∈ ∆ die Polynomalgebra31)

A•

σ := S• (V ∗σ ) ,

die wir auch als Algebra von Funktionen auf der Teilmenge σ von Vσ auffassen. Er-

sichtlich ist A•

σ = A• für σ ∈ ∆n. Wir erhalten mit 21.6 zur offenen Überdeckung

(Xσ)σ∈∆max von X∆ einen kanonischen Homomorphismus

(21.6.1)

H•

T (X∆) →
⊕

σ∈∆max

H•

T (Xσ)

y∼=

A• (∆) ⊂
⊕

σ∈∆max

A•

σ ,

wobei wir folgende Bezeichnung verwenden:

21.7 Definition Für einen Fächer ∆ bezeichne

A• (∆) :=
{
f : |∆| → R; ∀σ ∈ ∆ ∃fσ ∈ A

•

σ mit f |σ = fσ|σ
}

die Algebra der
”
∆-stückweise polynomialen Funktionen“ auf ∆.

Wir verwenden auch die Abkürzung A• (σ) für A•
(
S(σ)

)
= A•

σ. Mit den kanoni-

schen Einschränkungen ist die Prägarbe

Λ 7→ A• (Λ) für Λ ≺ ∆

eine Garbe auf dem Fächerraum ∆.

31) Der aufmerksame Leser wird A
•

σ nicht mit der affinen Algebra Sσ = C[Sσ] verwechseln.
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Wir wollen (21.6.1) zu einem kommutativen Diagramm ergänzen. Dazu betrachten

wir die Prägarbe

(21.6.2) H•

T : Λ 7→ H•

T (XΛ)

Für ihre Halme in den σ ∈ ∆ existieren nach 21.6 einschränkungsverträgliche graduierte

Homomorphismen

(H•

T )σ → A•

σ .

Damit liefert (21.6.1) einen Prägarbenhomomorphismus H•

T → A• , und A• ist die

assoziierte Garbe H•

T zur Prägarbe H•

T ; weiterhin ergänzt sich (21.6.1) kanonisch zu

einem kommutativen Diagramm.

21.8 Satz Für simpliziale Fächer ∆ ist der induzierte Homomorphismus

H•

T (X∆) → A• (∆)

ein Isomorphismus von A• -Algebren. Insbesondere verschwindet Hodd
T (X∆).

Beweis Der Fall eines affinen Fächers S(σ) wurde bereits im Lemma 21.6 behandelt.
Für eine Induktion über die Anzahl der Kegel in ∆ sei σ ∈ ∆max; ferner bezeichne
∆0 := ∆ \ {σ}. Auf die Zerlegung X∆ = X∆0

∪Xσ mit ∂0σ := ∆0 ∩S(σ) lassen sich
exakte Mayer-Vietoris-Sequenzen anwenden:

H
2q−1
T (X∂0σ) → H

2q
T (X∆) → H

2q
T (X∆0

) ⊕ H
2q
T (Xσ)

ψ
→ H

2q
T (X∂0σ) → H

2q+1
T (X∆)

yα
y∼=

y∼=

0 → A2q(∆) → A2q(∆0) ⊕ A2q(S(σ))
ϕ
→ A2q(∂0σ) .

Nach Induktionsvoraussetzung giltH2q−1
T (X∂0σ) = 0. Wenn ϕ surjektiv ist, dann gilt das

auch für ψ, so daß das zu untersuchende α nach dem Fünferlemma ein Isomorphismus

ist. Ferner verschwindet H2q+1
T (X∆), weil der in der oberen Sequenz des Diagrammes

folgende Term nach Induktionsvoraussetzung verschwindet. Damit folgt die Behauptung

leicht aus Lemma 21.9.

Für einen simplizialen Fächer ∆ ist damit die Prägarbe H•

T : Λ 7→ H•

T (XΛ) eine

Garbe auf dem Fächerraum ∆. Insbesondere ist dann der Homomorphismus (21.6.1)

injektiv.

21.9 Lemma Ist σ simplizial, so ist die Einschränkung A•
(
S(σ)

)
→ A• (∂σ) surjektiv.

Beweis Wir führen für einen induktiven Beweis exemplarisch den Fall n = 3 aus; ohne

Einschränkung sei σ = keg(e1, e2, e3) im IR3 mit Variablen T1, T2, T3. Ein gegebenes F

ausA• (∂σ) sei ohne Einschränkung homogen; es ist durch homogene f(T1, T2), g(T2, T3)

und h(T3, T1) beschreibbar mit der Kompatibilitätsbedingung

f(0, T2) = g(T2, 0), g(0, T3) = h(T3, 0), h(0, T1) = f(T1, 0) .
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Die homogene Funktion

rf (T1, T2) := f(T1, T2)− f(T1, 0)− f(0, T2)

verschwindet auf den Koordinatenebenen σ| ∩ {T1 = 0} und σ| ∩ {T2 = 0}. Mit

H(T1, T2, T3) := f(T1, 0) + g(T2, 0) + h(T3, 0) + rf + rg + rh

erhalten wir das gesuchte Urbild von F . — Für einen allgemeinen Beweis sei auf 24.12

verwiesen.

Der Beweis von 21.8 läßt eine rekursive Konstruktion weiterer Beispiele zu:

21.10 Korollar Der Fächer ∆0 entstehe aus ∆ durch Herausnahme eines Kegels σ,

für den σ ∩ |∆0| eine echte Seite von σ ist. Gilt H•

T (X∆0
) ∼= A• (∆0), so gilt auch

H•

T (X∆) ∼= A• (∆).

Beweis Man imitiert den Beweis von 21.8. Wieder ist im Mayer-Vietoris-Diagramm

nur zu zeigen, daß ϕ surjektiv ist. Ersichtlich ist nun bereits der Einschränkungshomo-

morphismus A• (σ)→ A• (σ ∩ |∆0|) surjektiv.

Auf diese Weise läßt sich auch ein dreidimensionales Beispiel angeben, in dem

H3
T(X∆) = IR

und damit der Homomorphismus H•

T (X∆)→ A• (∆) kein Isomorphismus ist:

21.11 Beispiel Es bezeichne ∆3 den von drei vertikalen Seiten des Würfels [−1, 1]3

im R3 erzeugten Fächer und σ den von der vierten Seite erzeugten Kegel. Rekursiv läßt

sich ∆3 mit 21.10 behandeln, ∆ := ∆3 ∪S(σ) jedoch nicht. Der Morphismus

A2(∆3)⊕A
2(σ) → A2(|∆3| ∩ σ)

∆3

σ

Figur 21.1 Beispiel für H
•

T (X∆) 6= A• (∆).
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hat einen eindimensionalen Kokern: Das Bild des Einschränkungshomomorphismus

A2(σ) → A2(σ ∩ |∆3|) besteht aus allen stückweise linearen Funktionen, für welche

die Wertedifferenz auf den beiden rechten oberen Ecken des Würfels mit der auf den

beiden rechten unteren Ecken übereinstimmt. Analog läßt sich für die Einschränkung

A2(∆3) → A
2(σ ∩ |∆3|) argumentieren, woraus die Behauptung folgt. Weil 21.10 auf

∆3 anwendbar ist, liefert das für ∆ aufgestellte kommutative Diagramm wie im Beweis

von 21.8 schließlich H3
T(X∆) = IR.

Aufgabe 21.2 Für einen beliebigen Fächer ∆ zeige man:

i) H1
T(X∆) = 0.

ii) H2
T(X∆) = A2(∆).

Aufgabe 21.3 Man zeige, daß ein Fächermorphismus ϕ: (∆′, N ′) → (∆, N) kanonisch folgen-
des kommutative Diagramm induziert:

H
•

T (X∆) → H
•

T (X∆′)

↓ ↓

A• (∆) → A• (∆′) .

Aufgabe 21.4 Der torische Morphismus f :X ′ → X zwischen simplizialen torischen Varietäten
besitze die Kurvenüberdeckungseigenschaft. Man zeige, daß der induzierte Homomorphismus
f• :H

•

T (X) → H
•

T′ (X
′) injektiv ist.

Den Satz von Jurkiewicz-Danilov kann man so interpretieren, daß für vollständige

simpliziale Fächer ein enger formaler Zusammenhang zwischen äquivarianter und ge-

wöhnlicher Kohomologie besteht. Dies gilt jedoch auch in anderen Fällen. Wir wollen

dies in 21.14 in einen allgemeineren Zusammenhang stellen, wofür wir das maximale

Ideal

mA• := A>0 = {p ∈ A• ; p(0) = 0}

von A• benötigen, das damit die Beziehung A•
/
mA• = IR• erfüllt.

Wir beschreiben dabei die Beziehung zwischen H• (BT), H• (X) und H•

T (X) mit

Hilfe eines
”
getwisteten Tensorproduktes“, das häufig einfacher als die sonst gerne be-

nutzte Leray-Serre-Spektralsequenz ist. Dabei orientieren wir uns an der Darstellung

in [AlPu, Example 2.5.4] mit reellen statt rationalen Koeffizienten und einer algebrai-

schen Operation des algebraischen Torus T = (C∗)n statt einer (S1)n-Wirkung: Für

eine algebraische T-Varietät X verwenden wir die differentielle graduierte reelle Alge-

bra A• = IR[T ] = IR[T1, . . . , Tn] mit trivialem Differential δT . Es sei (L• , δL) eine

weitere graduiert-kommutative (i.e,. ℓi · ℓj = (−1)ijℓj · ℓi) differentielle graduierte Alge-

bra mit Differential vom Grad 1. Dann heißt ein um ein A• -lineares Differential δ̃ vom

Grad 1 ergänztes Tensorprodukt von Algebren

(A• ⊗ IR L
• , δ̃) =: A• ⊗̃ IRL

•

ein getwistetes Tensorprodukt von A• und L• , wenn die von der kanonischen Projektion

A• → A• /mA• ∼= IR induzierte lineare Abbildung

β:A• ⊗ IR L
• → IR• ⊗ IR L

• ∼= L•
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ein Homomorphismus differentieller graduierter Algebren ist. Damit ist δ̃ durch die

Werte auf 1⊗ L• bestimmt; für ℓ ∈ L• ist somit

(21.12.0) δ̃(1⊗ ℓ) = 1⊗ ℓ+
∑

j

aj ⊗ ℓj mit aj ∈ mA•

eine Deformation von 1⊗ δL(ℓ).

Wir benutzen zunächst als differentielle graduierte Algebra L•

”
das“ Sullivansche

minimale Modell M(X) zu X , das wegen des Wegzusammenhanges von X existiert

und bis auf Isomorphie eindeutig ist (vgl. [AlPu, 2.2.6]), aber nicht funktoriell von X

abhängt. Zu ihm gehört ein Isomorphismus von Algebren

(21.12.1) H
(
M(X)

)
∼= H• (X) .

Nun läßt sich aberM(X) durch die ersichtlich einfachere differentielle graduierte Koho-

mologiealgebra H• (X) mit trivialem Differential ersetzen: Es existiert ein (bis auf Ko-

kettenhomotopie) kommutatives Diagramm differentieller graduierter A• -Moduln (vgl.

[AlPu, 2.5.1, insbesondere 2.5.4, sowie B.2.4])

(21.12.2)

A• → A• ⊗̃ IRH
• (X)

β
−−−−−→ H• (X)

↓ ↓ ↓

A• → A• ⊗̃ IRM(X)
α

−−−−−→ M(X)

mit Quasi-Isomorphismen in den Vertikalen. Die Homomorphismen α und β werden

von der kanonischen Projektion R[T ]→ R[T ]/(T ) ∼= R• induziert. Im Lichte von Punkt

1) des folgenden Lemmas wird der Homomorphismus β durch die Inklusion einer Fa-

ser X →֒ XT induziert; wegen des Wegzusammenhanges von BT sind je zwei Faser-

inklusionen homotop, so daß die induzierte Kohomologieabbildung von der Faserwahl

unabhängig ist. Durch die Bedingung δH• (X) = 0 ist im übrigen das getwistete Ten-

sorprodukt A• ⊗̃ IRH
• (X) bis auf Isomorphie graduierter differentieller A• -Moduln ein-

deutig, vgl. [AlPu, Aufgabe B.7 auf Seite 455].

21.12 Lemma 1) Es gibt einen Isomorphismus graduierter A• -Moduln

H•

T (X) ∼= H• (XT) ∼= H
(
A• ⊗̃ IRH

• (X)
)
.

2) Das Differential δ̃ = δ̃X auf A• ⊗̃RH
• (X) erfüllt

δ̃
(
A• ⊗̃RH

• (X)
)
⊂ mA• ⊗̃RH

• (X) .

3) Operiert T trivial auf X , so ist δ̃ = 0.

Beweis 1) folgt aus Diagramm (21.12.2), denn die Homologie von A• ⊗̃ IRM(X) ist als

A• -Modul isomorph zu der vonM(XT), vgl. [AlPu, 2.5.4].



§ 21 Äquivariante Kohomologie simplizialer Varietäten 251

2) Für 1⊗ℓ ∈ A•⊗H• (X) verschwindet δ̃0(1⊗ℓ) = 1⊗δH• (X)(ℓ) in der Darstellung

(21.12.0), also liegt δ̃(1⊗ ℓ) in mA• ⊗̃RH
• (X).

Aussage 3) folgt aus 1) und 21.4 3), da der Korandoperator eines Komplexes offen-

bar genau dann trivial ist, wenn der Komplex mit seiner Homologie übereinstimmt.

Das Differential δ̃X kann aber auch für nichttriviale T-Wirkungen verschwinden.

Das folgende Resultat präsentiert äquivalente Charakterisierungen dieses Falles:

21.13 Lemma Für eine algebraische Varietät X mit einer algebraischen T-Wirkung

und Fixpunktvarietät XT sind die folgenden Eigenschaften äquivalent:

1) Bettizahlbedingung:
∑

j b
j(X) =

∑
j b
j(XT).

2) Auf A• ⊗̃RH
• (X) ist δ̃ = 0.

3) Künnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A• -Moduln

H•

T (X) ∼= H• (BT)⊗R H
• (X) ∼= A• ⊗R H

• (X) .

4) Reduktionsbedingung: Eine (und damit jede) Faserinklusion X →֒ XT induziert

einen surjektiven (und damit bijektiven) Homomorphismus von R• -Algebren

H•

T (X) / mA•H•

T (X) ∼= H• (X) .

5) Freiheitsbedingung: Der A• -Modul H•

T (X) ist frei.32)

Beweis Für das multiplikative System S := A• \0 existiert nach dem Lokalisierungssatz

der äquivarianten Kohomologie (vgl. [AlPu, (3.1.6)]) ein Isomorphismus von S−1A• -

Vektorräumen

(21.13.1) S−1H•

T (X) ∼= S−1H•

T (XT) .

Weil die Lokalisierung nach S ein exakter Funktor ist, läßt sich dieser Isomorphismus

gemäß 21.12 1) in der Form

(21.13.1) H
(
S−1

(
A• ⊗̃ IRH

• (X)
))
∼= H

(
S−1

(
A• ⊗̃ IRH

• (XT)
))

schreiben. Da T auf XT trivial operiert, ist δ̃XT = 0, vgl. 21.12 3); also folgt weiter

(21.13.2)

H
(
S−1

(
A• ⊗̃ IRH

• (XT)
))

= S−1
(
A• ⊗ IR H

• (XT)
)

= (S−1A• )⊗ IR H
• (XT) .

”
2)⇒ 1)“ Aus δ̃X = 0 ergibt sich analog

H
(
S−1

(
A• ⊗̃ IRH

• (X)
))
∼= (S−1A• )⊗ IR H

• (X)

32) D.h. H
•

T (X) ist als A• -Modul von der Form
⊕

i,j(A
• [i])j.
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und daher mit (21.13.1) über dem Körper K• := S−1A• ein Isomorphismus von Vek-

torräumen K• ⊗RH
• (X) ∼= K• ⊗RH

• (XT). Mit dim IRH
• (X) = dimK• K• ⊗RH

• (X)

etc. resultiert daraus die Behauptung.

”
1) ⇒ 2)“ Für den endlich erzeugten freien A• -Modul A• ⊗̃ IRH

• (X) ist offensicht-

lich das Verschwinden von δ̃X äquivalent zu dem von S−1δ̃X . Damit genügt es, die

Gleichung

dimK• H•
(
K• ⊗̃ IRH

• (X)
)

= dimK• K• ⊗̃ IRH
• (X)

zu zeigen. Aus (21.13.1) folgt:

dim IRH
• (X) = dimK• K• ⊗̃ IRH

• (X) ≥ dimK• H•
(
K• ⊗̃ IRH

• (X)
)

= dimK•H•
(
K• ⊗̃ IRH

• (XT)
)

= dimK•K• ⊗̃ IRH
• (XT) = dim IRH

• (XT).

Nach Voraussetzung stimmen die beiden äußeren Terme dieser Abschätzung und damit

alle überein.

Die Inklusion
”
2) ⇒ 3)“ folgt unmittelbar aus Lemma 21.12.

Für
”
3)⇒ 4)“ tensoriert man die Künnethformel mit (A•/mA• ) über A• und erhält

H•

T (X) / mA•H•

T (X) ∼= (A•/mA• )⊗A•H•

T (X) ∼= (A•/mA• )⊗A•

(
A• ⊗R H

• (X)
)

∼= IR• ⊗ IR H
• (X) ∼= H• (X)

für die Struktur als A• -Modul. Es bleibt zu zeigen, daß vermöge der cup-Produkte ein

Isomorphismus von R-Algebren vorliegt. Dies folgt daraus, daß das Diagramm (21.12.2)

aus A• -Algebrahomomorphismen besteht und bei der Operation von A• auf H• (X)

das Ideal mA• nach Konstruktion von α trivial operiert, so daß sich eine Operation von

A•/mA• ∼= IR• ergibt.

”
4)⇒ 2)“ Ist δ̃ nicht die Nullabbildung, so gibt es ein Element 1⊗h ∈ A• ⊗̃ IRH

• (X)

mit homogenem h und δ̃(1⊗ h) 6= 0; zusätzlich sei h von minimalem Grad. In den Be-

zeichnungen von (21.12.2) gilt β(1⊗h) = h. Nun ist nach Voraussetzung die kanonische

AbbildungH(β):H•

T (X)→ H• (X) surjektiv, also existiert sogar ein β-Urbild von h, das

durch einen δ̃-Kozyklus repräsentiert wird; dieser läßt sich in der Form 1⊗h+
∑

j aj⊗hj
aus A• ⊗̃ IRH

• (X) mit homogenen aj ∈ mA• und hj ∈ H
• (X) schreiben. Damit haben

die hj einen kleineren Grad als h, also ist δ̃(aj ⊗ hj) = (aj ⊗ 1)δ̃(1⊗ hj) = 0 und somit

bereits 1⊗ h ein δ̃-Kozyklus!

Die Beziehung
”
3)⇒ 5)“ ist evident. Für

”
5)⇒ 2)“ verfizieren wir durch Induktion

über i33) δ̃|(
A•⊗τ≤iH• (X)

) = 0. Dies folgt für i = 0 aus

H0
T(X) ∼= R ∼= A0 ⊗R H

0(X) .

Es sei nun h1, . . . , hr eine homogene Basis des reellen Vektorraumes τ≤i−1H
• (X). Nach

Induktionsvoraussetzung ist δ̃(1 ⊗ hj) = 0 für j = 1, . . . , r. Wegen der A• -Linearität

33) Wir verwenden den
”
Trunkierungs“-Operator τ≤j(L

• ) := L≤j
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von δ̃ reicht es, δ̃(1 ⊗ h) = 0 für beliebiges h ∈ Hi(X) nachzuweisen. Gemäß 21.12 2)

existiert eine Darstellung

δ̃(1⊗ h) =

r∑

j=1

aj ⊗ hj , aj ∈ mA• .

Bezeichnen wir mit 1⊗ h1, . . . , 1⊗ hr die Klassen in Ker(δ̃)/ Im(δ̃) ∼= H•

T (X), so folgt

0 =
∑r
j=1 aj1⊗ hj . Für δ̃(1⊗ h) = 0 ist daraus aj = 0, j = 1, . . . , r abzuleiten. Dies ist

erfüllt, wenn das System 1⊗ h1, . . . , 1⊗ hr über A• linear unabhängig ist. Um letzteres

zu verifizieren, ergänzen wir 1⊗ h1, . . . , 1⊗ hr durch Elemente f1, . . . , fs zu einem Er-

zeugendensystem von Ker(δ̃)/ Im(δ̃) = H•

T (X) über A• , wobei die fj ∈ Ker(δ̃) homogen

vom Grad ≥ i seien. Wählt man aus diesem Erzeugendensystem ein minimales aus, so

darf aus Gradgründen keines der Elemente 1⊗ hj weggelassen werden. Da H•

T (X) ein

freier A• -Modul ist, muß das minimale homogene Erzeugendensystem eine Basis sein;

insbesondere ist die gesuchte lineare Unabhängigkeit gezeigt.

Für torische Varietäten ergibt sich damit folgendes Korollar:

21.14 Theorem Für eine torische Varietät X = X∆ sind die folgenden Eigenschaften

äquivalent:

1) Fixpunktbedingung: Die Zahl fn(∆) der n-Kegel von ∆ (und damit die Zahl der

Fixpunkte von X) ist
∑
j b
j(X).

2) Verschwindungsbedingung: Hodd(X) = 0.

3) Künnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A• -Moduln

H•

T (X) ∼= H• (BT)⊗R H
• (X) ∼= A• ⊗R H

• (X) .

4) Reduktionsbedingung: Eine (und damit jede) Faserinklusion X →֒ XT induziert

einen surjektiven (und damit bijektiven) Homomorphismus von graduierten R• -

Algebren

H•

T (X) / mA•H•

T (X) ∼= H• (X) .

5) Freiheitsbedingung: Der A• -Modul H•

T (X) ist frei.

Beweis Die Bedingungen von 21.14 sind, abgesehen zunächst von 2), zu den Bedin-

gungen mit gleicher Nummer aus 21.13 äquivalent. Dies ist evident für die letzten drei

Punkte; in 1) ist fn(∆) = e(XT) = b0(X
T) nach 13.4, da die Fixpunkte isoliert liegen,

so daß auch hier eine Äquivalenz vorliegt. Andererseits folgt aus Lemma 21.16:

∑
bj(X) ≥

∑
b2j(X)−

∑
b2j+1(X) = e(X) = e(XT) = b0(X

T) .

Daher ist Hodd(X) = 0 äquivalent zu
∑
bj(X) = b0(X

T) = fn(∆), also sind 1) und 2)

gleichwertig.

Damit können wir eine besonders interessante Klasse von Fächern bzw. torischen

Varietäten einführen:
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21.15 Definition Eine VarietätX∆ sowie der zugehörige Fächer ∆ heißen
”
äquivariant

formal“, wenn eine der Bedingungen von 21.14 erfüllt ist.

21.16 Lemma Für eine algebraische Varietät mit einer algebraischen T-Wirkung gilt

e(X) = e(XT) .

Beweis Wir führen auf der reellen Kohomologie folgende Z2-Graduierung ein:

H�(X) := Heven(X)⊕Hodd(X) .

Dazu gehört auf natürliche Weise eine Eulercharakteristik, nämlich dimHeven(X) −

dimHodd(X). Dann ist ersichtlich e(X) = e
(
H• (X)

)
= e

(
H�(X)

)
bezüglich der Di-

mensionen reeller Vektorräume. In analogen Bezeichnungen ist nach Definition A� =

A• , und somit existiert eine natürliche Z2-Graduierung auf A� ⊗H�(X). Für den ex-

akten Funktor
”
Lokalisierung nach S := A• \ {0}“ erhält man eine Z2-Graduierung auf

den Lokalisierungen. Weil die Eulercharakteristik eines endlich erzeugten Komplexes

mit der von dessen Homologie übereinstimmt, können wir weiterschließen:

e IR

(
H�(X)

)
= eA�

(
A� ⊗H�(X)

)
= eS−1A�

(
S−1

(
A� ⊗H�(X)

))

= eS−1A�

(
H�

(
S−1(A�⊗H�(X))

))
= eS−1A�

(
S−1H�

(
A�⊗H�(X)

))

Nach dem Lokalisierungssatz [AlPu, (3.1.6)] ändert sich der letzte Term nicht, wenn X

durch XT ersetzt wird, und für diesen Raum kann man natürlich die obigen Gleichungen

rückwärts verfolgen, so daß die Behauptung folgt.

Aufgabe 21.5 Für ein gerades j und alle geraden i ≤ j gelte Hi−1(X∆) = 0. Man zeige

H≤jT (X∆) ∼= τ≤j(A
• ⊗R H

• (X∆)) .

Für j = 2 und nicht entartetes ∆ ist die Voraussetzung stets erfüllt.

21.17 Bemerkung Der Modulisomorphismus aus 21.14 3) ist (bezüglich des cup-

Produktes auf H•

T (X∆)) in der Regel Isomorphismus von A• -Algebren. Denn die Alge-

bra H•

T (X∆) ist für simpliziales ∆ nach 21.8 eine Algebra von Funktionen und damit

reduziert, während die Algebra A• ⊗ H• (X) für n > 0 ein nichttriviales Nilradikal

A• ⊗H>0(X) hat.

Angesichts 21.8 ergibt sich mit 21.14 eine einfache Berechnungsmethode für die

Kohomologie simplizialer Fächer:

21.18 Korollar Ist ∆ simplizial und A• (∆) ein freier A• -Modul, so ist

H• (X∆) ∼= A• (∆)
/

mA•A• (∆) .

21.19 Beispiel Die Varietäten C und IP1 sind äquivariant formal: Es ist T = C∗ und

A• = IR[T1] mit einer Unbestimmten vom Grad 2. Für C sind die Bedingungen in Theo-

rem 21.14 aus 21.4 4) unmittelbar ablesbar. Entsprechend sind für IP1 die Bedingungen

1), 2) und 5) klar. Bedingung 3) bedeutet gerade einen IR[T1]-Modul Isomorphismus

IR[T1]⊗
(
IR[T2]/(T

2
2 )

)
∼= IR[T1, T2]/(T1T2) ,



§ 21 Äquivariante Kohomologie simplizialer Varietäten 255

während 4) ersichtlich aus mA• = T1 IR[T1] folgt.

Nicht nur über die Faserinklusion in 21.14 4), sondern auch über die kanonische

Projektion p:XT → BT läßt sich eine wichtige Eigenschaft torischer Varietäten charak-

terisieren:

Aufgabe 21.6 Man zeige mit Hilfe von (21.13.1), daß die torische Varietät X genau dann
Fixpunkte besitzt, wenn der kanonische Homomorphismus p• :H• (BT) → H

•

T (X) injektiv ist.

Die Konstruktion des Stanley-Reisner-Ringes in § 18 läßt sich für simpliziale Fächer

∆ zu einer Garbenkonstruktion auf dem Fächerraum ∆ erweitern. Für jeden Halbstrahl

ρj ∈ ∆1 fixiere man ein Erzeugendes vj ; für rationales ∆ sei das wie üblich ein primitiver

Gittervektor. Die folgende Argumentation führen wir für R = IR durch.34) Jedem vj
ordne man eine ∆-stückweise lineare Funktion χj mit

(21.21.0) χj(vi) := δij

auf |∆| zu. Das führt zu einem durch

ψ:Pk := R[ρ1, . . . , ρk] → A• (∆), ρj 7→ χj

bestimmten Algebrahomomorphismus; sein Kern enthält das Ideal

I(∆) := Pk ·
(
ρi1 · · ·ρiℓ ; keg(ρi1 , . . . , ρiℓ) /∈ ∆

)
:

Für ein Erzeugendes ρi1 · · ·ρiℓ und σ ∈ ∆ wähle man einen Index ij mit ρij ⊀ σ;

dann ist χij |σ = 0. Weiter existiert ein eindeutig bestimmter Homomorphismus von

A• -Algebren

ϕ:A• → Pk mit A2 ∋ h 7→
k∑

j=1

h(vj)ρj .

Damit wird Pk eine A• -Algebra. Wir verwenden folgende Eigenschaften von ψ und ϕ:

a) ψ ◦ ϕ ist die Einschränkungsabbildung h 7→ h||∆| auf A2 und damit auf ganz A• .

b) Für τ ∈ ∆ seien ρτ :=
∏
ρ∈τ1 ρ ∈ Pk und χτ := ψ(ρτ) ∈ A• (∆). Die Einschränkung

χτ |τ ∈ A
•

τ ist das Produkt der (bis auf einen Skalarfaktor eindeutigen) nichttrivialen

Linearformen aus A2
τ , die auf den Facetten von τ verschwinden.

21.20 Lemma Der induzierte Homomorphismus von A• -Algebren

(21.21.1) ψ : SR(∆) := IR[ρ1, . . . , ρk]/I(∆) → A• (∆)

ist ein Isomorphismus.

34) Ist der Hauptidealbereich R ein Unterring von Q und ∆ in naheliegendem Sinne R-regulär,
so läßt sie sich übertragen, wobei man die Algebra A• (∆) als die R-Algebra der stückweise
polynomialen, auf M ∩ |∆| R-wertigen Funktionen interpretiere.



256 Anhang Äquivariante Schnitthomologie torischerVarietäten

Beweis Wir führen Induktion über die Anzahl der Kegel in ∆. Die Behauptung ist

unmittelbar auf dem Unterfächer ∆≤1 einzusehen. Es sei nun τ ein maximaler Kegel

in ∆≥2, und für ∆0 := ∆ \ {τ} sei die Behauptung gezeigt. Einerseits ist der Ho-

momorphismus ψ:SR(∆) → A• (∆) surjektiv: Es sei f ∈ A• (∆). Dann gibt es laut

Induktionsvoraussetzung ein Element p ∈ Pk, sodaß ψ(p)||∆0| = f ||∆0|, i.e. ψ(p) − f

liegt in ker
(
A• (∆)→ A• (∆0)

)
. Nun gilt aber nach b)

ker
(
A• (∆)→ A• (∆0)

)
= ker

(
A• (τ)→ A• (∂τ)

)
= χτ · (A

• ||τ |) = χτ · (A
• ||∆|) .

Aus a) ergibt sich unmittelbar A• ||∆| ⊂ ψ(Pk) und damit auch f ∈ ψ(Pk). Für die

Injektivität andererseits müssen wir ker(ψ) = I(∆) zeigen. Wir wissen bereits

I(∆) ⊂ ker(ψ) ⊂ I(∆0) ,

wobei die zweite Inklusion aus der Induktionsvoraussetzung stammt. Nun ist aber

I(∆0) = I(∆) + (ρτ ) = I(∆)⊕ Pτρτ

mit der Unteralgebra Pτ := IR[ρj; ρj∈τ
1]. Die Funktionen ψ(ρ) für ρ ∈ τ1 sind alge-

braisch unabhängig, da ihre Einschränkungen auf τ eine Basis von A2
τ bilden. Also ist

ψ|Pτρτ
injektiv, und es folgt unmittelbar ker(ψ) = I(∆).

In Anbetracht von Satz 21.8 ist damit für rationales simpliziales ∆ die äquivariante

Kohomologie H•

T (X∆) eine kombinatorische Invariante.

Der Homomorphismus (21.21.1) ist offensichtlich mit der Einschränkung auf Un-

terfächer verträglich, so daß eine Prägarbe ∆SR von A• -Algebren auf ∆ resultiert.

Mit ∆A
• ist die Prägarbe ∆SR eine Garbe, die man als die Stanley-Reisner-Garbe des

simplizialen Fächerraumes ∆ bezeichnen könnte.

Als nächstes soll für einen Vergleich mit den Chowgruppen der Isomorphismus

(18.8.3) verallgemeinert werden; dabei sei der simpliziale Fächer ∆ volldimensional er-

zeugt, so daß M mit einem Untervektorraum von A• (∆) identifiziert werden kann.

Zunächst existiert in Analogie zu (18.8.1) vermöge der Poincarédualität ein Homomor-

phismus

Chj(X ; R) = Chn−j(X ; R) → Hcld
2(n−j)(X ; R) ∼= H2j(X ; R) ,

der jedoch nicht notwendig bijektiv ist (vgl. Aufgabe 21.8, aber auch 22.6). Wie in

(18.8.2) erhalten wir einen Algebrahomomorphimus

R[ρ1, . . . , ρk]→ Ch• (X ; R)→ H• (X) mit ρi 7→ Di 7→ P−1
2n−2(Di) .

Nach 17.14 ist die erste Abbildung surjektiv. Im Kern liegt das von I(∆) und J ∼= M

erzeugte Ideal, was einen Algebrahomomorphismus

(21.21.2) SR(∆)/(M)→→ Ch• (X ; R)→ H• (X)
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liefert. In 22.6 kommen wir auf ihn zurück.

21.21 Beispiele 1) Jeder vollständige simpliziale Fächer ist äquivariant formal.

2) Der Seitenfächer S(σ) zu einem volldimensionalen Kegel σ ist äquivariant formal.

3) Der projektive Kegel über einer projektiven äquivariant formalen torischen Varietät

ist äquivariant formal, in der Regel aber nicht simplizial.

4) Ein Beispiel einer vollständigen, aber nicht äquivariant formalen Varietät findet

sich erstmals in Dimension 3.

Beweis 1) Nach 18.8 hat X∆ für vollständiges simpliziales ∆ keine Kohomologie in

ungeraden Dimensionen.

2) Gemäß 12.4 ist Xσ zusammenziehbar und hat somit keine Kohomologie in posi-

tiven Dimensionen.

3) Ist Z →֒ IPn = V ( IPn+1; zn+1) →֒ IPn+1 eine algebraische Untervarietät und X

der projektive Kegel in IPn+1 mit Spitze [0, . . . , 0, 1], so gilt H̃j(X ; Z) ∼= Hj−2(Z; Z).

4) Für kompakte dreidimensionale torische Varietäten X∆ wird in [BaBrFiKp, 3.6]

gezeigt:

b3(X) = b2(X)− f3(∆) + f1(∆)− 1 .

Dazu wird ein dreidimensionales Dreiecksprisma angegeben, das eine torische Varietät

mit b3(X∆) = 1 erzeugt.

Wir wollen nunmehr die Einschränkung auf volldimensional erzeugte Fächer be-

gründen:

21.22 Satz Ein äquivariant formaler simplizialer Fächer ist volldimensional erzeugt.

Da freie Moduln torsionsfrei sind, ergibt sich der Satz unmittelbar aus dem folgen-

den Resultat:

21.23 Lemma Ein simplizialer Fächer ∆ ist genau dann volldimensional erzeugt, wenn

H•

T (X∆) = A• (∆) ein torsionsfreier A• -Modul ist.

Beweis Da die Prägarbe H•

T für simpliziales ∆ eine Garbe ist, erhalten wir für volldi-

mensional erzeugtes ∆ aus (21.6.1) eine Inklusion

H•

T (X∆) ⊂
⊕

σ∈∆n

A•

σ .

Für σ ∈ ∆n ist A•

σ = A• , also ist H•

T (X∆) als Untermodul eines freien A• -Moduls

torsionsfrei. — Ist andererseits σ ∈ ∆max niederdimensional, so genügt es, eine Klasse

0 6= f ∈ H•

T (Xσ) = A• (σ) mit f |∂σ = 0 zu finden. Denn dann läßt sich f durch 0 zu einer

Funktion ausA• (∆) = H•

T (X∆) fortsetzen und liefert ein nichttriviales Torsionselement:

Wenn man f mit einer beliebigen linearen Funktion aus A2 multipliziert, die auf σ

verschwindet, so erhält man die Nullfunktion. Man findet so ein f wie folgt: Für jede

Facette τ von σ sei 0 6= ℓτ ∈ A
•

σ mit ℓτ |τ = 0. Dann verschwindet 0 6= h :=
∏
τ≺1σ

ℓτ ∈

A•

σ auf dem Rand von σ.
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Nicht jeder volldimensional erzeugte zweidimensionale Fächer ist äquivariant for-

mal:

Aufgabe 21.7 Es seien σ1, σ2 reguläre 2-Kegel im IR2, die sich nur im Nullpunkt schneiden.
Man zeige, daß ∆ := S(σ1, σ2) nicht äquivariant formal ist, weil H3(X∆) nicht verschwindet.

v2

v3 v1

v4

∆1

v2

v3 v1

v4

∆2

v2

v3 v1

v4
∆3

v2

v1

∆4

Figur 21.2 Die Fächer der Aufgabe 21.8.

Aufgabe 21.8 Für die vier in Figur 21.2 dargestellten Fächer ∆ bestimme man X∆ sowie

RS(∆), A• (∆), RS(∆)/(M), H
•

T (X∆), H• (X∆) und hj(∆) =

2∑

i=j

(−1)i−j
(
i

j

)
f2−j(

◦
∆) .



22. Äquivariant formale simpliziale Fächer

Für die Anwendungen von Satz 21.14 ist es nun entscheidend zu klären, wann A• (∆),

und damit im simplizialen Fall H•

T (X∆), ein freier A• -Modul ist. Technisches Hilfsmittel

wird ein geeigneter, von ∆ abhängiger Komplex werden, dessen relative Version für

volldimensional erzeugtes ∆ die Lösung bringt.

Wir führen in Analogie zu § 19 für beliebiges ∆ einen Kokettenkomplex (C• (∆), δ• )

für den kontravarianten Funktor ∆A
• auf folgende Weise ein:

22.1 Definition Für einen (nicht notwendig simplizialen) Fächer ∆ in V und i ≥ 0

sei

Ci(∆) :=
⊕

σ∈∆n−i

A•

σ ;

mit dem Differential

δi:Ci(∆) → Ci+1(∆), (fσ)σ∈∆n−i 7→
( ∑

τ≺1σ

orστ fσ|τ
)
τ∈∆n−i−1 .

Für vollständiges ∆ kann man den Komplex C• (∆) offensichtlich durch die kano-

nische Abbildung

(22.1) A• (∆) →֒ H0(∆) := Ker(δ0) ⊂ C0(∆)

augmentieren, da jeder (n−1)-dimensionale Kegel in genau zwei n-dimensionalen Kegeln

enthalten ist; die zugehörigen Orientierungskoeffizienten haben verschiedene Vorzeichen.

Nach Übergang zu einem relativen Komplex ist das allgemeiner möglich. Wir führen

dazu für volldimensional erzeugtes ∆ den Randfächer

∂∆ := S{τ ∈ ∆n−1; τ ≺1 σ für genau ein σ ∈ ∆}

von ∆ ein. Nach Konstruktion ist C0(∂∆) = 0. Wir definieren

C• (∆, ∂∆) := C• (∆)/C• (∂∆)

mit dem induzierten Differential, das wir wieder mit δi bezeichnen. Der Komplex läßt

sich durch C̃−1(∆, ∂∆) := A• (∆) und

δ−1:A• (∆) →֒ C0(∆) = C0(∆, ∂∆)

augmentieren zu einem Komplex (C̃• (∆, ∂∆), δ• ). Mit Hilfe der Teilmenge

◦

∆ := ∆ \ ∂∆ ,
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dem
”
Inneren“ von ∆, erhält man die Beschreibung

Ci(∆, ∂∆) =
⊕

σ∈(
◦

∆)n−i

A•

σ .

Nennen wir nun den Komplex C• (∆, ∂∆) azyklisch, wenn der augmentierte Kom-

plex C̃• (∆, ∂∆) exakt ist, also verschwindende Kohomologie H•
(
C̃(∆, ∂∆)

)
hat.

Das wesentliche Ergebnis dieses Paragraphen lautet damit:

22.2 Theorem Der A• -Modul A• (∆) ist für volldimensional erzeugtes ∆ genau dann

frei, wenn der Komplex C• (∆, ∂∆) azyklisch ist.

Beweis Wir zeigen hier nur, daß aus der Azyklizität die Freiheit folgt; für die Umkeh-

rung sei auf [BaBrFiKa5, 4.3] verwiesen. Setzen wir abkürzend Ci := C̃i(∆, ∂∆), so gilt

nach Voraussetzung für jedes j

Ker δj = Ij := Im δj−1 ⊂ Cj .

Die Behauptung lautet damit, daß A• (∆) = I0 ein freier A• -Modul ist. Dazu ist nach

Lemma 22.4 nur TorA
•

1 (I0, IR) = 0 zu verifizieren. Wir zeigen also durch fallende In-

duktion über j

(22.2.1) TorA
•

i (Ij, IR) = 0 für alle i > j .

Der Induktionsanfang j = n + 1 ergibt sich aus In+1 = 0. Für den Induktionsschritt

”
j + 1⇒ j“ betrachten wir die exakte Sequenz

0 → Ij → Cj → Ij+1 → 0 .

Aus der zugehörigen langen exakten Tor-Sequenz verwenden wir den Ausschnitt

. . . → TorA
•

i+1(I
j+1; IR) → TorA

•

i (Ij; IR) → TorA
•

i (Cj ; IR) → . . . .

Zunächst verschwindet nach 22.3

TorA
•

i (Cj ; IR) ∼=
⊕

σ∈(
◦

∆)n−j

TorA
•

i (Aσ; IR) ∼=
⊕

σ∈(
◦

∆)n−j

i∧
(V ⊥σ )

für i > j = dimV ⊥σ . Nach Induktionsvoraussetzung verschwindet ferner TorA
•

i+1(I
j+1; IR)

für i > j und damit auch TorA
•

i (Ij ; IR).

In den folgenden Resultaten identifizieren wir IR mit dem A• -Modul A•/mA• .

22.3 Lemma Es existiert ein Isomorphismus TorA
•

i (Aσ; IR) ∼=
∧i

(V ⊥σ ) von reellen

Vektorräumen.
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Beweis Der Isomorphismus ergibt sich aus dem Koszulkomplex zum A• -Modul A• ·V ⊥σ :

Man fixiere eine Basis T1, . . . , Tr von V ⊥σ und bezeichne für j = 1, . . . , r mit Kj den

Komplex

0 → Kj
1 := A•Tj →֒ Kj

0 := A• → 0 .

Dann ist der
”
Koszulkomplex“ K := K1⊗A• . . .⊗A• Kr mit der kanonischen Surjektion

K0 ∼= A• →→ A•

σ eine freie Auflösung des A• -Moduls A•

σ. Tensoriert man diese mit dem

A• -Modul R = A•/mA• , so entsteht nach Konstruktion ein Komplex mit trivialem

Differential. Also ist dessen Homologie TorA
•

i (Aσ; IR) isomorph zu Ki ⊗A• R. Für ν

aus {0, 1}r sei T⊗ν := T ν11 ⊗ . . . ⊗ T
νr
r ∈ Ki. Hingegen sei T∧ν das Teilprodukt von

T ν11 ∧ . . .∧T
νr
r , in dem alle Faktoren mit νj = 0 fortgelassen wurden. Dann erhalten wir

für jedes i einen kanonischen Isomorphismus reeller Vektorräume

Ki ⊗A• R ∼=

i∧
(V ⊥σ ), T⊗ν ⊗ 1 7→ T∧ν für |ν| = i .

22.4 Lemma Es sei M • ein (positiv) graduierter A• -Modul.

1) Genau dann ist M • = 0, wenn M • ⊗A• IR = 0 gilt.

2) Genau dann ist M • ein freier A• -Modul., wenn TorA
•

1 (M • , IR) = 0 gilt.

Beweis 1) Aus der Exaktheit der Sequenz M •⊗A• m→M •⊗A• A• →M •⊗A• IR = 0

folgt mM • = M • , was wegen der Beziehung mM • ⊂M •+2 nur für M • = 0 möglich ist.

2) Der graduierte reelle Vektorraum M • ⊗A• IR hat eine Basis B aus homogenen

Elementen der Form m ⊗ 1. Es sei L der graduierte freie A• -Modul A• (B) zu dieser

Basis. Die kanonische Abbildung B →M • , m⊗ 1 7→ m definiert einen A-Modul Homo-

morphismus ψ:L→M • , für den ψ⊗ id IR nach Konstruktion ein Isomorphismus ist. Es

genügt nun zu zeigen, daß ψ ein Isomorphismus ist. Dazu betrachten wir die kanonische

exakte Sequenz mit Kern und Kokern von ψ:

(22.4.1) 0 → K → L
ψ
→ M • → C → 0 ,

woraus zunächst eine exakte Sequenz L⊗A• IR→M •⊗A• IR→ C⊗A• IR→ 0 entsteht,

deren erster Homomorphismus ein Isomorphismus ist. Also verschwindet C ⊗A• IR und

damit nach 1) auch C. Aus der modifizierten Sequenz (22.4.1) ergibt sich damit eine

exakte Sequenz

(22.4.2) 0 = TorA
•

1 (M • , IR)→ K ⊗A• IR→ L⊗A• IR
∼=
→M ⊗A• IR→ 0 .

Folglich verschwindet K ⊗A• IR und nach 1) damit auch K.

Eine unmittelbare Konsequenz werden wir in § 24 benötigen:

Aufgabe 22.1 Es sei ϕ:M• → L• ein Homomorphismus von endlich erzeugten (graduierten)
A• -Moduln mit dem Restklassenhomomorphismus reeller Vektorräume M := M/mA•M etc.

ϕ:M• → L• .



262 Anhang Äquivariante Schnitthomologie torischerVarietäten

i) Genau dann ist ϕ surjektiv, wenn dies für ϕ gilt. Insbesondere folgt für m1, . . . ,mr aus
M• : Erzeugen die Restklassen m1, . . . ,mr den Vektorraum M• über dem Körper A• , so
erzeugen sie den Modul M• über A• .

ii) Ist M• ein freier A• -Modul, so kommt jeder Homomorphismus ψ:M• → L• graduierter
Vektorräume von einem Homomorphismus von A• -Moduln ϕ:M• → L• .

iii) Ist L• ein freier A• -Modul, so ist ϕ genau dann ein Isomorphismus, wenn dies auf ϕ
zutrifft.

Für die Berechnung der Bettizahlen bj(X∆) verwenden wir die
”
Poincaréreihe von

A• (∆)“ genannte formale Potenzreihe

PA• (∆) :=
∞∑

j=0

dimA2j(∆) · T 2j ∈ N[[T ]] .

Schreiben wir kurz P∆ := PX∆
für das Poincarépolynom von X∆, so gilt mit den Zahlen

fj(
◦

∆) := #(
◦

∆)j:

22.5 Satz Ist ∆ simplizial und A• (∆) ein freier A• -Modul, so gilt

1) PA• (∆) = (1− T 2)−nP∆ .

2) P∆ =
n∑

i=0

fn−i(
◦

∆)(T 2 − 1)i .

Insbesondere berechnen sich die Bettizahlen von X∆ als

b2j(X∆) =
n∑

i=j

(−1)i−j
(
i

j

)
fn−i(

◦
∆) und b2j+1(X∆) = 0 .

Beweis Nach 21.14 ist A• (∆) = A• ⊗ IRH
• (X∆); die Poincaréreihe von A• ist gerade

1/(1− T 2)n, und daraus folgt 1). — Nach 21.23 ist ∆ volldimensional erzeugt. Da der

augmentierte Komplex C̃• (∆, ∂∆) nach 22.2 exakt ist, gilt

PA• (∆) =

n∑

j=0

(−1)jPj ,

wobei Pj für j ≥ 0 die Poincaréreihe von

Cj(∆, ∂∆) =
⊕

σ∈(
◦

∆)n−j

A•

σ
∼=

(
S(( IRn−j)∗)

)fn−j(
◦

∆)

bezeichne. Ersichtlich ist Pj = fn−j(
◦
∆)/(1−T 2)n−j ; Einsetzen in 1) liefert die Formel 2),

während sich die Bettizahlen wie in 13.10 wieder durch formales Umrechnen ergeben.

Satz 22.5 verallgemeinert damit 13.10 auf simpliziale Fächer mit freiem A• (∆); der

Beweis vermeidet den Rückgriff auf die Schnitthomologie vollständig! Ferner erhalten

wir folgende Verallgemeinerung des Satzes von Jurkiewicz-Danilov:
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22.6 Korollar Für rationales äquivariant formales simpliziales ∆ existieren kanonische

Isomorphismen reeller Algebren

SR(∆)/(M) ∼= Ch• (X∆; IR) ∼= H• (X∆) .

Beweis Für den kanonischen Algebrahomomorphismus

SR(∆)/(M) →→ Ch• (X ; R) → H• (X∆)

aus (21.21.2) genügt es ersichtlich zu zeigen, daß ein Isomorphismus der äußeren Terme

vorliegt. Unter dem Isomorphismus R[∆1]/I(∆) ∼= A• (∆) gemäß (21.21.1) entsprechen

sich die Untermoduln M ·R[∆1]/I(∆) und mA•H•

T (X∆), so daß aus 21.14 die Behaup-

tung folgt, weil X∆ äquivariant formal ist.

22.7 Korollar Für rationale simpliziale äquivariant formale Fächer ∆ ist das Poin-

carépolynom P∆ eine kombinatorische Invariante.

Dies bedeutet nicht, daß auch die Kohomologiealgebren kombinatorische Invarian-

ten seien! In [Fei, Ex. 4.1] werden eine simpliziale Unterteilung eines Dreiecksprismas

und ein (kombinatorisch äquivalentes) Oktaeder angegeben, deren zugehörige torische

Varietäten nicht isomorphe reelle Kohomologiealgebren haben. In der Darstellung der

Kohomologie gemäß 21.14 hängt die Wirkung von mA• auf H•

T (X∆) bei fixiertem Gitter

N in der Tat von der Wahl der Kantenvektoren v1, . . . , vk ab.

Anders ist die Situation allerdings für zweidimensionale vollständige Fächer (vgl.

[Fei, 3.7]): Mit Hilfe des Ideals

I0 := IR[u1, . . . , ud−2] ·
{
u2

1 + u2
ℓ , uiuj ; 2 ≤ ℓ ≤ d− 2, 1 ≤ i < j ≤ d− 2

}

für Unbestimmte u1, . . . , ud−2 existiert ein Isomorphismus reeller Algebren:

H• (X∆; IR) ∼= IR[u1, . . . , ud−2]
/
I0 .

Damit hängt die Multiplikation bis auf Isomorphie nur vom Rang und der Signatur der

durch das Cupprodukt auf H2(X∆; IR) definierten Bilinearform ab. Geht man jedoch zu

rationalen Koeffienten über, dann wird selbst diese Behauptung falsch (vgl. [Fei, 3.8]):

Zu IP1 × IP1 gehört die rationale Kohomologiealgebra Q[u1, u2]/(u1u2, u
2
1 + u2

2). Eine

einfache Rechnung zeigt, daß zum kombinatorisch äquivalenten vollständigen Fächer

mit den Kanten v1 := e1, v2 := e2, v3 := v2 − v1, v4 := −v1 − v2 eine torische Varietät

gehört, deren rationale Kohomologiealgebra Q[u1, u2]/(u1u2, u
2
1 + 2u2

2) nicht zu der von

IP1 × IP1 äquivalent ist.

In [Fis] wird dagegen nachgewiesen, daß auf einer regulären vollständigen zweidi-

mensionalen torischen Varietät sogar der ganzzahlige Kohomologiering kombinatorisch

bestimmt ist.

Im nichtsimplizialen Fall ist die Invarianz ab Dimension drei nicht mehr garantiert:

Der kleinstmögliche vollständige Fächer eines Gegenbeispiels ist durch ein dreidimen-

sionales Dreiecksprisma aufgespannt; bei einer
”
Deformation“ des zugehörigen Fächers

kann die Bettizahl b2(X∆) zwischen 0 und 1 springen (vgl. 21.21 4)).
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Üblicherweise wird eine Garbe G mit Hilfe einer Prägarbe auf der Kategorie aller of-

fenen Teilmengen des betrachteten Grundraumes (mit den Inklusionen als Morphismen)

definiert. Es reicht jedoch, die Prägarbe auf einer Basis offener Mengen B vorzuschrei-

ben, wobei zwei Elemente der Prägarbe gleich sein mögen, wenn sie lokal gleich sind.

Für ein beliebiges U◦⊂X schreibe man U =
⋃
Ui über alle Ui ∈ B mit Ui ⊂ B und

definiere

G(U) := {(fi)i∈I ; fi|Uij
= fj|Uij

∀i, j ∈ I} .

Damit erhält man kanonisch eine Garbe, vgl. Aufgabe 9.8.

Dies erweist sich als besonders bequem für Garben auf einem Fächerraum ∆. Die

Menge aller affinen Fächer S(σ) für σ ∈ ∆ bildet (bis auf die leere Menge) eine Basis der

Topologie des Fächerraumes ∆, und S(σ) ist jeweils eine minimale Umgebung von σ, vgl.

Aufgabe 4.7. Damit erfüllt jeder kontravariante Funktor G auf der Menge aller affinen

Teilfächer S(σ) von ∆ mit Werten in der Kategorie reeller Vektorräume automatisch

das Garbenaxiom der Injektivität und bestimmt darüber hinaus wie angegeben G(Λ)

für jedes Λ ≺ ∆. Insbesondere ergibt sich für die Halme

Gσ = G(σ) .

22.8 Beispiele Es sei ∆ ein beliebiger Fächer.

1) Die Zuordnung

A• := ∆A
• : σ 7→ A•

σ für σ ∈ ∆

ist eine Garbe auf ∆; es gilt in Übereinstimmung mit 21.7

A• (∆) ∼=
{
f : |∆| → IR; f ist stückweise polynomial

}
.

2) Für σ ∈ ∆ werde die
”
charakteristische Garbe“ Iσ von σ auf ∆ durch

τ 7→ Iσ(τ) :=
{

IR, falls τ ≻ σ
0 sonst

definiert. Ihr Träger ist Stern(σ) = {τ ∈ ∆; σ ≺ τ}.

22.9 Definition Eine Garbe G auf einem topologischen Raum T heißt welk, wenn für

jedes U◦⊂T die Einschränkung G(T )→ G(U) surjektiv ist.

22.10 Bemerkung Eine Garbe G auf ∆ ist genau dann welk, wenn jede Einschränkung

G(σ) → G(∂σ) surjektiv ist.

Ist nämlich diese Bedingung erfüllt, so kann man für einen Teilfächer Λ von ∆ einen

Schnitt aus G(Λ) rekursiv auf alle Λ ∪ ∆≤j fortsetzen; mit j = n ist die Behauptung

gezeigt.

22.11 Beispiele 1) Die Garbe ∆A
• ist genau dann welk, wenn ∆ simplizial ist.

2) Für jedes σ ∈ ∆ ist die Garbe Iσ welk.
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Beweis 1) Nach 21.9 ist A• (σ) → A• (∂σ) für simpliziales σ surjektiv. Wenn σ nicht

simplizial ist, dann hat man durch die zu große Kantenzahl mehr Freiheitsgrade als ein

Polynom erfüllen kann: Ohne Einschränkung sei σ = keg(v1, . . . , vn, vn+1, . . .) mit einer

Basis (v1, . . . , vn) von V . Dann ist jedes ℓ ∈ A2(σ) bereits durch die Werte ℓ(vi) für

i = 1, . . . , n bestimmt.

2) Es sei s ∈ Iσ(∂τ). Ist τ /∈ Sternσ oder τ = σ, so ist notwendig s(τ) := 0 zu set-

zen. Andernfalls ist σ eine echte Seite von τ und s(τ) := s(σ) die richtige Fortsetzung.

Zu einer allgemeinen Garbe (reeller Vektorräume) G auf ∆ definieren wir einen

Kokettenkomplex

Cj(∆;G) :=
⊕

σ∈∆n−j

G(σ) ,

was den Komplex Cj(∆) = Cj(∆;A• ) aus 22.1 verallgemeinert; das Differential δ sei

formal analog gebildet. Setzt man für einen Teilfächer Λ ≺ ∆

(22.11.1) C• (∆,Λ;G) := C• (∆;G)/C• (Λ;G) ,

so erhält man Kohomologiegruppen

(22.11.2) Hj(∆,Λ;G) := Hj
(
C• (∆,Λ;G)

)
.

Wieder betrachten wir einen augmentierten Komplex

(22.11.3) 0 → G(∆) → C0(∆, ∂∆;G)
δ0
→ . . . ,

den wir mit C̃• (∆, ∂∆;G) bezeichnen; wie üblich nennen wir G eine
”
azyklische Garbe“

(genauer: azyklisch auf (∆, ∂∆)), wenn die
”
reduzierte“ Kohomologie

H̃• (∆, ∂∆;G) := H
(
C̃• (∆, ∂∆;G)

)

verschwindet, wenn also gilt

a) G(∆) = H0(∆, ∂∆;G),

b) H≥1(∆, ∂∆;G) = 0.

Führt man für eine Garbe reeller Vektorräume G auf ∆ und σ ∈ ∆ den Vektorraum

Kσ(G) := Ker
(
G(σ)→ G(∂σ)

)

ein, so erhält man folgenden Zerlegungssatz für welke Garben:

22.12 Satz Ist G eine welke Garbe auf ∆, so existiert eine eindeutige Zerlegung der

Gestalt

G ∼=
⊕

σ∈∆

Iσ ⊗ IR Kσ ;
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dabei sind die reellen Vektorräume Kσ notwendigerweise isomorph zu Kσ(G). Insbeson-

dere gilt damit

(22.12.1) H• (∆, ∂∆;G) ∼=
⊕

σ∈∆

H• (∆, ∂∆; Iσ)⊗ IR Kσ(G) .

Beweis Man wähle einen Kegel τ minimaler Dimension d aus dem Träger TrG; er-

sichtlich ist Gτ = G(τ) = Kτ (G). Es ist zu zeigen, daß die Garbe Fτ := Iτ ⊗Kτ (G) ein

direkter Summand von G mit einem Komplement H ist. Denn dann ist H ∼= G/Fτ welk

und enthält τ nicht im Träger; also ist die auf Stern(τ) konstante Garbe Fτ durch den

Halm Gτ eindeutig bestimmt. Somit läßt sich zunächst für festes d Induktion über die

Anzahl solcher τ und dann Induktion über d durchführen.

Die Konstruktion von H verläuft ihrerseits rekursiv über die m-Skelette ∆≤m:

Für m = d sei H die eindeutig bestimmte Garbe mit Träger TrG \ {τ}, die dort mit G

übereinstimmt. Ist nun für m ≥ d bereits eine Zerlegung G = Fτ⊕H auf ∆≤m etabliert,

nicht jedoch auf σ ∈ ∆m+1, so existiert eine Zerlegung G(∂σ) = Fτ (∂σ)⊕H(∂σ). Da G

welk ist, kann man andererseits einen Schnitt zur Einschränkung G(σ)→ G(∂σ) fixieren.

Es bezeichne G dessen Bild von Fτ (∂σ), und man zerlege G(σ) =: G⊕H mit surjektivem

H → H(∂σ). Dann erhält man mit H(σ) := H die gewünschte Fortsetzung von H in

den Punkt σ.

Die Formel (22.12.1) ist einfach Ausfluß der Tatsache, daß die Kohomologie mit der

Bildung direkter Koeffizientensummen und mit dem Tensorprodukt über IR verträglich

ist.

22.13 Lemma Für jedes σ ∈ ∆ ist Kσ(A• ) 6= 0.

Beweis Für jede Facette τ von σ sei 0 6= ℓτ ∈ A
2
σ mit ℓτ |τ = 0. Dann verschwindet

0 6= h :=
∏
τ≺1σ

ℓτ ∈ A
•

σ auf dem Rand von σ.

22.14 Korollar Ist ∆ simplizial, so ist A• genau dann auf (∆, ∂∆) azyklisch, wenn

das für jedes Iσ zutrifft; insbesondere ist dann A• (∆) für volldimensional erzeugtes ∆

ein freier A• -Modul.

Beweis Nach 22.11 ist die Garbe A• welk, so daß sich auf sie (22.12.1) anwenden läßt.

Aus 22.13 folgt damit unmittelbar die erste Behauptung. Schließlich resultiert aus 22.2,

daß A• (∆) dann frei über A• ist.

Die Analyse der Iσ läßt sich nun auf konstante Garben reduzieren: Im Vektorraum

V (σ) = V/ linσ liegt der Fächer ∆/σ zu Stern(σ), vgl. 7.13. Aus der Konstruktion

ergibt sich darin wegen Io = IR:

22.15 Bemerkung Für jedes σ ∈ ∆ existiert ein kanonischer Isomorphismus

C• (∆, ∂∆; Iσ) ∼= C•
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
.

Spezialisieren wir diese Überlegungen auf die Garbe ∆A
• , so ergibt sich mit Formel

(22.12.1):
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22.16 Theorem Der Fächer ∆ sei volldimensional erzeugt und simplizial. Dann ist

∆A
• genau dann azyklisch, wenn alle augmentierten Komplexe C̃•

(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)

exakt sind.

Für eine Fortsetzung der Analyse volldimensional erzeugter ∆ fixiere man eine

euklidische Norm und damit eine Einheitssphäre Sn−1 in V ; ferner setze man

(22.17.2) S∆ := Sn−1 ∩ |∆| und S∂∆ := Sn−1 ∩ |∂∆| .

Für jedes σ ∈ ∆ haben wir gemäß 22.16 den Vektorraum H•
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
zu

berechnen.

Es sei zunächst σ /∈ ∂∆. Dann ist ∆/σ vollständig und damit ∂∆/σ leer. Also ist

H•
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
= H•

(
∆/σ; IR

)
. Für d := dim IR σ liefert ∆/σ eine simpliziale

Zerlegung der Einheitssphäre Sn−d−1 in V (σ), und der Komplex C• (∆/σ; IR) ist, bis

auf die kohomologische Indizierung, der zugehörige homologische Zellenkomplex mit der

Augmentierung, die dem Nullkegel entspricht. Somit folgt

(22.17.1) Hj(∆/σ; IR) ∼= H̃n−d−1−j(S
n−d−1; IR) ,

so daß der Komplex C̃•
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
azyklisch ist. Damit ist zunächst der vollstän-

dige Fall erschöpfend behandelt:

22.17 Korollar Für vollständige simpliziale Fächer ∆ ist die Garbe ∆A
• azyklisch.

Es bleiben nur noch die σ ∈ ∂∆ zu untersuchen. Analog zum absoluten Fall erhält

man im relativen Kontext mit d := dimσ Isomorphismen:

Hj
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
∼= Hn−d−1−j(S∆/σ, S∂(∆/σ); IR) .

Für σ = o ist ∆/o = ∆ und somit

(22.17.3) Hj(∆, ∂∆; IR) ∼= Hn−1−j(S∆, S∂∆; IR) .

Für σ 6= o betrachte man den Abbildungskegel

Z(∆) := S∆ ∪ {tv; v ∈ S∂∆, 0 ≤ t ≤ 1}

über S∂∆ →֒ S∆. Dann gilt für v0 ∈ σ
◦ ∩ Sn−d−1

(22.17.4) Hj
(
∆/σ, ∂(∆/σ); IR

)
= Hn−j−1(Z(∆), Z(∆) \ {v0}; IR) ,

womit wir bei der lokalen Homologie von Z(∆) im Punkte v0 landen.

22.18 Lemma Für einen nicht vollständigen simplizialen Fächer ∆ ist ∆A
• genau

dann azyklisch, wenn gilt:

1) Hj(S∆, S∂∆; IR) ∼=
{

IR, j = n− 1
0 sonst.

2) Z(∆) ist in S∂∆ eine IR-Homologiemannigfaltigkeit.
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Beweis Bedingung 1) behandelt den Nullkegel, während 2) gemäß (22.17.4) für die

restlichen Kegel steht.

Wenn S∆ eine (n − 1)-Zelle ist, dann gilt 2). Damit ist 22.18 eine Verallgemeine-

rung des Resultates von Ishida (vgl. [Od, 4.2]), nach dem alle Bettizahlen b2j+1(X∆)

verschwinden, wenn |∆| konvex ist oder in V konvexes Komplement hat.

Aus dem Lemma läßt sich nun eine topologische Charakterisierung herleiten (Ein-

zelheiten sind in [BaBrFiKp5] ausgeführt):

22.19 Theorem Ein volldimensional erzeugter simplizialer Fächer ist genau dann

äquivariant formal, wenn |∂∆| eine reelle Homologiemannigfaltigkeit ist.

22.20 Korollar Es seien ∆1 und ∆2 volldimensional erzeugte simpliziale Fächer. In

den folgenden Fällen ist ∆1 genau dann äquivariant formal, wenn das auf ∆2 zutrifft:

1) |∆1| = |∆2|; insbesondere, wenn ∆1 eine Verfeinerung von ∆2 ist.

2) |
◦

∆1| = V \ |∆2|, d.h., die Fächer sind
”
komplementär“.

Unser Ziel ist es, die obigen Ergebnisse auf nichtsimpliziale Fächer zu übertragen.

Eine der Beweistechniken, von der wir bislang profitiert haben, ist die Poincarédualität.

Dies mag motivieren, warum man für nichtsimpliziale Fächer zur Schnitthomologie

übergeht, was wir im nächsten Paragraphen vorbereiten werden; die dabei erzielten

Ergebnisse liefern durch Spezialisierung auf den simplizialen Fall gleichzeitig weitere

Erkenntnisse für die übliche äquivariante Kohomologie.

Aufgabe 22.2 Es gilt genau dann A• (∆) = H0(∆, ∂∆), wenn alle
”
Fächerlinks“ S∂∆τ

für
τ ∈ ∆ zusammenhängend sind.



23. Einführung in die Schnitthomologie

Ist T eine kompakte zusammenhängende orientierbare topologische Mannigfaltigkeit der

reellen Dimension m, so existiert (mit Koeffizienten im Hauptidealbereich R, den wir

später zu IR spezialisieren werden) ein Schnittprodukt

Hi(T )×Hj(T )
∩
−→ Hi+j−m(T ) ,

das eine duale Paarung in komplementären Dimensionen

Hi(T )×Hm−i(T ) → H0(T ) ∼= R

liefert. Mit Hilfe der Poincarédualität, die sich über das cap-Produkt mit der Orientie-

rungsklasse [T ] ∈ Hm(T ) ergibt, bettet sich das Schnittprodukt in ein kommutatives

Diagramm

(23.0.1)

Hi(T ) × Hj(T )
∪
−→ Hi+j(T )yPm−i(T )×Pm−j(T )

yPm−(i+j)(T )

Hm−i(T ) × Hm−j(T )
∩
−→ Hm−(i+j)(T )

ein; da die vertikalen Poincaréhomomorphismen bijektiv sind, induziert auch das cup-

Produkt eine duale Paarung. Wenn T keine Mannigfaltigkeit ist, existiert vom Dia-

gramm (23.0.1) alles bis auf das Schnittprodukt der unteren Zeile. Denn die Poin-

caréhomomorphismen lassen sich allgemein über das cap-Produkt mit der Fundamen-

talklasse [T ] definieren; sie sind jedoch in der Regel keine Isomorphismen mehr.

Ziel der Schnitthomologie ist es, für eine geeignete Klasse topologischer Räume

(Pseudomannigfaltigkeiten, vgl. 23.3), welche insbesondere die reindimensionalen kom-

plexen Varietäten enthält, ein Schnittprodukt zu ermöglichen, welches das Analogon zu

Diagramm (23.0.1) kommutativ macht. Obwohl eine ganze Familie solcher Theorien exi-

stiert, die durch
”
Toleranzen“ (Perversitäten) p parametrisiert sind35), werden wir uns

auf die Theorie zur mittleren Toleranz beschränken. Statt einer genauen Konstruktion

der Theorie IH• verweisen wir etwa auf [Bo] für die zitierten, in unserem Zusammen-

hang wesentlichen Eigenschaften. Eine schöne Einführung in die Anfangsgründe bringt

[Bra]; weitergehend und mit Bezügen zu anderen Theorien ist die Darstellung in [Ki2].

Eine Standardreferenz für die abstrakte Darstellung ist [GoMcP].

35) Für
”
normale“ Pseudomannigfaltigkeiten gehört zur minimalen Toleranz die Kohomologie,

zur maximalen die Homologie.
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Im folgenden betrachten wir nur Pseudomannigfaltigkeiten Z der topologischen Di-

mension m mit gerade-kodimensionalen Strata; als Koeffizienten sind zunächst beliebige

Hauptidealbereiche R zulässig (auf die allgemeinere Situation von R-Moduln brauchen

wir hier nicht einzugehen); in den entscheidenden Anwendungen wird R = IR sein.

Die gesuchte Schnitthomologie IH• (Z)36) liegt
”
in der Mitte“ zwischen Kohomo-

logie und Homologie, i.e., es gibt eine Faktorisierung

(23.0.2) Pm−• (Z):H• (Z)
α
→ IH• (Z)

ω
→ Hcld

m−•
(Z) .

Vermöge des Homomorphismus α wird IH•(Z) nach Einführung des
”
Schnittproduktes“

zu einem (graduierten) H•(Z;R)-Modul. Ist Z eine R-Homologiemannigfaltigkeit, so

sind α und ω Isomorphismen.

23.1 Beispiel Die Pseudomannigfaltigkeit Z habe eine isolierte Singularitätenmenge

S(Z), also nur isolierte Punkte, in denen Z keine R-Homologiemannigfaltigkeit ist; es

sei weiter Zreg := Z \ S(Z). Dann ist für gerades m = 2n

IHj(Z) ∼=





Hj(Zreg) ∼= Hcld
2n−j(Z), j < n

Im
(
Hn(Z)

Pn(Z)
−→ Hcld

n (Z)
)
, j = n

Hj(Z) ∼= Hcld
2n−j(Zreg), j > n .

Entscheidend ist nun die Existenz eines Schnittproduktes, das mit cup- und cap-

Produkt sowie der Modulstruktur über H• (Z;R) verträglich ist: Für kompaktes Z gibt

es ein entsprechendes kommutatives Diagramm .

(23.0.3)

Hi(Z) × Hj(Z)
∪
−→ Hi+j(Z)yid×α

yα

Hi(Z) × IHj(Z)
•

−→ IHi+j(Z)yα×id

yω

IHi(Z) × IHj(Z)
∩
−→ Hm−(i+j)(Z)

in dem die mittlere Zeile eine H• (Z)-Modulstruktur auf IH(Z) definiert.

23.2 Satz Für zusammenhängendes kompaktes Z ist das Schnittprodukt

∩: IHi(Z; IR)× IHdimZ−i(Z; IR) → H0(Z; IR) ∼= IR

eine duale Paarung.

Ein Beweis findet sich in [Bo, V.9.16]. Dort wird dieses Ergebnis gleichzeitig auf

nicht kompakte Z übertragen. Dazu benötigt man die Schnitthomologie IH•

c (Z) mit

36) Wir verwenden hier eine kohomologische Notation.
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kompakten Trägern, zu der eine (23.0.2) analoge Faktorisierung des Poincaréhomomor-

phismus P c
•
(Z) gehört. Vermöge der kanonischen Abbildung H•

c (Z;R) → H• (Z;R)

wird IH• (Z) auch ein H•

c (Z;R)-Modul; führt man in der ersten und der dritten Spalte

des Diagramms (23.0.3) kompakte Träger ein, so erhält man eine duale Paarung

(23.2.1) ∩: IHi
c(Z; IR)× IHm−i(Z; IR) → H0(Z; IR) ∼= IR

entsprechend 23.2 auch für nicht kompaktes Z.

Neben den Vorteilen der Schnitthomologie im Vergleich zur singulären (simplizia-

len, zellulären, . . . ) Homomologie existieren aber auch unbestreitbare Nachteile: Die

Schnitthomologie ist

1) nicht in natürlicher Weise funktoriell,

2) keine Homotopieinvariante.

Mit der Existenz (und mangelnden Eindeutigkeit) eines (kontravarianten für abge-

schlossene bzw. kovarianten für kompakte Träger) assoziierten Homomorphismus IH(f)

zu einem gegebenen Morphismus f :Z1 → Z2 algebraischer Varietäten hat sich [Ba-

BrFiGaKp] auseinandergesetzt. Vergleichsweise einfach zu sehen ist jedoch, daß ein

eindeutig bestimmter Homomorphismus IH(f) existiert, falls f

a) eine offene Inklusion ist;

b) eine lokal triviale algebraische Faserung ist;

c) eine abgeschlossene Einbettung ist, die zusätzlich
”
transversal“ ist, d.h. mit mi :=

dim IR Zi gelte für alle Strata Sj einer geeigneten Stratifikation von Z2 die Abschät-

zung

m2 −m1 ≤ dimSj − dim(Z1 ∩ Sj) ;

d) ein surjektiver endlicher Morphismus ist.

Definieren wir nun induktiv über die reelle Dimension m den Begriff einer Pseudo-

mannigfaltigkeit (mit gerade-kodimensionalen Strata) Z:

23.3 Definition Ein topologischer Raum Z heißt eine Pseudomannigfaltigkeit (mit

gerade-kodimensionalen Strata) der topologischen Dimension m, wenn gilt:

1) Für m ≤ 1 ist Z eine orientierbare m-dimensionale topologische Mannigfaltigkeit.

2) Für m ≥ 2 existiert eine
”
Filtrierung“ mit abgeschlossenen Teilmengen von Z der

Gestalt

Z = Zm % Zm−2 ⊃ Zm−4 ⊃ . . . ,

die entsprechend der Parität von m mit der leeren Menge Z−1 bzw. Z−2 aufhört.

Sie erfüllt

a) Jedes Stratum Sm−2k := Zm−2k \ Zm−2(k+1) ist leer oder eine topologische

Mannigfaltigkeit der Dimension m− 2k.

b) Sm ist orientierbar.
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c) Jeder Punkt z ∈ Sm−2k besitzt eine
”
ausgezeichnete Umgebung“

U ∼= c(Lz)×B
m−2k

mit einer (m− 2k)-dimensionalen Kugel Bm−2k und dem topologischen Kegel

c(Lz) über einer (2k − 1)-dimensionalen kompakten Pseudomannigfaltigkeit

Lz, genannt der
”
Link“ von z.

23.4 Beispiel Es sei X eine torische Varietät X∆. Die Filtrierung (17.12.1) mit einer

reellen Indizierung

X2k :=
⋃

σ∈∆n−k

Vσ =
⋃

σ∈∆≥n−k

Bσ

liefert die Struktur einer Pseudomannigfaltigkeit aufX mitm = 2n. Die ausgezeichneten

Umgebungen erhält man wie folgt: Liegt x ∈ S2(n−k) etwa in Bσ mit dimσ = k, so gehört

zur äquivarianten Produktzerlegung Xσ = Zσ×Tn−k eine Darstellung x = (x′, x′′); man

fixiere eine Einbettung (Zσ, x) →֒ (Cp, 0). Für ein kleines ε > 0 und die Sphäre Sε um

0 in Cp setze man Lz := Zσ ∩Sε. Mit einer geeigneten Kugel Bm−2k in Tn−k um x′′ ist

U := Bm−2k × c(Lz) eine ausgezeichnete Umgebung von x.

Allgemeiner gilt (vgl. [Bo, IV]):

23.5 Satz Jede reindimensionale komplexe Varietät ist eine Pseudomannigfaltigkeit

mit gerade-kodimensionalen Strata.

Die gröbstmögliche Filtrierung einer Varietät, in der jeweils absteigend der singuläre

Ort als nächstes neues Stratum gewählt wird, ist im allgemeinen nicht fein genug, wie

man etwa am Beispiel des Whitneyschirms zeigen kann.

Die lokale Schnitthomologie in einem Punkt z ∈ Z definiert man mit Hilfe einer

ausgezeichneten Umgebung U von z als IHjz := IHj(U); sie hängt nicht von der Wahl

von U ab. Wir führen dies nur für normale Pseudomannigfaltigkeiten (i.e., jeder Punkt

besitzt ein Umgebungsfundamentalsystem aus offenen Mengen U , für die U \ Zm−2

zusammenhängend ist) durch:

23.6 Lemma Für z ∈ Sm−2k in einer normalen Pseudomannigfaltigkeit und eine

ausgezeichnete Umgebung U von z gilt:

(23.6.1) IHj(U) ∼=

{
IHj(U \ Sm−2k) ∼= IHj(Lz) für j ≤ k − 1
0 für j ≥ k .

Wieder wollen wir zeigen, daß diese Konstruktion
”
zwischen“ der Homologie und

der Kohomologie von U liegt. Vergleichen wir also die Schnitthomologie von U mit der

Homologie und der Kohomologie für einen zusammenhängenden Link Lz von z ∈ Sm−2k:

Da U zusammenziehbar ist, gilt zunächst:

(23.6.2) Hj(U) =

{
Hj(U \ Sm−2k) ∼= Hj(Lz) für j ≤ 0
0 für j > 0 .
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In der Homologie erhält man dagegen

(23.6.3) Hcld
m−j(U) =

{
Hcld
m−j(U \ Sm−2k) ∼= H2k−j−1(Lz) für j ≤ 2k − 2

0 für j ≥ 2k − 1 .

Denn zunächst liefert die exakte Homologiesequenz (9.11.2) in Verbindung mit (9.11.3)

mit der Bezeichnung U# := U \ Sm−2k

. . .→ Hcld
m−j(Sm−2k)→ Hcld

m−j(U)→ Hcld
m−j(U

#)→ Hcld
m−j−1(Sm−2k)→ . . . .

Weiter liefert die Künnethformel für abgeschlossene Träger wegen der Zerlegung

U \ Sm−2k
∼= Bm−2k×]0, 1[×Lz

die Beziehung

Hcld
m−j(U

#) ∼= Hcld
m−2k+1(B

m−2k+1)⊗H2k−j−1(Lz) ∼=

{
0 für 2k − j − 1 < 0
R für 2k − j − 1 = 0 .

Mit Hilfe der Poincarédualität für die Mannigfaltigkeit Sm−2k ergibt sich eine exakte

Sequenz

. . .→ Hj−2k(Sm−2k)→ Hcld
m−j(U)→ H2k−j−1(Lz)→ Hj−2k+1(Sm−2k)→ . . . .

Da Sm−2k ohne Einschränkung zusammenziehbar ist, ergibt sich die Behauptung außer

für j = 2k unmittelbar; der Ausnahmefall ergibt sich aus der exakten Sequenz

0→ Hcld
m−2k+1(U)→ H0(Lz)

ζ
−→H0(Sm−2k)→ Hcld

m−2k(U)→ 0 ,

in der ζ ein Isomorphismus ist.

Die Schnitthomologie (zur mittleren Toleranz) IH• (Z) kann elementargeometrisch

wie folgt eingeführt werden: Sie ergibt sich (in der üblichen homologischen Formulierung;

zur Indexverschiebung vgl. [Bo, V.2.9]) als Homologie eines Kettenkomplexes, den man

mit Hilfe der aufsteigenden Filtrierung von Z wie folgt konstruiert:

ICi(Z) := {ξ ∈ Ci(Z); dim |ξ| ∩ Zm−2k ≤ i− k − 1, dim |∂ξ| ∩ Zm−2k ≤ i− k − 2 ∀k} .

Für die meisten expliziten Berechnungen ist allerdings eine garbentheoretische Beschrei-

bung in einer geeigneten derivierten Kategorie unerläßlich, vgl. [Bo, V]. Dabei wird die

Schnitthomologie sukzessive von dem regulären Teil, auf dem sie mit der Homologie

übereinstimmt, auf alle Z \ Zm−2k fortgesetzt.

Die Schnitthomologie hängt (auch für kompakte Träger) nur von der Normalisie-

rung des Raumes ab:

23.7 Bemerkung Bezeichnet X̃ die Normalisierung der reindimensionalen algebrai-

schen Varietät X , so ist IH• (X) ∼= IH• (X̃).
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Den folgenden, tiefliegenden Zerlegungssatz, der übrigens auch für die unten ein-

geführte äquivariante Theorie gilt (vgl. etwa [Ki, Seite 394]; für den Spezialfall torischer

Varietäten und einer Fächerunterteilung sei auf [BaBrFiKp5, 2.4] verwiesen), werden

wir für simpliziale Desingularisierungen torischer Varietäten benötigen:

23.8 Zerlegungssatz Ist X → Y ein eigentlicher Morphismus reindimensionaler alge-

braischer Varietäten, so ist IH• (Y ; IR) ein direkter Summand von IH• (X ; IR).

Ein weiterer sehr tiefliegender Satz ist der
”
Harte Lefschetzsatz“: Die (irreduzible)

algebraische Varietät X →֒ IPℓ sei komplex n-dimensional. Das Hyperebenenbündel

IPℓ
O(1) induziert ein Geradenbündel L := IPℓ

O(1)|X auf X , zu dem eine Chernklasse

ω := ωX := c1( IPℓ
O(1)|X) ∈ H2(X) gehört. Bezüglich der H• (X ; IR)-Modulstruktur

auf IH• (X ; IR) induziert jede cup-Produkt-Potenz ωj einen Endomorphismus µ(ωj)

von IH• (X ; IR). Dafür gilt ([BeBeDe, 6.2.10]):

23.9 Harter Lefschetzsatz Für jedes j ≥ 0 ist der Vektorraumhomomorphismus

µ(ωj): IHn−j(X ; IR) → IHn+j(X ; IR)

ein Isomorphismus.

Die Konstruktion einer äquivarianten Schnitthomologie (die wir nur mit reellen Ko-

effizienten betrachten werden) ist mit einem kleinen technischen Problem behaftet, da

die Schnitthomologie im Unterschied zur üblichen Homologie nur für endlichdimensio-

nale Räume eingeführt ist. Definiert man die äquivariante Schnitthomologie über eine

Approximation, so läßt sich dieses Problem umgehen.

Für eine feste Identifikation T ∼= (C∗)n ist das Prinzipalbündel ET → BT aus

(21.1.1) duch die endlichdimensionalen Prinzipalbündel

(23.10.1) EjT :=
(
Cj+1 \ {0}

)n
→ BjT := ( IPj)

n

approximierbar. Entsprechend wird für eine torische Varietät X das assoziierte Bündel

XT → BT mit Faser X für j →∞ durch

XT,j := EjT×T X → BjT

angenähert. Die kanonische Einbettung algebraischer Varietäten XT,j →֒ XT,j+1 ist

transversal, wie man in lokalen Koordinaten leicht sieht, induziert also einen kanonischen

Homomorphismus IHq(XT,j+1)→ IHq(XT,j) von Vektorräumen. Damit setzen wir mit

Hilfe des projektiven Limes:

23.10 Definition Der reelle Vektorraum

IHq
T(X) := IHq

T(X ; R) := lim
∞←j

IHq(XT,j; R)
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bezeichnet die q-te (reellwertige) äquivariante Schnitthomologie von X . Dazu gehört

IH•

T(X) :=
∞⊕

q=0

IHq
T(X) .

Für festes q wird die Approximation nach [Ze] für 2j ≥ q stationär, nicht aber für

alle q gleichzeitig, so daß man für die Definition von IH•

T(X) über IHq
T(X) zu gehen

hat. Dennoch ist IH•

T(X) ein H•

T (X)- und somit nach 21.5 ein A• -Modul.

Die Approximation kann man vermeiden, wenn man den Begriff der Toleranz zu

einer entsprechenden Funktion auf N erweitert, vgl. etwa den Abschnitt 5 in [Fr2].



24. Quasikonvexe Fächer

Nun soll die Schnitthomologie verwendet werden, um die Ergebnisse über die äquivari-

ante Kohomologie simplizialer Varietäten in einer solchen Form auf allgemeinere torische

Varietäten zu übertragen, daß schließlich auch nichtrationale Fächer behandelt werden

können.

Betrachten wir auf dem Fächerraum ∆ die (über die Basismengen definierten)

Garben37)

H•

T: σ 7→ H•

T (Xσ)

A• : σ 7→ A•

σ = S• (V ∗σ )

IH•

T: σ 7→ IH•

T(Xσ) ,

so besagt 21.6 gerade H•

T
∼= A• . Für simpliziales ∆ stimmen auch HT und IHT überein,

da X∆ dann nach 9.21 eine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist, und es gilt

H•

T (X∆) ∼= H•

T(∆)

(vgl. 21.8), was für allgemeines ∆ nicht zutrifft, vgl. Beispiel 21.11.

FürH•

T steht uns vermögeA• eine konkrete konvex-geometrische Interpretation zur

Verfügung. Diese gibt es nicht für die Garbe IH•

T; andererseits hat letztere einen wichti-

gen Vorteil vor der Garbe H•

T. Die kanonischen Homomorphismen IH•

T(XΛ)→ IH•

T(Λ)

erfüllen nämlich:

24.1 Satz Für alle Λ ≺ ∆ gilt

IH•

T(XΛ) ∼= IH•

T(Λ) .

Beweis Wir führen Induktion über die Anzahl #Λ der Kegel von Λ. Für #(Λ) = 1 ist
Λ ein affiner Fächer und die Isomorphie somit definitionsgemäß gegeben. Für #(Λ) > 1
seien σ ∈ Λmax und Λ0 := Λ \ {σ}. Für ungerade Grade folgt die Behauptung trivialer-
weise aus 24.2. Wir erhalten andererseits für jedes q ein kommutatives Mayer-Vietoris-
Diagramm mit exakten Zeilen

0= IH
2q−1
T (XΛ0∩S(σ)) → IH

2q
T (XΛ) → IH

2q
T (XΛ0) ⊕ IH

2q
T (Xσ) → IH

2q
T (XΛ0∩S(σ))yϑ

y ∼=
y ∼=

0 → IH2q
T (Λ) → IH2q

T (Λ0) ⊕ IH2q
T (σ) → IH2q

T (Λ0 ∩ S(σ))

37) In [BaBrFiKp3] wurde das Symbol H•

T abweichend für die Prägarbe Λ 7→ H
•

T (XΛ) benutzt!
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Dabei folgt die Exaktheit der unteren Sequenz aus der Tatsache, daß IH2q
T eine Garbe

ist. Die vertikalen Homomorphismen kommen von dem kanonischen Homomorphismus

der Prägarbe IH•

T auf ∆ in die Garbe IH•

T. Die Isomorphismen rechtfertigen sich aus

der Induktionsvoraussetzung. Nach dem Fünferlemma ist auch ϑ ein Isomorphismus.

Wir haben folgendes Ergebnis benutzt:

24.2 Satz Für jeden Fächer ∆ gilt IHodd
T (X∆) = 0.

Beweis Ist ∆ simplizial, so gilt die Behauptung nach 21.8. Es bezeichne nun ∆′ gemäß

11.8 eine simpliziale Verfeinerung von ∆. Nach dem äquivarianten Zerlegungssatz 23.8

ist IHodd
T (X∆) ein direkter Summand von IHodd

T (X∆′) = Hodd
T (X∆′) = 0, und damit

folgt die Behauptung.

Wenn schon keine konkrete konvex-geometrische Interpretation für IH•

T existiert,

so läßt sich diese Garbe wenigstens als (graduierter) A• -Modul auf vergleichsweise ein-

fache Art charakterisieren. Wir benutzen dabei folgende Abkürzungen für einen (stets

graduiert zu verstehenden) A• -Modul M • bzw. die Garbe E• :

M
•

:= M •/mA•M • und E•

Λ := E• (Λ) für Λ ≺ ∆ ,

wobei wir die letztere Bezeichnung bereits für die GarbeA• verwendet haben. Für unsere

Zwecke entscheidend ist folgende Begriffsbildung für einen
”
Fächerraum“38) (∆,∆A

• )

für einen nicht notwendig rationalen Fächer ∆:

24.3 Definition Ein ∆A
• -Modul E• = ∆E

• auf ∆ heißt minimale Erweiterungsgarbe,

falls die folgenden Axiome erfüllt sind:

(N) Normierung: E
•

o
∼= R• .

(PF) Punktale Freiheit: Alle Halme E•

σ sind freie A•

σ-Moduln.

(LME) Lokale Minimalität der Erweiterung mod mA• : Für alle o 6= σ ∈ ∆ induziert der

Einschränkungshomomorphismus E•

σ → E•

∂σ von A• -Moduln einen Isomorphis-

mus E
•

σ → E
•

∂σ von reellen Vektorräumen.

Wie der Beweis von 24.11 zeigt, sind alle Halme E•

σ von ∆E
• endlich erzeugtefreie

A•

σ-Moduln, deren Rang unter der Bedingung minimal ist, daß der Einschränkungsho-

momorphismus E•

σ → E•

∂σ surjektiv ist (vgl. Aufgabe 22.1). Dies motiviert die Kenn-

zeichnung
”
minimal“ für die Erweiterung von R ∼= E•

o auf ganz ∆.

24.4 Lemma Eine minimale Erweiterungsgarbe ∆E
• ist welk und verschwindet in

ungeraden Graden.

Beweis Es seien s ∈ E• (Λ) und σ ∈ ∆ \ Λ von minimaler Dimension. Dann ist σ 6= o

und s auf ∂σ definiert. Nach Aufgabe 22.1 i) ist die Einschränkung E• (σ) → E• (∂σ)

surjektiv, woraus mit 22.10 die erste Behauptung folgt. Analog zeigt man induktiv den

38) Damit ist ∆E• ein Modul auf dem
”
geringten Raum“ (∆,∆A• ), vgl. [KpKp].
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zweiten Teil: Nach (N) ist E•

o auf gerade Grade konzentriert. Gilt dies auf E•

∂σ, so

überträgt sich das auf E•

σ wegen der Minimalität der Erweiterung.

24.5 Bemerkung Der von der Inklusion einer Faser X in das Bündel XT → BT
induzierte Homomorphismus IH•

T(X)→ IH• (X) faktorisiert über IH•

T(X).

Beweis Zur Fasereinbettung haben wir kommutative Diagramme

X →֒ XT IH• (X)
α
←− IH•

T(X)y
y und

x
x

pt →֒ BT H• (pt)
β
←− H• (BT) ,

wobei das zweite die Struktur von IH• (X) als A• = H• (BT)-Modul beschreibt. Da

mA• der Kern von β ist, faktorisiert α über den Quotienten nach mA• .

Ähnlich wie 21.14 beweist man folgendes Ergebnis (vgl. auch [BaBrFiKp3, 4.1 und

6.1]):

24.6 Theorem Für einen volldimensional erzeugten Fächer ∆ sind folgende Aussagen

äquivalent:

1) Verschwindungsbedingung: IHodd(X∆) = 0.

2) Künnethformel: Es gibt einen Isomorphismus von A• -Moduln

IH•

T(X∆) ∼= H• (BT)⊗R IH
• (X∆) = A• ⊗R IH

• (X∆) .

3) Reduktionsbedingung: Jede FaserinklusionX →֒ XT induziert einen Isomorphismus

von graduierten R• -Algebren

IH• (X∆) ∼= (A•/mA• )⊗A• IH•

T(X∆) ∼= IH•

T(X∆) / mA• IH•

T(X∆) .

4) Freiheitsbedingung: Der A• -Modul IH•

T(X∆) ist frei.

Da wir hier nur an der Schnitthomologie interessiert sind, bezieht sich für uns

der folgende Begriff im Unterschied zur Bezeichnung
”
äquivariant formal“ stets auf die

Schnitthomologie; für simpliziale Fächer stimmen damit beide Bezeichnungen überein:

24.7 Definition Wir nennen eine torische Varietät X∆ sowie den rationalen Fächer

∆
”
quasikonvex“, wenn eine der Bedingungen von 24.6 erfüllt ist.

Die für uns wichtigsten Beispiele erhalten wir wie folgt:

24.8 Satz Jede kompakte torische Varietät ist quasikonvex.

Beweis Ist ∆ simplizial, so ist Bedingung 24.6 1) nach 18.8 erfüllt. Es bezeichne nun

∆′ gemäß 11.8 eine simpliziale Verfeinerung von ∆. Nach dem Zerlegungssatz 23.8 ist

IHodd(X∆) ein direkter Summand von IHodd(X∆′) = Hodd(X∆′) = 0. Damit folgt die

Behauptung.
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24.9 Satz Ist dimσ = n, so ist Xσ quasikonvex.

Beweis Wir verifizieren wieder die Bedingung IHodd(Xσ) = 0 aus 24.6. Da Xσ eine

ausgezeichnete Umgebung des Fixpunktes xσ ist, ergibt sich aus 23.6, daß IHj(Xσ) für

j ≥ n verschwindet, sowie mit X∗σ := Xσ \ {xσ}

(24.9.0) IHj(Xσ) =

{
IHj(X∗σ) für j ≤ n− 1 ,
0 für j ≥ n .

Daher sind nur letztere IHj(X∗σ) zu untersuchen. Die Idee dabei ist, die torische Va-

rietät X∗σ = X∂σ als eine Art
”
C∗-Prinzipalbündel“ über einer geeigneten projektiv

algebraischen Basis Y zu realisieren und dann IHj(X∗σ) mit IHj(Y ) zu vergleichen.

Dazu wählen wir einen primitiven Vektor v ∈ σ◦ ∩ N und betrachten die zugehörige

Ein-Parameter-Untergruppe λv. Ist u1, . . . , ur ∈ Sσ ein Erzeugendensystem des Monoids

Sσ und

Xσ → Cr, x 7→
(
u1(x), . . . , ur(x)

)
=: (x1, . . . , xr)

die zugehörige Einbettung gemäß (3.0.3), so wirkt C∗ vermöge λv wie folgt auf X (vgl.

§ 6)

t · x =
(
t〈u1,v〉x1, . . . , t

〈ur,v〉xr
)
.

Wegen v ∈ σ◦ existiert eine Fortsetzung der Wirkung auf C, und es gilt lim
t→0

λv(t) = xσ

nach 6.11. Dies liefert übrigens einen weiteren Beweis für 12.4. Da v primitiv ist, operiert

λv bis auf die endlichen Isotropiegruppen exzeptioneller Bahnen frei (vgl. Aufgabe 24.1

für ein Beispiel einer nichttrivialen Isotropie). Es bezeichne F die endliche Untergruppe

von λv(C
∗), die von diesen Isotropiegruppen erzeugt wird. Definiert man Y als den

geometrischen Quotienten

ϕ:X∂σ → Y := X∂σ

/
λv(C

∗) ,

so faktorisiert ϕ über den geometrischen Quotienten X∂σ/F und macht auf diese Weise

X∂σ/F → Y zu einem C∗-Prinzipalbündel; vgl. [BaBrFiKp3, 1.7]. Ersetzt man X∂σ

durch X∂σ/F , so ändert sich die Schnitthomologie nicht: Die zusammenhängende Grup-

pe C∗ operiert trivial auf IH• (X∂σ), da jedes t ∈ C∗ homotop zu 1C∗ ist (zur Homotopie-

invarianz an dieser Stelle vgl. [Bo, Seite 82, Remark]). Also gilt dies auch für F ⊂ C∗,

und mit [Ki, Lemma 2.12] folgt

IH• (X∂σ/F ) ∼= IH• (X∂σ)
F ∼= IH• (X∂σ) .

Daher dürfen wir F = {1} annehmen, so daß X∂σ → Y ein C∗-Prinzipalbündel ist.

Wir kommen nun zur expliziten Beschreibung der torischen Varietät Y . Dazu seien

W := V/ IR · v, Tv := T/λv(C
∗), N(v) := N/Z · v

und mit der Projektion p:V → W

(24.9.1) Λ := Λ(σ) := p(∂σ) = {p(τ); τ ∈ ∂σ} .



280 Anhang Äquivariante Schnitthomologie torischerVarietäten

Λ(σ)

σ

p

v

Figur 24.1 Der Fächermorphismus p.

Damit liefert p einen Fächermorphismus p: (N, ∂σ)→ (N(v),Λ), und der von p induzier-

te Morphismus torischer Varietäten ist ϕ:X∂σ → Y = XΛ. Wir wollen dieses C∗-Bündel

durch Hinzunahme eines
”
unendlich fernen“ Schnittes zu einem Geradenbündel L über

Y ergänzen. Dazu betrachten wir zu dem Fächer, der die
”
konvexe Hülle“ von σ und

−v in V ist, den durch Herausnahme des Kegels σ entstehenden Teilfächer

Σ := ∂σ ∪
{
τ + keg(−v); τ ∈ ∂σ

}
.

Zum von p induzierten Fächermorphismus (N,Σ) → (N(v),Λ) gehört ein torischer

Morphismus L → Y . Dieses Geradenbündel auf Y ist nach Konstruktion ample (vgl.

16.17).

Interpretieren wir nun die exakte Schnitthomologiesequenz zum Paar (L, X∂σ):

. . . → IHq−1(X∂σ) → IHq(L, X∂σ) → IHq(L) → IHq(X∂σ) → . . .x∼=
x∼=

IHq−2(Y )
µ(ωY )
→ IHq(Y )

Der erste senkrecht Pfeil bezeichnet den Thom-Isomorphismus, vgl. [Sp, Th. 5.7.10]; der

zweite senkrechte Pfeil folgt aus der Bündelprojektion, vgl. Aufgabe 24.2. Der Homo-

morphismus

µ(ωY ): IHq−2(Y )→ IHq(Y )
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ist die cup-Multiplikation mit ωY := c1(L) ∈ H2(Y ). Insgesamt erhalten wir die
”
Gy-

sinsequenz“

. . . → IHq−1(X∂σ) → IHq−2(Y )
µ(ωY )
−→ IHq(Y ) → IHq(X∂σ) → . . .

zum Geradenbündel X∂σ → Y . Da Y projektiv algebraisch und damit vollständig ist,

reduziert sich diese Sequenz nach 24.8 für gerade q zu kurzen exakten Sequenzen

0→ IHq−1(X∂σ)→ IHq−2(Y )
µ(ωY )
−→ IHq(Y )→ IHq(X∂σ)→ 0 .

Daher genügt es nach (24.9.0), µ(ωY ) für q ≤ n als injektiv nachzuweisen. Nun ist L

ample, eine geeignete Potenz L⊗a also sehr ample und somit die Multiplikation mit

c1(L
⊗a) = ac1(L) nach dem Harten Lefschetzsatz 23.9 für q ≤ n injektiv. Da wir mit

reellen Koeffizienten arbeiten, gilt dies auch für die Multiplikation mit ωY .

Aufgabe 24.1 Für den quadratischen Kegel Xσ12 →֒ C3 aus 3.11 zeige man mit dem Vektor
v := (1, 1) ∈ σ◦12 und λv: C

∗ → T, daß die Bahn V (X12;x, z) die Isotropiegruppe Z2 hat.

Aufgabe 24.2 Es sei π:L → Y ein algebraisches Geradenbündel. Man zeige, daß der induzierte
Homomorphismus graduierter Vektorräume π• : IH• (Y ) → IH• (L) ein Isomorphismus ist.

Der Begriff
”
quasikonvex“ überträgt sich unmittelbar auf Paare, ebenso wie Satz

24.6.

24.10 Satz Für σ ∈ ∆n ist das Paar (Xσ, X∂σ) quasikonvex, i.e.,

IHodd(Xσ, X∂σ) = 0 .

Des weiteren gilt IHodd
T (Xσ, X∂σ) = 0.

Beweis Nach (24.9.0) ist IHq(Xσ) ∼= IHq(X∂σ) für q ≤ n − 1 und IHq(Xσ) = 0 für

q ≥ n. Daher ist

IHq(Xσ, X∂σ) =

{
0, q ≤ n
IHq−1(X∂σ), q ≥ n+ 1 .

Für den reellen Link Lx zu x := xσ in Xσ ergibt sich mit der Poincarédualität 23.2 und

dem Beweis zu 23.6 für die (2n− 1)-dimensionale kompakte orientierbare Pseudoman-

nigfaltigkeit Lx für q ≥ n+ 1

IHq−1(X∂σ) ∼= IHq−1(Lx) ∼= IH2n−q(Lx)
∗ ∼= IH2n−q(X∂σ)

∗ ∼= IH2n−q(Xσ)
∗ .

Da Xσ nach 24.9 quasikonvex ist, verschwindet IH2n−q(Xσ) für ungerade q. Dies liefert

IHodd(Xσ, X∂σ) = 0.

Für die Untersuchung von IH2q+1
T (Xσ, X∂σ) verwenden wir die relative Leray-

Serre-Spektralsequenz (vgl. [MCl, Prop. 5.4])

Ep,q2 = Hp(BT)⊗R IH
q(Xσ, X∂σ) =⇒ IHp+q

T (Xσ, X∂σ) .



282 Anhang Äquivariante Schnitthomologie torischerVarietäten

Es reicht der Nachweis, daß die Spektralsequenz auf dem E2-Niveau degeneriert. Weil ne-

ben IH• (Xσ, X∂σ) auch H• (BT) keine ungeraddimensionale Kohomologie besitzt, ver-

schwinden alle Ep,q2 mit p oder q ungerade. Dies gilt damit auch für alle Ep,qr , da sie aus

Ep,q2 sukzessive durch Untermodul- oder Quotientenbildung entstehen. Folglich sind alle

Differentiale dp,qr :Ep,qr →Ep+r,q−r+1
r trivial. Dies bedeutet jedoch Ep,q2

∼= IHp,q
T (X).

24.11 Satz Zu jedem Fächerraum (∆,∆A
• ) existiert eine bis auf Isomorphie eindeutig

bestimmte minimale Erweiterungsgarbe ∆E
• .

Beweis Wir konstruieren E• = ∆E
• durch sukzessive Fortsetzung auf alle Kegel σ aus

∆ und zeigen dabei gleichzeitig, daß E•

σ ein endlich erzeugter A•

σ-Modul und damit E
•

σ

ein endlichdimensionaler R-Vektorraum ist.

Für σ = o sei E•

o = R gemäß der Normierung 24.3 (N). Ist nun E• auf dem Fächer

∆<j bereits konstruiert und σ ∈ ∆j , so ist nach Induktionsvoraussetzung mit allen

E•

τ für τ ≺1 σ auch der A• -Untermodul E•

∂σ von
⊕

τ≺1σ
E•

τ ein endlich erzeugter A• -

Modul, denn A• ist noethersch. Trivialerweise ist damit E
•

∂σ ein endlichdimensionaler

R-Vektorraum. Also ist

(24.11.1) E•

σ := A•

σ ⊗R E
•

∂σ

ein endlich erzeugter freier A•

σ-Modul. Zur surjektiven Abbildung E•

∂σ →→ E
•

∂σ reel-

ler Vektorräume wähle man einen homogenen Schnitt sσ:E
•

∂σ → E•

∂σ. Damit erhält

man einen Einschränkungshomomorphismus E•

σ → E•

∂σ durch die Komposition mit der

skalaren Multiplikation

(24.11.2) E•

σ = A•

σ ⊗R E
•

∂σ

ρσ
∂σ(A• )⊗sσ
−−−−−−−→ A•

∂σ ⊗R E
•

∂σ
·
→ E•

∂σ .

Nach diesem Existenzbeweis kommen wir zur Eindeutigkeit, wobei wir wieder induk-

tiv vorgehen: Es sei F• = ∆F
• eine weitere minimale Erweiterungsgarbe. Nach (N)

genügt es, aus der Annahme E• |∆<k
∼= F• |∆<k für σ ∈ ∆k einen bereits existieren-

den Isomorphismus ϕ:E•

∂σ → F •

∂σ zu einem Isomorphismus E•

σ → F •

σ fortzusetzen.

Wählen wir dazu eine homogene Basis (e1, . . . , er) des freien A•

σ-Moduls E•

σ . Die Bilder

ϕ(ej |∂σ) lassen sich in der nach 24.4 welken Garbe F zu homogenen Schnitten fj ∈ F
•

σ

mit deg ej = deg fj fortsetzen. Setzen wir ϕσ(ej) := fj, so erhalten wir kommutative

Diagramme

E•

σ
ϕσ
−→ F •

σ E
•

σ

ϕσ−→ F
•

σy
y und

y∼=
y∼=

E•

∂σ

ϕ
−→ F •

∂σ E
•

∂σ

∼=
−→ F

•

∂σ ,

in denen ϕσ ersichtlich ein Isomorphismus ist; nach Aufgabe 22.1 iii) trifft dies auch auf

die Hochhebung ϕσ von ϕ zu.

Damit können wir von
”
der“ minimalen Erweiterungsgarbe auf dem Fächerraum

(∆,∆A
• ) sprechen.
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24.12 Satz Die Garbe ∆A
• ist genau dann die minimale Erweiterungsgarbe des Fächer-

raumes (∆,∆A
• ), wenn ∆ simplizial ist.

Beweis Es sei A• eine minimale Erweiterungsgarbe auf ∆; durch Induktion über

dimσ zeigen wir, daß jedes σ ∈ ∆ simplizial ist. Dazu sei ∂σ bereits als simplizialer

Fächer erkannt. Sind v1, . . . , vs die primitiven Kantenvektoren von σ, so ist s ≤ dimσ

zu verifizieren. Zunächst ist A
•

σ
∼= A

•

∂σ und damit A2
σ →→ A2

∂σ nach Aufgabe 22.1 i),

woraus dimA2
∂σ ≤ dimA2

σ = dimσ folgt. Andererseits existieren eindeutig bestimmte

stückweise lineare Funktionen f1, . . . , fs ∈ A
2
∂σ mit fi(vj) = δij , da jeder Kegel in ∂σ

simplizial ist. Weil die fi über R linear unabhängig sind, folgt schließlich s ≤ dimA2
∂σ.

Für simpliziales ∆ ist umgekehrt nur (LME) zu zeigen, daß also A
•

σ → A
•

∂σ für

simpliziales σ ein Isomorphismus ist. Genauer hat man

A
•

σ = A
0

σ
∼= R und A

•

∂σ−
∼= A

0

∂σ ⊕A
≥2

∂σ
∼= R⊕A

≥2

∂σ ,

so daß es darum geht, A
2q

∂σ = 0 für alle q ≥ 1 zu verifizieren. Wir gehen durch Induktion

über dimσ =: d vor. Zu f ∈ A2q
∂σ sind nach geeigneter Modifikation h ∈ mA• und

g aus A•

∂σ mit f = hg zu finden. Sind τ =: τ1, . . . , τd die Facetten von σ, so sind

τ ∩ τ2, . . . , τ ∩ τd die Facetten von τ , da σ simplizial ist, und ∂τ = S(τ ∩ τ2, . . . , τ ∩ τd).

Man setze fj := f |τj
; dabei sei ohne Einschränkung f1 = 0. Denn f1 läßt sich zu einem

fσ1 ∈ A
2q
σ fortsetzen; dabei bestimmen f und f − fσ1 die gleiche Restklasse in A

2q

∂σ. Zu

A•

(σ,τ) := {g ∈ A•

σ; g|τ = 0}

existiert ersichtlich ein h ∈ A2 ⊂ mA• mit A•

(σ,τ) = hA•

σ. Es sei nun i ≥ 2. Zunächst gilt

A•

(τ,τ∩τi)
= hA•

τi . Also existieren Zerlegungen fi = hgi mit gi ∈ A
•

τi . Nach Konstruktion

stimmen gi und gj auf τi∩τj überein, so daß g̃ := (gi)i≥2 ein Element von A•

∂τ definiert.

Aus der Induktionsvoraussetzung A
•

τ
∼= A•

∂τ folgt A•

τ →→ A•

∂τ nach Aufgabe 22.1 i). Ist

g1 ∈ A
•

τ eine Fortsetzung von g̃ auf τ = τ1, so liegt g := (gj)j=1,...,d in A•

∂σ, und nach

Konstruktion gilt f = hg ∈ mA•A•

∂σ.

Die Einführung der minimalen Erweiterungsgarben motiviert sich aus folgendem

Beispiel:

24.13 Theorem Für jeden rationalen Fächerraum (∆,∆A
• ) ist ∆IH

•

T die minimale

Erweiterungsgarbe.

Beweis Eigenschaft (N) ergibt sich aus folgender Beziehung, die Beispiel 21.4 1) und

die Regularität von T verwendet:

IH•

T(o) = IH•

T(Xo) = H•

T (T) = R• .

Zu (PF): Für den Nachweis, daß IH•

T(Xσ) für σ ∈ ∆ ein freier A•

σ-Modul ist, wählen

wir gemäß 3.19 4) äquivariante Zerlegungen

T = Tσ × T′ und Xσ = Zσ × T′
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mit der Isotropiegruppe Tσ des Fußpunktes von Xσ. Damit folgt aus der Künnethformel

der Schnitthomologie (vgl. [Bo, V.10.19]), wenn man wie am Ende von § 23 angegeben

berücksichtigt, daß sich IHq
T(X) = lim∞←j IH

q(Xj) für festes q über ein festes j be-

rechnen läßt:

IHq
T(Xσ) = IHq

Tσ×T′(Zσ × T′) = IHq
((

(Zσ)Tσ ,j × (T′)T′

))

=
⊕

i+ℓ=q

IHi
(
(Zσ)Tσ,j

)
⊗R H

ℓ(T′T′) = IHq
(
(Zσ)Tσ ,j

)
= IHq

T(Zσ) .

Also kann man ohne Einschränkung dimσ = n annehmen. Dies bedeutet gleichzeitig

A• = A•

σ. Mit 24.9 folgt aus 24.6, daß IH•

T(Xσ) ein freier H• (BT)-Modul ist. Nach 21.3

ist schließlich H• (BT) mit A• = A•

σ identifizierbar.

Zu (LME): Ohne Einschränkung sei σ ∈ ∆n. Wir betrachten folgendes kommutative

Diagramm

IH•

T (Xσ)
α
→→ IH•

T(Xσ)
β
−→ IH• (Xσ)

γ
−→ τ<n IH

• (X∂σ)y
yϑ

y ‖

IH•

T(X∂σ) →→ IH•

T(X∂σ)
ψ
−→ IH• (X∂σ) ⊃ τ<n IH

• (X∂σ) ,

in dem zu zeigen ist, daß ϑ bijektiv ist. Dabei werden β und ψ durch die Inklusion

einer beliebigen Faser X →֒ XT → BT induziert, vgl. 24.5. Da Xσ nach 24.9 quasi-

konvex ist, ergibt sich β nach 24.6 als ein Isomorphismus. Ebenso ist γ gemäß 23.6 ein

Isomorphismus.

Wegen der Kommutativität des Diagrammes ist nun ersichtlich ψ ◦ ϑ und damit

ϑ injektiv. Die Surjektivität von ϑ ist evident, wenn sie für ϕ nachgewiesen ist. Für

ungerades q ist das nach 24.2 trivial. Für gerades q reicht es, IHq+1
T (Xσ, X∂σ) = 0 zu

verifizieren, was in 24.10 geschehen ist.

Ersetzt man in dem (nicht aufgenommenen) Beweis von 22.19 die Garbe ∆A
• durch

die welke Garbe ∆E• , so erhält man ganz analog:

24.14 Theorem Ein volldimensional erzeugter Fächer ist genau dann quasikonvex,

wenn |∂∆| eine reelle Homologiemannigfaltigkeit ist.

Damit überträgt sich auch Korollar 22.20 auf nichtsimpliziale Fächer.

24.15 Korollar Eine Verfeinerung eines Fächers ist genau dann quasikonvex, wenn

der Fächer selbst es ist.

Aufgabe 24.3 Für eine Verfeinerung f :∆′ → ∆ von Fächern existiert eine direkte Summen-
zerlegung von A• -Moduln

(24.3.1) f0(∆′E• ) ∼= ∆E• ⊕ G ,

vgl. [BaBrFiKp5, 2.5]. Man leite daraus für rationale Fächer ab:

i) IH
•

T(X∆) ist ein direkter Summand von IH
•

T(X∆′);
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ii) ist ∆ quasikonvex, so ist IH• (X∆) ein direkter Summand von IH• (X∆′).

Aufgabe 24.4 Es sei U◦⊂X∆ invariant. Man zeige IHodd
T (X,U) = 0.

Aufgabe 24.5 Der Kegel σ = keg(ρ1, . . . , ρ4) im IR3 mit quadratischer Grundfläche sei durch
ρi := keg(ei) für i = 1, 2, 3 und ρ4 := keg(e1 − e2 + e3) gegeben. Mit den gemäß (21.21.0)
definierten Funktionen χi ∈ A2

∂σ vom Grad 2 zeige man:

E
•

σ = A• ⊗A•χ4 und E
•

σ = IR• ⊗ IR•χ4 .



25. Virtuelle Schnitthomologie eines Fächers

Die über die Bettizahlen der zugehörigen Varietät eingeführten Invarianten eines ra-

tionalen Fächers werden nun auf nichtrationale Fächer übertragen. Die rekursive Be-

rechnung für quasikonvexe Fächer über eine Global-aus-Lokal-Formel und eine Lokal-

aus-Global-Formel wird soweit formalisiert, daß die Rolle des Harten Lefschetzsatzes

transparent wird. Dies suggeriert eine kombinatorische Version dieses Satzes, die zur

Zeit im allgemeinen Falle allerdings noch im Stadium der Vermutung bleibt.39)

In diesem Abschnitt seien ∆ stets ein volldimensional erzeugter, nicht notwendig

rationaler Fächer in V und E := ∆E die minimale Erweiterungsgarbe von (∆,∆A
• ).

Wir hatten einen rationalen Fächer ∆
”
quasikonvex“ genannt, wenn die Freiheits-

bedingung von 24.6 erfüllt ist. In Anbetracht von Theorem 24.13 ist daher folgende

Verallgemeinerung zulässig:

25.1 Definition Der Fächer ∆ heiße (virtuell) quasikonvex, wenn der A• -modul

E• (∆) = E•

∆ frei ist.

Wieder läßt sich diese Eigenschaft charakterisieren:

25.2 Satz Die folgenden Eigenschaften des Fächers ∆ sind äquivalent:

1) ∆ ist quasikonvex.

2) H̃• (∆, ∂∆; E• ) = 0.

3) Für alle σ ∈ ∆ ist H̃•
(
∆/σ, ∂∆/σ; IR

)
= 0.

4) Der topologische Raum |∂∆| ist eine reelle Homologiemannigfaltigkeit.

Beweis Die Äquivalenz 1) ⇐⇒ 2) ergibt sich als eine unmittelbare Verallge-

meinerung des (ausgeführten bzw. zitierten) Beweises von 22.2. Für die Beziehung

2) ⇐⇒ 3) beachte man zunächst, daß E•

σ ein freier A•

σ-Modul, aber E•

∂σ ein Torsions-

Modul ist. Daher verschwindet kein Kσ(E• ). Also läßt sich Formel (22.12.1) anwenden.

Für 3) ⇐⇒ 4) benutzt man schließlich den Beweis von 22.17 und 22.18 mit der nach

24.4 welken Garbe E• .

Ist ∆ nun quasikonvex und zusätzlich rational, so wissen wir aus 24.13 und 24.6

für die Schnitthomologie

IH• (X∆) ∼= E
•

∆ .

39) Zusatz beim Nachdruck: Nachdem K. Karu Vermutung 25.12 bewiesen hat, vgl. die
Literatur in [BaBrFiKp] Tohoku Math. J. 57, 273 – 292 (2005), ist die Voraussetzung der
Rationalität an die Fächer obsolet.
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Dies legt folgende Verallgemeinerung nahe:

25.3 Definition Unter der virtuellen (reellen) Schnitthomologie IH• (∆) des quasi-

konvexen Fächers ∆ verstehen wir den graduierten Vektorraum E
•

∆; die zugehörigen

Dimensionen heißen die virtuellen Bettizahlen von ∆.

Zur rekursiven Berechnung der virtuellen Bettizahlen verwenden wir das Poin-

carépolynom

IP∆ :=
∑

j≥0

dim IR(E
j

∆) T j ∈ N[T ] ,

wobei wir die Abkürzung IPσ := IPS(σ) verwenden.

Der erste Schritt zur Berechnung ist das folgende Resultat:

25.4 Global-aus-Lokal-Formel Ist der Fächer ∆ quasikonvex, so gilt für die Poin-

caréreihe

(25.4.1) IP∆ =
∑

σ∈∆\∂∆

(T 2 − 1)codimσ IPσ .

Beweis Nach 25.2 2) ist der Komplex C• (∆, ∂∆; E) azyklisch. Wie im Beweis von 22.5

2) folgt daraus die Behauptung.

Analog kann man für quasikonvexes ∆ zeigen:

(25.4.2) IP(∆,∂∆) =
∑

σ∈∆

(T 2 − 1)codimσ IP σ .

Damit bleiben die lokalen Poincaréreihen IPσ zu bestimmen. Dies ist einfach für

simpliziale Kegel:

25.5 Bemerkung Ist σ simplizial, so ist IPσ = 1. Insbesondere ist also IPσ = 1 für

σ ∈ ∆≤2.

Beweis Für simpliziales σ gilt E•

σ
∼= A•

σ nach 21.6. Also ist E
•

σ
∼= A

•

σ = IR• .

Für den zweiten Schritt zur Berechnung der virtuellen Bettizahlen ordnen wir wie

im Beweis von 24.9 einem Kegel σ ∈ ∆j mit j ≥ 1 einen polytopischen Fächer Λ(σ)

zu, wobei V durch den j-dimensionalen Vektorraum Vσ zu ersetzen ist: Zu fixiertem

v ∈ σ◦ ∩Nσ seien

Wσ := Vσ/ IR · v, Tv := Tσ/λv(C
∗), N(v) := Nσ/Z · v

mit der Projektion p:Vσ →Wσ und dem Fächer Λ(σ) := p(∂σ).

25.6 Lokal-aus-Global-Formel Ist σ ∈ ∆j rational mit j ≥ 1, so gilt

IPσ = τ<j
(
(1− T 2) IPΛ(σ)

)
.



288 Anhang Äquivariante Schnitthomologie torischerVarietäten

Beweis Zunächst gilt E
•

σ
∼= E

•

∂σ nach (LME). Da Λ := Λ(σ) als vollständiger Fächer

quasikonvex ist, ergibt sich weiter E•

∂σ = G•

Λ mit der minimalen Erweiterungsgarbe

G := ΛE
• zu Λ. Die behauptete Formel bedeutet damit:

(25.6.1) dimE
q

σ = dimE
q

∂σ
!
=

{
dimG

q

Λ − dimG
q−2

Λ für q ≤ j − 1
0 für q ≥ j .

Dies soll nunmehr verifiziert werden. Dazu sei ψ̃:Vσ → IR linear mit ψ̃(v) = −1. Die

Funktion ψ := ψ̃ ◦ (p|∂σ)
−1:Wσ → IR ist stückweise linear und streng konkav, und es

gelten nach Identifikation von B• := S• (W ∗σ ) mit p−1(B• ) in A•

A•

σ = S• (V ∗σ ) = B• [ψ̃] und mA
•
σ

= A•

σmB• + A•

σψ̃ .

Damit erhalten wir für jedes q einen Isomorphismus reeller Vektorräume

(25.6.2) E
q

∂σ
∼= G

q

Λ

/
ψG

q−2

Λ .

Da Λ projektiv algebraisch ist (und nur dafür wurde σ als rational vorausgesetzt),

existiert nach 24.13 wie im Beweis von 24.9 ein Diagramm

(25.6.3)

G
q−2

Λ

µ(ψ)
−−−−−→ G

q

Λy∼=
y∼=

IHq−2(XΛ)
µ(ωΛ)
−−−−−→ IHq(XΛ) .

Die Funktion ψ gehört wie im Beweis von 24.9 zu einem Geradenbündel L auf XΛ.

Die Chernklasse c1(L) ∈ H2(XΛ; Z) läßt sich zu einer
”
äquivarianten Chernklasse“

cT
1 (L) = c1(LT) ∈ H2

T(XΛ; Z) hochheben, für die mit dem Isomorphismus aus Aufgabe

21.2 nach [BaBrFiKp3, 1.8] gilt:

A2
Λ
∼= H2

T(XΛ) → H2(XΛ), ψ 7→ cT
1(L) 7→ c1(L) .

Daher kommutiert das Diagramm (25.6.3), und wir können den harten Lefschetzsatz

23.9 anwenden, nach dem die Abbildung µ(ωΛ): IHq−2(XΛ) → IHq(XΛ) für q ≤ j

injektiv und für q ≥ j surjektiv ist, so daß (25.6.1) aus (25.6.2) folgt.

25.7 Korollar Ist der Fächer ∆ rational und quasikonvex, so gilt

IHodd(∆) = 0 = IHodd
c (∆) .

Beweis Man erhält das Resultat für abgeschlossene Träger durch Rekursion über 25.4

und 25.6. Für kompakte Träger wendet man die Poincarédualität der Schnitthomologie

(23.2.1) an.

25.8 Beispiel Ist ∆ quasikonvex, so gilt

E
2q

(∆,∂∆)
∼=

{ 0, q ≥ n+ 1
R q = n
Rk(∆)−n q = n− 2 .



§ 25 Virtuelle Schnitthomologie eines Fächers 289

Beweis Wir führen Induktion über n = dim ∆ durch. Der Fall n = 0 ist trivial,

nach Induktionsvoraussetzung erfüllen alle (vollständigen) Λ(σ) die analoge Behaup-

tung. Zunächst folgt aus (25.4.2):

τ≥2n−2 IP (∆,∂∆) = (T 2n − nT 2n−2) IPo +
∑

ρ∈∆1

T 2n−2 IPρ +
∑

r≥2

∑

σ∈∆r

T 2n−2r IPσ .

Wenn σ rational ist, läßt sich 25.6 anwenden; mit 25.5 folgt aus den Induktionsvoraus-

setzung:

τ≥2n−2 IP (∆,∂∆) =
(
k(∆)− n

)
T 2n−2 + T 2n.

Wenn σ nicht rational ist, so fehlt nur der Nachweis, daß IP σ vom Grade höchstens

2r − 4 ist. Auf den vollständigen Fächer Λ := Λ(σ) der Dimension r − 1 wenden wir

im Beweis von 25.6 die Formel (25.15.2) an: Die darstellende Funktion ψ liegt nicht

in A2 · E0
Λ, da ihre Einschränkung auf das Einsgerüst nicht global linear ist. Folglich

ist µ(ψ):E
0

Λ → E
2

Λ injektiv, nach (25.15.2) also die duale Abbildung E
2r−4

Λ → E
2r−2

Λ

surjektiv. Damit hat IPσ für r ≥ 2 in der Tat höchstens den Grad 2r − 4.

Ist ∆ sogar vollständig, so liefert 25.8 mit der Poincarédualität 23.2:

E
0

∆
∼= R und E

2

∆
∼= Rk(∆)−n .

Über die Schnittbettizahlen erhält man auch Informationen zu den üblichen Bet-

tizahlen: Es bezeichne s(∆) die komplexe Dimension der abgeschlossenen invarianten

Untervarietät aller Punkte, in denen X∆ keine rationale Homologiemannigfaltigkeit ist.

Damit ist s(∆) gleichzeitig die maximale Kodimension eines nicht simplizialen Kegels

in ∆. Der leeren Menge ordnen wir dabei die Dimension −1 zu.

In [BaBrFiKp2, § 13] wird für die Trägerfamilien ϕ = c, cld gezeigt:

25.9 Satz Es sei U eine offene Teilmenge der torischen Varietät X∆ mit höchstens

(n− 1+ s)-dimensionalem Komplement für ein s ≥ s(∆). Dann ist der Vergleichshomo-

morphismus

αjϕ:Hj
ϕ|U (U) → IHj

ϕ(X)

surjektiv für j = n + s und bijektiv für j ≥ n + s + 1. Ist n + s gerade, so bleibt die

Behauptung korrekt, wenn in allen Abschätzungen n durch n− 1 ersetzt wird.

Eine duale Aussage gilt für den Vergleichshomomorphismus ωjϕ mit der Homologie.

25.10 Beispiel Die lokalen Bettizahlen bjxσ
(Xσ) zu einem rationalen Kegel σ ∈ ∆n

verschwinden für ungerade j ≥ n+ 1 + s(σ).

Beweis Die lokale Bettizahl bjxσ
(Xσ) ist über die Kohomologie als Dimension von

Hj
c (Xσ) definierbar. In der Schnitthomologietheorie verschwindet die Zahl Ibjxσ

(Xσ) =

dim IHj
c(Xσ) nach 25.7 für ungerades j. Daher folgt die Behauptung aus 25.9.

25.11 Korollar Für rationale quasikonvexe Fächer ∆ ist IP∆ eine kombinatorische

Invariante.
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Beweis Im simplizialen Fall wurde die Behauptung in 22.7 gezeigt. Für einen induk-

tiven Beweis sei die Behauptung für höchstens (n− 1)-dimensionale Varietäten nachge-

wiesen. Ist nun o 6= σ ∈ ∆, so ist der kombinatorische Typ von Λ(σ) durch σ festgelegt,

so daß jedes IPσ nach 25.6 und damit dann auch IP∆ nach 25.4 eine kombinatorische

Invariante ist.

Die Formel aus 25.6 läßt sich auch für nichtrationale Fächer ∆ der Dimension 3

beweisen. Dies ist ein erster Hinweis auf folgende Vermutung:

25.12 Vermutung 1: Allgemeine Lokal-aus-Global-Formel Die Formel aus 25.6

gilt auch für nicht rationale Fächer.

Wie die Rolle des Diagramms (25.6.3) im Beweis von 25.6 zeigt, ergibt sich Vermu-

tung 25.12, wenn folgende Vermutung zu beweisen ist:

25.13 Vermutung 2: Kombinatorischer harter Lefschetzsatz für minimale Er-

weiterungsgarben Ist ∆ ein vollständiger Fächer und ψ ∈ A2(∆) bezüglich ∆ streng

konkav, so ist der von der Multiplikation µ(ψ): ∆E
•−2 → ∆E

• induzierte Vektorraum-

homomorphismus

E
q−2

∆ → E
q

∆

injektiv für q ≤ n+ 1 und surjektiv für q ≥ n+ 1.

Diese Vermutung läßt sich auf den Beweis der Surjektivität (äquivalent dazu: der

Injektivität) reduzieren. Dazu verwendet man eine kombinatorische Poincarédualität

auf vollständigen Fächern ∆, die durch eine duale Paarung40)

(25.15.1) E•

∆ ×E
•

∆ → A• [−2n]

gegeben ist. Wir wollen andeuten, wie sich eine solche Dualität für einen n-dimensiona-

len vollständigen Fächer ∆ rekursiv aus der Gültigkeit der Poincarédualität für alle

Fächer Λ(σ) mit σ ∈ ∆ ergibt; wir erinnern daran, daß alle Λ(σ) vollständig und nie-

derdimensional sind.

Für simpliziales vollständiges ∆ ist die Situation wegen ∆E
• ∼= ∆A

• gemäß 21.8

vergleichsweise einfach: Durch

∆A
• × ∆A

• → ∆A, (f, g) 7→ fg

ist ∆A
• eine graduierte Garbe von kommutativen assoziativen R-Algebren. Mit einer

zusätzlichen Auswertung erhalten wir eine Paarung

A•

∆ ×A
•

∆ → A•

∆
ε
→ A• [−2n] ,

von der zu zeigen ist, daß sie dual ist. Für eine explizite Konstruktion einer solchen

Linearform (vom Grad 0) fixieren wir zunächst eine Volumenform ω auf V = |∆|.

40) definiert durch τ=j(A
• [−2n]) = Aj−2n
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Für jeden Kegel σ wählen wir dann eine Basis (e1, . . . , en) aus Kantenvektoren mit

ω(e1, . . . , en) = 1. Es bezeichne (ℓ1, . . . , ℓn) die duale Basis, weiter sei fσ := ℓ1 · · · ℓn.

Damit definieren wir ε sogar im relativen Fall als die Komposition

E•

(∆,∂∆)
∼= A•

(∆,∂∆) ⊂
⊕

σ∈∆n

A•

σ −→ Q(A• ) , f = (fσ)σ∈∆n 7−→
∑

σ∈∆n

fσ
hσ

,

die das von den 1/hσ erzeugte homogene gebrochene Ideal (vom Grad −2n) in den

Quotientenkörper Q(A• ) abbildet. Zu zeigen ist nunmehr, daß die rationale Function

ε(f) =
∑
σ fσ/hσ sogar regulär ist. Die Nenner sind Produkte von Linearformen ℓτ , die

auf den Facetten τ ∈ ∆n−1 verschwinden, und da ein solcher Faktor ℓτ in keinem Nenner

hσ außer für τ ≺ σ auftritt, genügt es zu verifizieren, daß
∑

σ≻1τ
fσ/hσ längs

◦
τ regulär

ist. Wenn τ in ∂∆ liegt, dann verschwindet die zugehörige Funktion fσ auf τ und ist

somit durch ℓτ teilbar. Folglich sei nun τ eine gemeinsame Seite zweier Kegel σ+ und σ−

in ∆n. Es reicht aus, den Beitrag f+/h++f−/h− dieser beiden Kegel zur Gesamtsumme

zu untersuchen. Wir können die Basis von σ+ so anordnen, daß e1, . . . , en−1 die Facette

τ erzeugen und daß ω(e1, . . . , en−1, e
+
n ) = 1 gilt. Ergänzen wir e1, . . . , en−1 zu einer

Basis von σ−, dann liefert der Vektor e−n , der die verbleibende Kante von σ− erzeugt,

die
”
falsche“ Orientierung im Vergleich zur ursprünglichen Basiswahl zu σ−, also gilt

ω(e1, . . . , en−1, e
−
n ) = −1. Damit folgt e+n + e−n =

∑n−1
j=1 rjej und somit

ℓ−j = ℓ+j − rjℓ
+
n für 1 ≤ j ≤ n− 1 und ℓ−n = −ℓ+n ,

wobei (ℓ−1 , . . . , ℓ
−
n ) die duale Basis von (e1, . . . , en−1, e

−
n ) (mit ℓτ = ±ℓ+n ) ist. Es ergibt

sich mit
∏

:=
∏n−1
j=1 :

f−h+ + f+h−

h+h−
= −

f−
∏
ℓ+j + f+

∏
ℓ−j

ℓ+n
∏

(ℓ+j ℓ
−
j )

.

Der Zähler ist von der Gestalt f−
∏
ℓ+j − f

+
∏

(ℓ+j − rjℓ
+
n ). Weil auf τ die Linearform

ℓ+n verschwindet und f+ = f− gilt, muß ℓ+n den Zähler teilen.

Für nichtsimpliziales ∆ haben wir zunächst auf ∆E• eine Multiplikation einzufüh-

ren, von der allerdings wegen der dabei auftretenden Willkür keine Assoziativität zu

erwarten ist:

25.14 Lemma Die multiplikative Struktur auf ∆E
• |∆≤2 läßt sich so fortsetzen, daß

∆E
• auf ganz ∆ eine Garbe von kommutativen, nicht notwendig assoziativen R-Algebren

wird.

Beweis Es sei σ ∈ ∆ ein minimaler Kegel, für den auf E•

σ noch keine Multiplikati-

on erklärt ist; wir haben eine solche so einzuführen, daß die Einschränkungsabbildung

E• (σ) → E• (∂σ) = E•

∂σ ein Homomorphismus wird. Ohne Einschränkung sei σ ∈ ∆n.

Für ein v ∈ σ◦ bezeichne B• das Bild der kanonischen Inklusion

S•
(
(V/Rv)∗

)
→֒ S• (V ∗) = A• .
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Dann ist E•

∂σ ein freier B• -Modul (vgl. den Beweis von 25.6). Mit einem Schnitt

s:E
•

∂σ → E•

∂σ wie in (24.11.2) erhält man eine Zerlegung der Einschränkungsabbildung

(wegen A• = A•

σ) in der Form

E•

σ = A• ⊗R E
•

∂σ
1⊗s
−→ A• ⊗R E

•

∂σ → A• ⊗B• E•

∂σ =: F •

σ
β
→ A• ⊗A• E•

∂σ = E•

∂σ .

Die Komposition der beiden ersten Abbildungen werde fortan mit α bezeichnet. Wenn

man eine direkte Zerlegung F •

σ = α(E•

σ) ⊕ K• in A• -Moduln mit α(E•

σ) ∼= E•

σ und

β(K• ) = 0 finden kann, dann liefert die Projektion F •

σ →→ α(E•

σ) mit dem auf F •

σ bereits

aus den Vorgaben existierenden Produkt ein solches auf E•

σ durch die Komposition

E•

σ ×E
•

σ
α×α
−→ F •

σ × F
•

σ → F •

σ →→ α(E•

σ) ∼= E•

σ .

In der Tat ist die Teilabbildung α:E•

σ → F •

σ injektiv mit einem direkten Komplement

F •

σ = α(E•

σ)⊕K• : Ist c1, . . . , cr eine Basis des freien A• -Moduls E•

σ , so ist c1, . . . , cr eine

R-Basis von E
•

σ nach Aufgabe 22.1 i). Der Homomorphismus α faktorisiert E
•

σ
∼= E

•

∂σ

und ist somit injektiv: Ergänzt man α(c1), . . . , α(cr) durch f1, . . . , f t zu einer Basis

von F
•

σ, so hat K• in dem freien A• -Modul F •

σ die Basis f1, . . . , ft, wobei die fj ohne

Einschränkung homogen gewählt seien. Da ∆E
• welk ist läßt sich jedes β(fj) zu einem

gj ∈ E
•

σ fortsetzen. Ersetzt man K• durch
∑
A•

(
fj − α(gj)

)
, so sieht man, daß ohne

Einschränkung β(K• ) = 0 gilt.

Damit läßt sich die gesuchte Paarung (25.15.1) konstruieren, denn es steht 25.6 zur

Verfügung, so daß wie in 25.8 gilt

E
j

∆ =

{
R, j = 2n
0, j ≥ 2n+ 1 .

Für die Auswertungsabbildung ε verwenden wir die (bis auf reelles Vielfache eindeutige)

Linearform ε ∈ HomA•

(E•

∆, A
• [−2n]) vom Grad 0 auf dem freien A• -Modul E•

∆; sie

bildet insbesondere E<2n
∆ auf 0 ab. Mit Hilfe des in 25.14 gewählten Produktes erhalten

wir damit die Paarung

(25.15.1) E•

∆ × E
•

∆ → E•

∆
ε
→ A• [−2n] .

In [BaBrFiKp5] wird nun folgende kombinatorische Poincarédualität gezeigt:

25.15 Theorem Ist ∆ ein vollständiger Fächer der Dimension n, so ist die Paarung

E•

∆ × E
•

∆ → A• [−2n]

dual.

Mit anderen Worten: Die Determinante dieser bilinearen Abbildung zum freien A• -

Modul E•

∆ ist eine Einheit in A• . Dies gilt sogar allgemeiner in einer relativen Version

für equivariant formale Fächer ∆, wo für E•

(∆,∂∆) := ker
(
ρ∆
∂∆:E•

∆ → E•

∂∆

)
eine Dualität

E•

∆ ×E
•

(∆,∂∆) → A• [−2n]
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konstruiert wird. Damit läßt sich rekursiv zunächst eine lokale relative Poincarédualität

für σ ∈ ∆n zeigen, wenn 25.15 für den vollständigen (n−1)-dimensionalen Fächer Λ(σ)

gezeigt ist. Daraus läßt sich die globale relative Poincarédualität für n-dimensionales

quasikonvexes ∆ ableiten. Dabei übernimmt E•

(∆,∂∆) die Rolle der kompakt getragenen

Kohomologie im Falle rationaler Fächer. Im vollständigen Fall reduziert sich das relative

Ergebnis ersichtlich auf 25.15.

Nun können wir auf die angekündigte Reduktion von Vermutung 2 zurückkommen:

Die Paarung (25.15.1) induziert eine duale Paarung

(25.15.2) E
•

∆ × E
•

(∆,∂∆) → A
•

[−2n] ∼= A0 = R

reeller Vektorräume. Die zugehörige Multiplikation µ(ψ) ist selbstadjungiert, also ist

der Homomorphismus E
q−2

∆ → E
q

(∆,∂∆) genau dann injektiv, wenn die duale Abbildung

E
2n−q

∆ → E
2n−q+2

(∆,∂∆) surjektiv ist.

Die genauere Analyse des Beweises von 25.4 zeigt nun, daß folgende, für rationale

Fächer auf Grund des harten Lefschetzsatzes erfüllte lokale Verschwindungsbedingung

V(σ) an alle o 6= σ ∈ ∆ entscheidend ist:

V(σ) E
q

σ = 0 für alle q ≥ dimσ .

Damit ist Vermutung 2 eine Konsequenz von

25.16 Vermutung 3 Für jeden von 0 verschiedenen Kegel σ in V gilt V(σ).

Schließlich weisen wir noch auf eine numerische Form der Poincarédualität hin:

25.17 Relative Poincarédualität Ist ∆ ein (nicht notwendig rationaler) quasikon-

vexer Fächer, so gilt

P(∆,∂∆)(t) = t2nP∆

(1

t

)
.

Beweis Aus (25.15.2) folgt bq(∆, ∂∆) = b2n−q(∆) und damit

t2nP(∆,∂∆)

(1

t

)
= t2n

2n∑

q=0

bq(∆, ∂∆)t−q =
2n∑

q=0

b2n−q(∆)t2n−q = P∆(t) .
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konv(A) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . konvexe Hülle von A 54

P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Menge der Polytope in V 54

P0 . . . . . . . . . . . . . . Menge der Polytope K in V mit 0 ∈
◦

K 54

H≥a(u) . . . . . . . . . . . . . durch u ≥ a definierter Halbraum in V 54

S � K . . . . . . . . . . . . . . S ist eigentliche Seite des Polytops K 55

S(K) . . . . . . . . . . . . . . . . . Seitenverband des Polytops K 55

Kj . . . . . . . . . . Menge der j-dimensionalen Seiten des Polytops K 55

S−1(K) . . . . . . . . . . . . . . Menge der Facetten des Polytops K 55

F ≺1 K . . . . . . . . . . . . . . . . . F ist Facette des Polytops K 55

fj(K) . . . . . . . . Anzahl der j-dimensionalen Seiten des Polytops K 56

aff A . . . . . . . . . . . . . von A in V erzeugter affiner Unterraum 56

C(ℓ, n) . . . . . . . . . . . . . zyklisches Polytop mit ℓ Ecken im Rn 57

D(ℓ, n) . . . . . . . . . . . . . . . . definierende Punkte von C(ℓ, n) 57

K∨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . zu K duales Polytop 63

K∧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . polares Polytop −K∨ 63

S∗ . . . . . . . . . . . . . . . . zu S duale Seite im dualen Polytop 64

∆K . . . . . . . . . . . . . . zum Polytop K in V assoziierter Fächer 65
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Cl DivC(X) . . . . . . . . . . . . Gruppe der Cartierdivisorenklassen 174

vY (s) . . . . . . . . . . . . . . . Vielfachheit des Schnittes s längs Y 174
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direkte Summe von Fächern . . . . . . . 45

– – – Kegeln . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Disivorenklassengruppe . . . . . . . . . 149

Divisor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

–, ampler . . . . . . . . . . . . . . . . . 190ff.

– eines rationalen Schnittes . . . . . . 174

– – Schnittes . . . . . . . . . . . . . . . 121

–, kanonischer . . . . . . . . . . . . . . . 130

–, sehr ampler . . . . . . . . . . . . 190, 192

Dreiecksprisma . . . . . . . . . . . 257, 263

∆-stückweise polynomiale Funktion . 246

duale Paarung . . . . . . . . . . . . . . 270f.



Index 307

dualer Graph . . . . . . . . . . . . . . . 128

– Kegel . . . . . . . . . . . . . . . . . 5, 9, 21

– Vektorraum . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

duales Gitter . . . . . . . . . . . . . . . . 19

– Polytop . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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Fächerzahlenzyklus . . . . . . . . 124, 132
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Inneres eines Fächers . . . . . . . . . . 260

– – Kegels . . . . . . . . . . . . . . . . 10, 79
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Prägarbe . . . . . . . . . . . . 111, 117, 247

Primdivisor . . . . . . . . . . . . . 162, 196f.
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–, reguläre . . . . . . . . . . . . . 75, 86, 115
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