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10. Ubung zur Funktionalanalysis

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in der Ubungstunde am 7.1.2008 vorzubereiten.
Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und bis zum 20.12.2007 um 10.00 Uhr in den
gekennzeichneten Briefkasten einzuwerfen.

(10.1) Sei F Banachraum und seien 7', S abgeschlossene lineare Operatoren in E mit D(T) = E
und D(S) = E. Zeigen Sie:

(a) BA(T) — Ru(T) = (A — ) BA(T) R, (T) fiir alle A, pu € p(T);
Sei nun zusétzlich D(T) = D(S). Zeigen Sie:
(b) RA(T) — Rx(S) = RA(T')(S — T)RA(S) fiir alle A € p(T) N p(S).

(10.2) Sei E = Ly([0,1]) und T € L(FE) durch Tf(t) := t - f(t) definiert. Bestimmen Sie
p(T),0,(T),0.(T) und o, (T").

(10.3) Sei
k:[0,1] x[0,1] — R, k(s t) = { (1-

der Kern des Fredholmoperators
1
To: : C(0,1]) — C((0,1]),  (Tha)(s) = / ks, e()dt, s € [0,1].
0
Zeigen Sie: Die Eigenwerte von T}, sind A, = (n7)~2,n € N mit zugehérigen Eigenfunk-

tionen z,(s) = sin(n~ws), s € [0, 1], und jeder geometrische Eigenraum F,, := ker(T—\,,)
ist eindimensional.

Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir A € C\ {0} aus Tpz = Az folgt z € C*°([0,1]),\a” +2 =0
und z(0) = z(1) = 0.



