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11. Ubung zur Funktionalanalysis

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in der Ubungstunde am 14.1.2008 vorzubereiten.
Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und bis zum 10.1.2008 um 10.00 Uhr in den ge-
kennzeichneten Briefkasten einzuwerfen.

(11.1) Shift-Operatoren
Der Operator S in £? sei definiert durch Se(™ := e+ wobei {e(™},cn die kanonische
Orthonormalbasis in £? sei.

(a) Bestimmen Sie ||S]|, S*, SS5*, S*S und ||S¥||.
(b) Bestimmen Sie ker(.S), R(S5), ker(S*) und R(S*).

(11.2) Multiplikations-Operatoren
Sei £ = C([0,1]), ¢ € Eund T € L(F) definiert durch T'f(t) := ¢(t) - f(t) Bestimmen
Sie 0p,(T') und zeigen Sie, dass alle Eigenwerte von 7" unendliche Vielfachheit haben, d.h.
es gilt dimker(T' — \) = oo fiir A € 0,,(T).

(11.3) Sei E Banachraum und 7" € L(FE). Zeigen Sie:

(a) Fiir alle X € p(T) gilt
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dist(A, o(T)) = lim [[R\(T)"|[" = :SUEHRA(T) 7.
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Hinweis: Zeigen Sie zunéchst: dist((\,o(T")) > sup,en HRA(T)”H_% und danach
dist(A, o(T)) < Hminf, oo ||R(T)"]| .

(b) Folgern Sie daraus: Ist (An)neny C p(T) mit A, =3 Ao und sup,,ey || R, (T)|] < oo,
so folgt \g € p(T).

(11.4) Sei E ein normierter Raum. Fiir eine Teilmenge U C E’ definiert man den Annihilator
von U in Edurch U, :={z € E|VfecU: f(zr)=0}. Zeigen Sie:

(a) Sind F und F Banachriume und 7' € L(E, F) so gilt
R(T) = (ker(T")) .

(b) Ist zusétzlich R(T') abgeschlossen, so ist die Operatorgleichung Tx = y genau dann
losbar, wenn fiir f € F' aus T'f = 0 auf E folgt, dass f(y) = 0 gelten muss.

WIR WUNSCHEN THNEN FROHE WEITHNACHTEN UND VIEL ERFOLG IM NEUEN JAHR!



