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14. Ubung zur Funktionalanalysis

Die folgenden Aufgaben sind zum Vortragen in der Ubungstunde am 4.2.2008 vorzubereiten.
Alle Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten und bis zum 31.1.2008 um 10.00 Uhr in den ge-
kennzeichneten Briefkasten einzuwerfen.

(14.1) Sei H ein C-Hilbertraum und seien P;, P» orthogonale Projektionen auf abgeschlossene
Unterrdume M; bzw. Mas. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

(i) My C M.

(11) Es gﬂt P1P2 = P2P1 = Pl.
(iii) Es gilt ||Piz|| < ||Poz|| (z € H).
(iv)

(14.2) Sei E ein Banachraum und z,z, € E. Zeigen Sie:

v) Esgilt P, < Py, d.h. (Piz,z) < (Pex,z) (x € H).

(a) Aus z, — z folgt x, — 2 aber nicht umgekehrt.

(b) Falls x,, — x, s0 ist (||Z,||)nen beschrinkt und ||z|| < liminf, oo ||Zn]|.

(c) Sei H ein C-Hilbertraum und P, P,,n = 1,2, ... Projektionen, so dass P, — P.
Dann gilt P, — P.

(14.3) Sei (X, o) ein Messraum, H ein C-Hilbertraum und E: &/ — L(H) ein projektorwer-
tiges Mafs. Zeigen Sie:
(a) E(®) =0.
(b) E(AUB)+ E(ANB)=E(A)+ E(B) (A,Be «&).
(c) E(B\A)=E(B)— E(A) fir A,B € o mit AC B.
)

(d) Seien A, € & mit A, C Apq1 (n € N). Dann ist E(|,, ey An) = s-lim, oo E(Ay).
Und fiir A, € & mit A, D Apy1 (n €N) gilt E((),cn An) = s-limy o0 E(Ap).

(e) Seien A, B € o/ mit AN B = (). Dann ist R(E(A)) L R(E(B)).
(f) E(ANnB)=E(A)E(B) = E(B)E(A) (A,B € ).

(14.4) Sei nun X = [0,1], & = £([0,1]) und H = L?([0,1]). Wir definieren fiir f € H und

Ac o
(Paf)(t) = xa(t)f(t) = { (J;(t), i;ﬁ
Zeigen Sie:
E(A):{PE" %¢A,
Pa+Pay, 3€A4

ist ein projektorwertiges Mak. Hierbei ist % = {% tx € A}.



