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Grundlegende Definitionen,
Motivation

Unser Interesse gilt folgenden Begriffen:

Definitionen 2.1. Es sel K ein Kdrper, und es sei T eine Teilmenge von K.

¢ T heibt eine Halbgruppe von K, wenn T - T C T gilt. Es sei ferner T =
jiteT ~ {0} |1/t T} die Menge der Einheifen von T.

e Gilt zudem K = (T~ {0})7' UT, =0 heifit T eine totale Halbgruppe von
K.

e (Gelten zudem auch noch T'+ 7T C 2T und 2 £ T, s0 nennen wir T eine
Bewertungshalbgruppe von IV,



Grundlegende Definitionen,
Motivation

¢ Eine Bewertungshalbgruppe T heilit Zirkelhalbgruppe, wenn sie die Bedin-
gung 2- 1T CT" 4+ T erfiillt.

Die komplexe Einheitsscheibe ist das Standardbeispiel einer
Zirkelhalbgruppe. Doch selbst innerhalb der komplexen Zahlen
gibt es noch viele weitere Beispiele (s.u.). (Anm.: Hat ein Korper
eine Bewertungshalbgruppe, so mul’ seine Charakteristik O sein.)



Grundlegende Definitionen,
Motivation

Innerhalb der formalen Sprache
L ={+,-,—,0,1} u{T}

suchen wir ein vollstandiges Axiomensystem fur die Theorie
der komplexen Einheitsscheibe. Zusammen mit den Axiomen
fur algebraisch abgeschlossene Korper sollen dabei moglichst
,geometrische” Axiome gefunden werden.



Grundlegende Definitionen,
Motivation

Damit ist genauer folgendes gemeint: Innerhalb der formalen
Sprache kann Uber die Menge

1 1

,geredet” werden. Man kdnnte mit Axiomen
ganz direkt fordern, daR (Fy ~ {0})™' U R,

ein Unterkorper vom Index 2 ist. Gemal Artin ist

er dann ein reell abgeschlossener Korper. Die
Bewertungshalbgruppe ist dann die Einheitsscheibe

bzgl. dieses Unterkdrpers. Uber die bekannte Vollstandigkeit
der Theorie reell abgeschlossener Kérper kann dann auch die
Vollstandigkeit unserer Axiome leicht gezeigt werden.




Grundlegende Definitionen,
Motivation

Von diesem zuletzt beschriebenen Ansatz wollen wir uns
,moglichst weit” wegbewegen. Es soll ,,mdglichst wenig” Gber Ro
im Axiomensystem ,geredet” werden, denn dies entspricht

einer Axiomatisierung durch EinfiUhrung von Koordinaten

und beschrankt die Anwendbarkeit des Systems.

Statt dessen soll ein System entstehen, dals nur tber T

redet”.

Desweiteren soll generell die Struktur von Bewertungshalbgruppen
untersucht werden.



Grundlegende Definitionen,
Motivation

Bereits Krull hat 1961 grundlegende Ergebnisse zu
Bewertungshalbgruppen gefunden:

Krull interessierte sich fiir Halbgruppen, die durch das
Zusammensetzen von Bewertungsringen und archimedischen
Absolutbetragen | | auf dem Restklassenkorper hervorgehen.

Urbild der
Einheitsscheibe

Restklassen-
homomorphismus ¢

Solche Halbgruppen nennen wir Krull-Halbgruppen.



Grundlegende Definitionen,
Motivation

Jede Bewertungshalbgruppe induziert auf kanonische Weise
einen Bewertungsring () ; dieser ist der kleinste Bewertungsring,
der die Halbgruppe noch enthalt.

Krull konnte folgendes zeigen:

Der Restklassenkérper mufs einen archimedischen Absolutbetrag
dergestalt besitzen, dafs die Bewertungshalbgruppe in der entspr.
Krull-Halbgruppe enthalten ist.

- —Y
K —

‘ :

Bewertungshalbgruppe

T~



Beispiele, Bewertungshalbgruppen der
komplexen Ebene

Innerhalb der komplexen Zahlen sind die reellen Zahlen als ,,Achse”
in keinster Weise ausgezeichnet. Es gibt unendlich viele alternative
Unterkorper mit dem Index 2. Manche sind isomorph zu den reellen

Zahlen, und manche nicht:

I.-'I?""il
o

2 5 2

Sie alle sind reell abgeschlossene Koordinatenkdrper der komplexen
Zahlen, deren ,Einheitsscheibe” eine Zirkelhalbgruppe ist. Bzgl. der
Topologie von [ liegen sie dichtin [




Beispiele, Bewertungshalbgruppen der
komplexen Ebene

Aber auch die gewdhnliche komplexe Einheitsscheibe besitzt
uberraschenderweise echte Teilmengen, die zwar keine
Zirkelhalbgruppen aber immer noch Bewertungshalbgruppen
sind. Folgendes Beispiel illustriert das allg. Vorgehen zum
Konstruieren solcher Halbgruppen:

Als Vektorraum Uber den rationalen Zahlen besitzen die reellen
Zahlen eine sog. Hamel-Basis H .Essei /& die Menge aller
,Linearkombinationen”:

f:H—-Q [theH]|[f(h)#0]
Wir wahlen nun zwei Elemente h'. h" = H mit h' ; h'

d setzen: - N ‘K" ‘h" |
R A= (N f(h) R | fEF, F(B) = F(R") =0}
heH

< X0



Beispiele, Bewertungshalbgruppen der
komplexen Ebene

Die Menge A ist eine Untergruppe von [ . Bezeichnet ¥}
ihren Restklassenhomomorphismus, so definiert

a+ib— nlah’ +bh") , a,bcQ

einen Gruppenisomorphismus: "a-ﬁ ]Ej,u"'-l

Die Gruppe Q(7) hat unendlich viele Anordnungen. Eine solche
kann durch ,,Halbierung” der Ebene definiert werden:

Vs T ‘ 1+i
DIw; ‘

Positivbereich

A



Beispiele, Bewertungshalbgruppen der
komplexen Ebene

Die Menge
2™ |reR, r+ A<0}U{zeC]| x| <1}

ist dann eine Bewertungshalbgruppe, die eine echte Tellmenge
der komplexen Einheitsscheibe ist; der Punkt 2mi(h'+h")
ist z.B. nicht in ihr enthalten.

Allgemein gilt der folgende Satz:



Beispiele, Bewertungshalbgruppen der
komplexen Ebene

Satz 3.1.1. Es sei k ein Unterkorper von C. Zur Abkiirung sei weiter:

Vi=IrcR| p2miT b (= ,,*f__l}

Dann entsprechen die beschrdinkten totalen Halbgruppen von k wmkehrbar ein-
deutig den Paaren (A, <), fiir die gilt: A ist eine Z umfassende Untergruppe der
(additiven) Gruppe V', fiir die die Faktorgruppe V/A mindestens eine Anord-
nung besitzt, und "<7 ist eine solche Anordnung dieser Faktorgruppe.

Genauer entspricht dabei dem Paar (A, <) die totale Halbgruppe:

[ | reV, r+4 AL 0lu{zck||z| <1}

14



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Eine Zirkelhalbgruppe T mul keinen ,dinnen” ,Rand” T~
haben; er kann ,,dick/wolkenartig” sein.

T,-‘i

Offenbar ist er dann ,, dinn”, wenn

1 1
Ry = {E[f + ?} [ teT™} ,dinn“ist.



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Es stellt sich heraus, daR H genau dann ,,dinn“ist, wenn
folgende Bedingungen erfullt sind:

Irn(r+2)=11}

1
2

(Ho + Ro) € Rg

R
//

Genauer gilt:

___.CD.__________

Wir nennen R = Q(Ry) Rq
die Achsevon ' .



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Lemma 3.2.1. Es sei T' eine Zirkelhalbgruppe eines Korpers K, der ein Ele-
ment i € K mit i* = —1 besitze. Weiter sei die Menge Rq wie oben angegeben

definiert, und es sei R = (Q(Ry). Dann sind die folgenden drei Aussagen dqui-
valent:

1. R ist reell.

2. Es gelten die Beziehungen:
o 1 .
TN(T+2)={1} und 5 (Ro+ Fo) € Ry

3. R ist euklidisch.

Ist R reell (mit der Anordnung "<”), so gelten zudem noch die Aussagen:
T={z+iy|zych 22 +y* <1},
Ry={reR|-1<z<1}=TnNR,

R= {g |78 € Ry, s 0,

Ve,t,z,yc T (e+t=o4y#0= {et} = {z,y}),

K ist quadratisch abgeschlossen



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Erlduterungen zum Beweis: Fur t < 1" kann man wie im

Komplexen die Begriffe Real- und Imagindrteil einfihren:

1 1 C
(t + —) I'm(t) := Re(—it)

Fe(t) = 5 1‘

Esgilt: Re(t)4+i-Im(f)= 1

B2 | =

Ist = = 1',sogibtese,t =€ T* mit: == —-(e+1) Folgt:

— - (Ifml(e) +Tml(t))

.-..l
h.:'ll—
73
L
™
+
.
()
il e
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Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Wegen  FRele)- Re(t) = lI:E‘ + l}l - l[z‘ + l}l
2 e’ 2 i
- - (et + : +o4 fjl
4 - et t e
1 Elf#+1]+1rf‘+fﬁ
= —-[—=le — —(— 4+ -1
2 2\ T Tt e
= % - (Re(et) + Rf*{f‘;'z‘:l]
: 1 ﬁ
gilt: Ho- Hy S 5 (Ho+ Ha)  Und man erkennt nun schnell:

- T -+ ... T T

{ S0 T e T Sy

|nome M r,.s, € By, sgp+... + 5, #F 0}

— Q@(Ha) = H Die Achse kann also schon recht konkret
angegeben werden.

19



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

e . 1 .
Gilt die Bedingung  — - (Ro 4 Ro) € Ry, soist R

multiplikativ abgeschlossen. Die letzte Darstellung der Achse
vereinfacht sich daher zu:

R={=|r.s€Ro, s #0]

Mic 1M1+ 2)=1 1} folgt nun relativ leicht, daf8 -1

keine Summe von Quadraten der Achse sein kann. Damit ist
gezeigt, dalR die Bedingungen erzwingen, dald die Achse reell ist.-

Ist umgekehrt die Achse reell, so gibt es die Zirkelhalbgruppe:

Tp:={z+iy|zyeck 2" +y* <1}



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

1 %
Ist = € 1", sogibtes e, t € T* mit: == §(E + t) (*)
Wegen Rc[tjg + Im(t)* = 1 gilt:

(Re(e) + Re(t))* + (5 - (Ime) + Im(#)))* +

t«.-ll—'lb.-l

- (Re(e) — Re(t)))* + i% (Imie) —Im(t)))*

=1
Und deshalb folgt sofort = € Ix. Alsoist: 1" C T'p
Gibeesein yweTr~T ,sofolgtefiur r:=1/y < TE o T

aus (*) sofort: (= - (Re(e) + Re(t)))? —l_lE (Imie)+ Imit)))* =1

L
-2
1 I-:I- w4 % T

E I:REIEI—R.'_I:ELII:I —|—|¥§-I:_r“.ri-;'l:r.:l—_rli':![f}}]‘=':]'
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Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Weil die Achse reell ist, ergabe sich aus der letzten Gleichung:
Rele) = Re(t), Imle) = Im(t)
Aber das ergabe den Widerspruch:

1 . .
e=1 r=5-(t+t)=teT™, y=1/zeT

ol

Alsoist 17" = T und dann gelten natirlich die geometrischen

Bedingungen: T (T +2)= {1} Ro+ Ry) © Ry

7

t

Nun sei die Achse als reell vorausgesetzt.
st 7 € BEmit ™ > 1 soist: 7 — 1 e Ry
r+1




Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Also gibt es eine Einheit ¢ = 1T mit:
r—1 1 1.

= =(t+ )
r+1 2 t

Lost man dies nach § auf, so ergibt sich:

— 2./
. ¥ 1 44 FAYE
r+1 r+ 1
Es folgt: vre K, R(Wr)C K

Die Anordnung der Achse kann auf H{+/r) fortgesetzt werden.
Daher kann nury/7 € R sein. Somit ist die Achse euklidisch.
Q.E.D.



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Man erkennt nun leicht:

Korollar 3.2.2. Es sei K ein Kérper mit V—1 € K. Dann entsprechen die
Zirkelhalbgruppen von K mit reeller Achse umkehrbar eindeutig den euklidischen
Unterkérpern L von K, fir die L(v/—1) = K gilt.

Da bei tiber © algebraischen Kérpern die Bewertungsringe
trivial sind, gilt hier sogar:

Korollar 3.3.3.3. Es sei K ein tiber Q algebraischer Korper. Dann entsprechen
die Zirkelhalbgruppen von K wmkehrbar eindeutig den euklidischen Unterkorpern

L von K, fir die K = L(v/—1) qult.

24



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Besitzen uber @ algebraische Korper Zirkelhalbgruppen, so sind
sie insbesondere quadratisch abgeschlossen. Aber nicht jeder
derartige quadratisch abgeschlossene Koper besitzt eine
Zirkelhalbgruppe! Beispiel: Es sei F' der Zerfallungskorper von:

_:{r 3 - 2

Nach Zorn gibt es dann einen maximalen Korper ;f.;’. bezlglich:
k ist algebraisch iiber @
ENF =Q Man kann nun beweisen:

Dann st k ein quadratisch abgeschlossener Korper, der die folgende Eigenschaft
besitzt: Fiir jeden reellen Unterkorper R von k gilt:

kR =



Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse

Anmerkung: Hat ein KérperK eine Zirkelhalbgruppe I, soist ihr
Bild T := ¢(T) immer eine Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse.
Denn gemald Ostrowski gibt es eine Einbettung K < C

und ein € > 0 mit: —
Ve e K |x|=|T(2)|
(V-1€K)
Ist 2 €T, so ist I7(z)| = 1. Daraus folgt:

K ' T(%(:I?Jrl)) = 1(7(33)+ 11 Je R

,11
d— eas

: 1 1 =
Also liegt {5(3; + ;) |z € TX}

in einem reellen Unterkdrper von K .
Q.E.D.



Fortsetzungstheorie

Wir betrachten Fortsetzungen von Bewertungshalbgruppen auf
Oberkorper. Dies wird analog wie bei Bewertungsringen definiert.

Die Fortsetzungen einer Krull-Halbgruppe entprechen den Fortsetzungen der
zugehorigen Bewertung und des zugehoérigen archimedischen Absolutbetrages.

Satz 4.2. Essei L/ K eine Korpererweiterung, und es seien E, T Krull-Halbgruppen
von L bzw. K. Gemafl der Definition 2.3 sei £ die Zusammensetzung eines Be-
wertungsringes Og von L und eines archimedischen Absolutbetrages | |g des
Restklassenkorpers L. Und T sei die Zusammensetzung eines Bewertungsringes
O von K und eines archimedischen Absolutbetrages | |17 des Restklassenkorpers
K. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. FE st eine Fortsetzung von T

2. Og ist eine Fortsetzung von Op, und die beiden Betrdge (| |g)
sind zueinander dquivalent.

= und | |7
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Fortsetzungstheorie

Die Fortsetzungen einer Krull-Halbgruppe auf eine normale Korpererweiterung
sind stets konjugiert zueinander:

Satz 4.3. Es sei N/K eine algebraische Kdrpererweiterung, und es sei 'l eine
Krull-Halbgruppe von K. Dann gilt:

1. Es qibt stets eine Krull-Halbgruppe 1 von N, die ' auf N fortsetzt.

2. Ist N/K normal, so sind die Mengen
a(Tn), mit o € Gal(N/K),

genau die Krull-Halbgruppen von N, die T" auf N fortsetzen.

28



Fortsetzungstheorie

Bei Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse reduziert sich die Frage der
Fortsetzbarkeit ganz auf die Fortsetzbarkeit ihrer Achse (die ja ein
euklidischer Koordinatenkorper ist).

Satz 4.4. FEs sei L/K eine Korpererweiterung mit /—1 € K, und es seien
E.,T Zirkelhalbgruppen von L bzw. K mit reellen Achsen Rg bzw. Ry (gemafs
Kapitel 3.2). Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. FE st eine Fortsetzung von 1.

2. Rp N K = Ry

29



Fortsetzungstheorie

Die Fortsetzungen einer Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse auf eine normale
Korpererweiterung sind stets konjugiert zueinander:

Satz 4.6. Es sei N/K eine normale Korpererweiterung mit \/—1 € K. Es sei
weiter 1" ewne Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse von K, und es ser I’y eine

Zirkelhalbgruppe mat reeller Achse von N, die I" auf N fortsetzt. Dann sind die
Mengen
o(Txn), mit o0 € Gal(N/K),

genau die Zirkelhalbgruppen mat reeller Achse von N, die ' auf N fortsetzen.

30



Fortsetzungstheorie

Zirkelhalbgruppen mit reeller Achse liegen in quadratisch

abgeschlossenen Korpern. Bei diesen sind folgende Dinge zu
beachten:

Zwei quadratisch abgeschlossene Kérper K/ der Charakteristik O
kdnnen durchaus so ineinander liegen, dal eine endliche, nicht-
triviale Korpererweiterung besteht. Ist sie normal, so mul ihr Grad
ungerade sein. Generell gilt:

Es sei K /k eine endliche Korpererweiterung. Die beiden Koérper mogen dabei
die Charakteristik Null besitzen. Weiter sei ' quadratisch abgeschlossen. Dann
gilt (siehe Corollary 5.11. in Kap. VIII auf S. 270 in [10]):

Ist @ € k, so ist k quadratisch abgeschlossen.

Ist i ¢ k, so ist k euklidisch.



Fortsetzungstheorie

Ist /4 ein quadratisch abgeschlossener Korper der Charakteristik
Nullundist [’ ein maximaler reeller Unterkorper (der nach
Zorn stets existiert), so ist leider nicht bekannt, ob der Fall

2<|K:FE|<nc
uberhaupt auftreten kann. Man kann aber folgendes zeigen:
Essei K/FE endlich. Ist K/E normal, oder besitzt I\ nur

ungerade Erweiterungen, so muJs [If : E] — 2 sein.

Ubersetzt man dies in die Sprache der Zirkelhalbgruppen mit
reeller Achse, so ergibt sich folgender Fortsetzungssatz:



Fortsetzungstheorie

Korollar 4.5. Es sei K /k eine endliche Kérpererweiterung mit /—1 € k. Wei-

ter besitze k eine Zirkelhalbgruppe T mit reeller Achse R. Dann gelten folgende
Aussagen:

1. Ist K quadratisch abgeschlossen, so gilt: Gestattet K nur ungerade Er-
weiterungen, oder ist K /R normal, so besitzt K eine Zirkelhalbgruppe mit
reeller Achse, die eine Fortsetzung von T ist.

2. Besitzt K eine Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse, die eine Fortsetzung
von 1" ist, und ist K /k normal, so muf [K : k| ungerade sein.

33



Fortsetzungstheorie

Da Bewertungshalbgruppen mit reeller Achse ja auch einen
kanonischen Bewertungsring definieren, ergibt sich die Frage nach
der Fortsetzbarkeit der Halbgruppen auf henselsche bzw.
maximale unmittelbare Erweiterungskorper. Hier ergaben sich
uberraschenderweise positive Aussagen:

Da sich bei derartigen Erweiterungen der Restklassenkdrper
nicht andert, ist sofort klar, dafd sich Krull-Halbgruppen stets auf
sie fortsetzen lassen.

Weiter gilt:



Fortsetzungstheorie

Satz 4.7. Es sei T' eine Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse eines Kdrpers K.
Zudem gelte /—1 € K. Und es sei Ky seine henselsche Hiille beziiglich des von
der Halbgruppe induzierten Bewertungsringes. Dann besitzt Ky eine Zirkelhalb-
gruppe mit reeller Achse, die 1 fortsetzt.

Satz 4.10. FEs sei IT' eine Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse eines Korpers K.
Zudem gelte /—1 € K. Und es sei K5 seine mazimale unmittelbare Erwei-
terung beziiglich des von der Halbgruppe induzierten Bewertungsringes. Dann
besitzt KWy eine Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse, die T fortsetzt.
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Axiome fur die Einheitsscheibe

Wie angekundigt kdnnen wir nun ein vollstandiges
Axiomensystem in der Sprache

L ={+,,—,0,1}u{T}

fur die Theorie der Einheitsscheibe der komplexen Zahlen
erstellen. Dabei wollen wir die bereits bewiesene Vollstandigkeit
der Theorie der reell abgeschlossenen Korper ausnutzen.

Die Idee besteht darin die Axiome so zu formulieren, dal} der
zugrundeliegende Korper K algebraisch abgeschlossen und 1’
eine in ihm liegende Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse ist. (Die
Achse ist dann ein reell abgeschlossener Korper.)



Axiome fur die Einheitsscheibe

Man kann nun jede Aussage in der Sprache Z (bersetzen in
eine Aussage in der Sprache der Korper, indem man Punkte des
zugrundeliegenden Korpers durch die entsprechenden
Koordinatentupel bzgl. der Achse /& von ' ausdriickt.

Beispiel:
P VieK(zeT=22eT)

Ve,y€ R(3r e R z*+y*+r* =1)
= (3se R (2*—y*)*+(2zy)*+s° =1))



Axiome fur die Einheitsscheibe

Die Ubersetzten Aussagen sind entweder in allen reell
abgeschlossenen Korpern wahr oder in allen falsch. Auf diese
Weise ergibt sich dann leicht die elementare Aquivalenz zweier
Modelle der Axiome bzgl. & .

Unsere Axiome lauten:

K ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.
T ist eine Zirkelhalbgruppe von K.
I'n(T'+2)=1{1}

Ro+ Ry €2 Ry



Axiome fur die Einheitsscheibe

Ausfihrlicher:

K ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.
T -TCT,2¢T
KCc(T~{oH)‘tuTr
T+TC2TCT*+T*
TN(T+2) C{1}
Ry + Ro C 2Ry

39



Zirkelhalbgruppen in formalen
Potenzreihenkorpern

Zu einem Korper K und einer angeordneten, abelschen
Gruppe | betrachten wir den Korper F((P)) der formalen

Potenzreihen: |
a-1" _
Z / mit G~ € K

yel

Mit v , @, , ¥ bezeichnen wir seine kanonische Bewertung bzw.
deren Bewertungsring und Restklassenhomomorphismus.

Besitzt X ((I')) eine Zirkelhalbgruppe I’ , soist @(T) eine
Zirkelhalbgruppe mit reeller Achse R .Ist K ((I')) algebraisch
abgeschlossen, so ist diese ein reell abgeschlossener
Koordinatenkorper des Restklassenkorpers [ .



Zirkelhalbgruppen in formalen
Potenzreihenkorpern

Man erhalt einen reell abgeschlossenen Koordinatenkorper ﬁ((r))
von 7((1“)) Es stellt sich die Frage, wie er von '/’ abhangt.

K ft

Achse
©

Ansatz: Aiome finden, die R((I")) zur Achse von ' machen.



Zirkelhalbgruppen in formalen
Potenzreihenkorpern

Problem: Selbst wenn 1 eine reelle Achse F’ besitzt, so folgt
zunichst nur, daR /' und ﬁ((r))dieselbe Bewertung/Topologie
auf K ((I')) induzieren.

F((F)) L R((I")) Die beiden reellen Kérper sind genau
dann gleich, wenn zusatzlich gilt:

I. RUu{t"|yel'}CF
2. F' “truncation-closed”
— (Z'}EF at? € F

— ZWET a'ﬂw c F)
Achse v<0



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Hat ein algebraisch abgeschlossener Kérper /X eine
Zirkelhalbgruppe /' , deren induzierte Bewertung einen
Restklassenkérper J und eine Wertegruppe I" besitzt, so
kann man ihn in F((F)) bewertungstreu einbetten:



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Diese Einbettung wird folgendermalien konstruiert:

Da /K henselsch ist, kann K inden Bewertungsring von /X
eingebettet werden. Mit dem Lemma von Zorn kann man nun
einen Zwischenkérper [’ von K/E finden, der maximal ist

bzgl.: F—T

K - K
+
Man erkennt leicht, daf3 /\
[ henselsch und reell > N L
abgeschlossen ist. Somit A R
ist 19 (F*)divisibel. Und V
daraus kann man noch

Y (F*) = I' ableiten. E



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Man kann I' als Vektorraum tiber (Q) auffassen. Als solcher hat

er eine Basis /3 .Zu jedem Basiselement (3 € B gibtesein
Kdrperelement:

t? e F* mit 9¢°) = und t° >0

Jedes v € 1" hateine My - My,
Darstellung: Yy=—0>1+ .. A O
ni Uz
ﬁj cb
Es sei:

t7 = (VP (T B
+ +

Dann folgt: 19(157) =7, t/\—l—,u _ t/\tu



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Man hat nun folgende Korpererweiterungen, die offenbar
unmittelbar sind:

K((I))

N
K({t" |~ eI}

Gemal Kaplansky ist die maximale unmittelbare Erweiterung
wegen charK = 0 eindeutig bestimmt. Da K((I')) maximal ist,
durfen wir schliellich folgern: K C F((F))

K



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Nur fur das , Innere“ von ‘[’ ist leicht einzusehen, dal es in der
von R((T')) definierten Einheitsscheibe liegt:

Achse

Bereich der U mit: ‘ ((p(y))‘ <1
1
(@ dneN y"e §T)




Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Weiteres Problem: Es gibt keinen algebraischen Standardschluf3,
mitdem man [ K : ﬁ((r)) N K ]=2 ableiten kdnnte.

Generell gilt: Ist R ein reell abgeschlossener Kérper und ist k ein
algebraisch abgeschlossener Korper mit k < R(i), so folgt daraus im
allgemeinen nichtimmer[k: RNk ] = 2.



Einbettung in formale
Potenzreihenkorper

Es gilt:

Satz 5.2.1. Es sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, der eine Zir-
kelhalbgruppe T besitzt. Weiter seien KK und I' der Restklassenkirper bzw. die
Wertegruppe der Bewertung, die die Halbgruppe induziert. Dann kann K in den
Korper K((I')) bewertungstreu eingebettet und damat als dessen Unterkorper an-
gesehen werden.

Zudem gilt: Bezeichnet ¢ den Restklassenhomomorphismus der kanonischen Be-
wertung von K((I')), und ist R die reelle Achse des Bildes p(1'), so qilt:

1 _ _ 4
{(yeT|IneN y* e T} C{f+ig| f.g € RUD). Ih € R(D) f+g>+h* = 1)

(Dabei ist i :=~/—1 gesetzt.)
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Noch Fragen ?

Vielen Dank fiir lhre

Aufmerksamkeit



