Universitat Konstanz Fachbereich Mathematik und Statistik
Testklausur zur Linearen Algebra I 25. November 2005

Losungsvorschlag zur Aufgabe 1: (a) w, (b) f, (¢) w, (d) {, (e) f,
(6) £, (&) w, (h) w, (i) £, (j) w

Losungsvorschlag zur Aufgabe 2: Aussage (a) ist richtig, denn es
gilt h(0) = h(0 4 0) = h(0) + h(0), woraus sich durch Subtraktion von
h(0) auf beiden Seiten ergibt 0 = h(0). Aussage (b) ist hingegen falsch,
denn

h:R—=R:2—0

erfiillt offensichtlich die geforderte Eigenschaft, aber es gilt h(0) = 0 #
1.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 3: Sei z € C eine komplexe Zahl
mit z = (Z + 2)%. Es gilt offensichtlich z := z + z € R, also auch
z = z? € R. Damit gilt aber Z = 2, also z = (22)? = 422. Hieraus folgt
nun z = 0 oder 1 =4z, also z =0 oder z = %. Hiermit ist gezeigt, dafl
hochstens 0 und % die fragliche Eigenschaft haben.

Umgekehrt hat sicher 0 diese Eigenschaft, aber auch %l, denn es gilt

Gty -Gy~ -

Damit ist insgesamt gezeigt, dafl es sich bei den fraglichen komplexen
Zahlen genau um 0 und }l handelt.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 4: Wir behaupten, dafl die gege-
benen Vektoren linear unabhéngig sind. Um dies nachzuweisen, seien
a, 3,7 € R mit

—1

+ +

— O
— O N =
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Es reicht zu zeigen, dafl @« = = v = 0. Liest man diese Gleichung
komponentenweise, so erhélt man vier Gleichungen, von denen die drit-
te v = 0 lautet. Unter Beachtung von v = 0 lauten die erste und die
letzte Gleichung —a+ (6 = a4+ = 0. Durch Addieren und Subtrahieren
dieser beiden Gleichungen erhélt man 2a =26 =0, also a = 3 = 0.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 5: Durch Quadrieren der Voraus-
setzung ||z|| = ||ly|| erhélt man (x,z) = (y,y). Man erhélt mit den



Eigenschaften des Skalarprodukts auf dem C"

(x—y.z+y)=(r,x+y) — (¥, z+y)
= (z,2) + (z,y) — (v, 2) — (v, 9)
= (z,2) + (z,y) — (z,9) — (v,
= (z,2) + (z,y) — (z,y) —(y,y)  (da(z,y) ER)
= (z,2) — (y,y) =0,
also x Ly.

Losungsvorschlag zur Aufgabe 6: U ist der Losungsraum des ho-
mogenen linearen Gleichungssystems, welches durch folgende Matrix
beschrieben wird:

3 3 -2 1
4 1 -1 =2
11 1 -1
0 -3 0 =2

Wir bringen nun die Matrix auf eine besonders schone Zeilenstufenform,
an der man den Losungsraum direkt ablesen kann. Beachte, dafl die
Operationen, von denen wir teilweise gleich mehrere in einem Schritt
ausfithren, den Losungsraum nicht #ndern. Ziehe das 3-fache (bzw. 4-
fache) der 3. Zeile von der 1. Zeile (bzw. 2-ten Zeile) ab und vertausche
1. und 3. Zeile:

1 1 -1

-3 -5 2

0 -5 4

-3 0 -2

o O O+

Nach Abziehen der zweiten von der vierten Zeile sind die beiden letzten
Zeilen bis auf das Vorzeichen gleich, so dafl wir die letzte Zeile weglassen
konnen:

1 1 1 -1
0 -3 =5 2
0o 0 o5 -4

Addiere nun die letzte Zeile zur zweiten und teile sie dann durch 5:

1 1 1 —1
0 -3 0 -2
0 0 1 =

5

Teile die zweite Zeile durch —3:

o O =
O =
_ O =
cn||c.o|w|
~ —



Subtrahieren der zweiten und der dritten Zeile von der ersten liefert

wegen —1— 244 =_1_2__13
1 00 —}—g
010 %
001 =

Daran 148t sich der Losungsraum U explizit ablesen:
13 2. 4
U= {(1—5)\, —§A, g)\, )\) | A e ]R.} = {\(13,-10,12,15) | A € R}.
Also hat U die einelementige Basis (13, —10,12, 15).

Losungsvorschlag zur Aufgabe 7: Zu (a): U; ist in der Tat ein
Untervektorraum von V. Um dies nachzuweisen, miiflen wir folgendes
zeigen:
(1) 0el;
(2) Ist f,g € Uy, soist f+ g € Uy.
(3) Ist A€ Rund f € Uy, soist Af € Uj.
(1) ist trivial, da 0 € V' die Nullfunktion f ist, fir die gilt f(n) = 0 fiir
alle n € N, insbesondere f(2n) = 0 fiir alle n € N.

Um (2) zu zeigen, seien f,g € U;. Dann gilt fiir alle n € N,

(f +9)2n) = f(2n) +g(2n) =040 =0,

wobei die erste Gleichheit nach Definition von f + g gilt. Dies zeigt
f +gc€ Ul.

Um (3) zu zeigen, seien A € R und f € U;. Dann gilt fiir alle n € N,

(Af)(2n) = A(f(2n)) = A-0 =0,

wobei die erste Gleichheit nach Definition von Af gilt. Dies zeigt af €
Us.
Zu (b): Wir behaupten, dal U kein Untervektorraum von V ist. Dies

folgt daraus, dafl die Funktion f : N — R mit f(n) = 17 fiir allen € N
(die konstante Funktion 17) in U, liegt, aber 2f nicht, denn

(2£)(3217)| = [2(£(3217))]| = |34] = 34 £ 17.



