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Lineare Algebra I

Aufgabe 11.1:

Sei K ein Korper. Berechnen Sie den Rang der folgenden Matrizen. Uberpriifen Sie auflerdem,
ob sie invertierbar sind, und falls ja, bestimmen Sie die zugehorige inverse Matrix.
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fir K = Q und fir K = F3.
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fiir K = Fy9 = F7[1].

(e)

7T 1 2 5 4
12 6 7 5 9
1 3 1 0 2

4 2 4 0 3
—11 7 -1 —-10 -2
13 -1 3 10 6

fiir K = Q und fiir K = F5.

Bitte wenden.



Aufgabe 11.2:
Sei K ein Korper, und sei n € N.

(a) Seien Hj, ..., H, Hyperebenen im K" (vgl. Aufgabe 9.4). Zeigen Sie, dass
dim (ﬂHZ> >n—r.
i=1

(b) Bestimmen Sie die Anzahl aller Hyperebenen im K™ fiir den Fall, dass K ein endlicher
Koérper mit m Elementen ist.

Aufgabe 11.3:

Sei K ein Korper, und sei d € Ny. Seien weiter aq,...,a, € K paarweise verschieden.
Sei f = E,S(f?,_.@n: K[X]q — K™ der Einsetzungshomomorphismus p — (p(ay),...,p(as)).
Zeigen Sie:

(a) f ist genau dann injektiv, wenn n > d + 1.
(Hinweis: Verwenden Sie ein Ergebnis aus §4 der Vorlesung.)

(b) f ist genau dann surjektiv, wenn n < d + 1.

(Hinweis: Konstruieren Sie zuerst Urbilder fiir die Einheitsvektoren.)

(c) Bestimmen Sie den Rang der Vandermonde-Matrix

Aufgabe 11.4:
Sei K ein Korper. Wir betrachten den Polynomring K[X] als K—Vektorraum.

(a) Zeigen Sie: Ist I C K[X] ein Ideal von K[X], so ist K[X]/I ein K—Vektorraum.

(b) Zeigen Sie, dass V := K[X]/(X? — 2X? + 1) als K—Vektorraum endlich erzeugt ist.
Finden Sie eine Basis von V' und bestimmen Sie somit die Dimension von V.

(c) Sei f: K[X] — K[X] die lineare Abbildung p — Xp. Zeigen Sie, dass f fiir jedes Ideal
I von K[X] eine lineare Abbildung f: K[X]/I — K[X]|/I mit f(v) = f(v) induziert.
Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix von f fiir I = (X3 — 2X?2 4 1) beziiglich der
von Thnen in Teilaufgabe (b) gefundenen Basis.

(d) Sei nun p € K[X]\ {0} beliebig mit degp = d. Bestimmen Sie auch hier eine Basis
und die Dimension von K[X]/(p).

Abgabe bis Montag, den 25. Januar, 10 Uhr in die Briefkisten neben F411.



