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Lineare Algebra I

Losung 8.1:

Vorausssetzung: Sei K ein Korper. Sei I eine Menge, und sei fiir jedes ¢ € I ein K-

Vektorraum (V;, +;, -;) gegeben.

Behauptung: Das direkte Produkt [] V; der abelschen Gruppen (V;, +;) wird vermége der
i€l

Skalarmultiplikation

o K X HVZ — HVZ-, (A v) — (i = X v(i))
el iel
zu einem K-Vektorraum.
Beweis: Seien \,u € K und v,w € V := [[ V;, alle beliebig gewiihlt.
i€l
Wir zeigen zuerst, dass A\(v+w) = Av + Aw gilt. Sei dafiir i € I beliebig gewihlt. Dann gilt
nach Definition und den Vektorraumeigenschaften von V;:

Av+w)iE) = A (w4+w)(Ei) =Xy (v(E) +iw(E) =X 0(E) +: A w(i)
= (W)(@) 4+ A\w)(@) = (A\v + Aw)(q).

Nun zeigen wir (A + p)v = Av 4 po. Sei wieder ¢ € I. Dann ist

(A+w)o)(@) = A+ p) s v() = A v(i) +i g v(i) = (M) (@) 44 (p0) (i) = (Av + po)(i).

Als néchsten tiberpriifen wir, ob 1lv = v ist. Dazu sei ¢ € I. Wir rechnen nach:

(10)(0) = 1 v(i) = v(i).

Zuletzt miissen wir noch zeigen, dass (Au)v = A(uv) gilt. Sei i € I. Dann gilt:
((Aw)v) (i) = (M) 3 0(i) = i (p-3 0(i)) = A (po) (i) = (AM(p))(0).

Losung 8.2:

(a) Man sieht sofort, dass der dritte Vektor im Spann der beiden ersten Vektoren liegt.
Somit kann man ihn auch weglassen. Weiter sieht man, dass der Spann der beiden
ersten Vektoren gerade die Losungsmenge des homogenen Gleichungssystems Ax = 0
ist, wenn man A wie in Aufgabe 7.4 (c) wihlt (vgl. Musterlosung). In der Vorlesung
wurde gezeigt, dass die Basislosungen, die man aus der reduzierten Zeilenform her-
auslesen kann, eine Basis des Losungsraumes, also des Kerns dieser Matrix, bilden.
Somit sind, wegen Aufgabe 7.4 (c), die beiden ersten Vektoren schon eine Basis des
Losungsraumes.



(b) Wir verwenden einen Satz aus der Vorlesung: Seien A, B Matrizen iiber K mit jeweils
n Spalten. Dann gilt genau dann ker A = row B, wenn row A = ker B gilt.
Sei B die Matrix, deren Zeilen die gegebenen Vektoren sind. Nach dem Satz geniigt es,
das Gleichungssystem Bz = 0 zu losen und die gefundenen Basislésungen als Zeilen

der gesuchten Matrix A zu nehmen. Dies tun wir nun:
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Die Lésungsmenge davon wird von den Vektoren
1 2
—9 —
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0 1

erzeugt. Somit kénnen wir die Matrix

A::1_210
2 -3 01

nehmen. Wir bené6tigen nun noch eine Basis des Kerns dieser Matrix. Dafiir bringen
wir die Matrix in reduzierte Zeilenstufenform, da wir daraus, wie in der Vorlesung
beschrieben, eine Basis des Losungsraums des zugehorigen homogenen Gleichungssystems

(also des Kerns der Matrix) ablesen konnen:
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Somit erhalten wir als Basisvektoren des Kerns, also auch des urspriinglich betrachteten
Spanns:

O = N W
|
—_

(c) Wir gehen hier wie in der letzten Teilaufgabe vor. Zunéchst suchen wir fiir jeden der
beiden Spénne ein homogenes Gleichungssystem, das diesen als Losungsraum hat. Wir

beginnen mit dem ersten Spann.
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Der Kern dieser Matrix wird erzeugt durch die Vektoren
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Wir konnen fiir den ersten Spann also die folgende Matrix wéahlen:
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Wir machen weiter mit dem zweiten Spann.
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Der Kern dieser Matrix wird erzeugt durch die Vektoren
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Wir kénnen fiir den zweiten Spann also die folgende Matrix wéhlen:

0 -7 0 1 0
Ay =
2 ( 0 -2 001 )
Héngt man die beiden Gleichungssysteme Az = 0 und Asx = 0 hintereinander und
betrachten die Losungsmenge des daraus resultierenden Gleichungssystems, so erhélt

man gerade den Schnitt der beiden Lésungsmengen der einzelnen Gleichungssysteme,
also die angegebene Menge. Eine gesuchte Matrix ist also:

T~ 1 3

Ao -2 -3.0 0 1
0 -2 0 1 0
0 -3 00 1

Wir berechnen die reduzierte Zeilenstufenform dieser Matrix. Dabei beginnen wir mit
dem Abziehen der letzten Zeile von der zweiten Zeile, die wir dann noch durch —2
dividieren und mit der ersten Zeile vertauschen.
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Eine Basis des Kerns dieser Matrix bildet damit der Vektor

ol
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—_

Losung 8.3:

(a)

Wir wissen schon, dass (C,+) eine abelsche Gruppe und R ein Kérper ist. Daher
miissen wir noch die Axiome (l_j, D', N , V) nachpriifen. Seien dazu v € C. Die Axiome
D und D’ entsprechen aber gerade den Distributivgesetzen in C (Beachte R C C).
Sicherlich gilt 1g-v = v, da die 1 in R mit der 1 in C {iibereinstimmt. Die Vetréaglichkeit
(V) ist gleichbedeutend mit der Assoziativitit der Multiplikation im Kérper C. Bleibt
zu zeigen, dass (1,1) eine Basis von C als R-Vektorraum ist. Sicher ist (1,%) ein
Erzeugendensystem von C, denn jede komplexe Zahl z lésst sich schreiben als z = a+be
mit a,b € R. Auf der anderen Seite ist aus der Vorlesung bekannt, dass aus der
Gleichung a+bi = 0soforta=b=0 folgt, was bedeutet, dass {1, i} linear unabhéingig

Zuerst zeigen wir, dass K|[X]|g ein K—Vektorraum ist. In der Vorlesung wurde schon
gezeigt, dass K[X] ein K—Vektorraum ist. Nach einer Proposition aus der Vorlesung
geniigt es also zu zeigen, dass 0 in K[X]4 liegt und K[X]; abgeschlossen unter Addition
und Skalarmultiplikation ist. Sind f,¢g € K[X]; und A € K* so gilt, deg(f + g) <
max(deg(f),deg(g)) < d. Also ist f + g € K[X]4. Weiter ist deg Af = deg A +deg f =
deg f < d. Damit ist auch A\f € K[X];. Nun ist gezeigt, dass K[X]; ein Vektorraum
ist. Eine Basis des K[X]q ist fiir d < 0 gegeben durch

(1,222, ..., 2%,

Nach Definition des Polynomrings ist diese Menge linear unabhéngig und erzeugt auch
offensichtlich ganz K[X]4. Ist d = —o0 , so ist K[X]q = (0) der Nullvektorraum. Dieser
hat definitionsgemifl die Basis &.

Wir haben schon frither gezeigt, dass (P(M),A) eine abelsche Gruppe ist. Es bleibt
nur noch eine passende Skalarmultiplikation zu konstruieren. Um das Axiom N zu
gewahrleisten muss 1 - A fiir alle A C M gelten. Weiter haben wir oben gesehen,
dass stets 0- A = 0 = @ fiir A C M gilt. Damit gibt es nur eine Moglichkeit die



Skalarmultiplikation zu definieren. Nun muss noch gezeigt werde, dass die Axiome
(5, D', V) erfiillt sind. Seien dazu A, B C M. Wir haben

1-(AAB)=1-AA1-B

und
0-(AAB)=0=2A2=0-AA0-B.

Analog schlieist man fiir das Axiom (D). Esist (1+0)-A=1-A=A=AAg=1-AA
0-A, sowie (141)A=0A=a=ANA=1-AA1-Aund (0+0)-A=2=0-A A 0-A.

Ist M = {mq,...,m,} eine endliche Menge mit my, ..., m, paarweise verschieden, so
ist fiir A C M, so ldsst sich A schreiben als ) {m} die disjunkte Vereinigung der
Mengen {mi},...,{m,}, die in A liegen. Somi?iﬁld diese Mengen linear unabhéngig.
Wegen
A= {J{m}=> {m}
meA meA

fir AC M, ist B := ({m1},...,{m,}) auBlerdem ein Erzeugendensystem von P(M),
also eine Basis.

(d) Der Bequemlichkeit wegen schreiben wir G := {f € R® | f(a) = f(—a) Va € R}
und U := {f € R® | f(a) = f(—a) Va € R}. Offenbar ist die Nullabbildung sowohl
in G als auch in U enthalten. Bleibt also zu zeigen, dass G bzw. U abgeschlossen
unter Addition und Skalarmultiplikation sind. Seien f,¢g € G und a € R. Dann ist
(f +9)(a) = f(a) + g(a) = f(—a) + g(—a) = (f + g)(—a). Seien h,k € U, dann ist
(h + K)(a) = h(a) + k(@) = ~h(—a) + (~k(~a)) = —(h(~a) + k(~a)) = —(h + K)(a).
Damit ist gezeigt, dass G und U abgeschlossen unter Addition sind. Sei nun A € R.
Dann folgt (Af)(a) = Af(a) = Af(—a) = (Af)(—a) und analog (Ah)(a) = Ah(a) =
AM—=h(—a)) = =A(h(—a)) = —(Ah)(—a). Damit ist die Behauptung gezeigt.

Losung 8.4:

Wir beginnen damit alle Geraden g des Fg zu bestimmen. Dabei geniigt es jeweils ein
v € F2\ {0} anzugeben, so dass g = Fg - v ist. Man muss dann jedoch sichergehen, dass
man keine Gerade doppelt zéhlt. Um zu einer ,,schénen® Aufzihlung zu kommen, iiberlegt
man sich, dass man zwei Fille unterscheiden konnte. Entweder ist die erste Komponente
von v gleich 0, dann ist dies fiir jeden Vektor der Gerade auch der Fall, oder die erste
Komponente von v ist ungleich 0. Wegen der Nullteilerfreiheit von Fg, muss dies dann auch
fiir alle Vektoren Av mit A € Fy gelten. Ist man im zweiten Fall, so gibt es immer genau
einen Vektor in der Geraden, der im ersten Eintrag eine 1 stehen hat.Ist man im ersten
Fall, so muss die zweite Komponente ungleich 0 sein (sonst wéire v = 0). Also kommt das
Element (0,1) in der Geraden vor und die Gerade ldsst sich gerade beschreiben als die
Menge (0, A) mit A € Fg. Insbesondere betrifft der erste Fall genau eine Gerade. Mit dieser
Uberlegung lassen sich die iibrigen Geraden wie folgt auflisten:

g1 =Fg(1,0) go=Ty(1,1) g3 =TFy(1,2)

91 =Tg(1,2) g5 =TFg(1,1+1) go="TFo(1,2+1)
g7 =TF9(1,20) g3 =TFg(1,1+20) gg=Fo(1,3+10).

Wir bringen nun die Kérperelemente in die (willkiirlich gewihlte) Reihenfolge 0,1, 2, 2, 1+
i, 2—{—?, 2?, 1—{—22, 2+2¢. Der Ubersichtlichkeit wegen wurden nur zwei Geraden eingezeichnet.



In Rot die Gerade Fg(0,1) und in blau die Gerade Fg(1,1 4 ¢). Die anderen Geraden
lassen sich analog einzeichnen. Insgesamt ist spéter jeder Punkt ungleich dem Punkt (0,0)
Punkt genau einer Geraden. Weiter erkennt man, dass die Geraden nicht notwendigerweise
»gerade® sind.
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