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Losung 26.1:

Behauptung: Keine zwei der drei folgenden Matrizen aus Q%2 sind &hnlich.
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Beweis: Das sieht man schon daran, dass sie alle unterschiedliche charakteristische Polynome
haben:
xa=X-1% xp=X?-2X-1, xc=(X-1)(X-2).

Betrachtet man allerdings z.B. statt B die Matrix
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so haben A und B’ das gleiche charakteristische Polynom. Nun kann man die Smithsche
Normalformen der zugehorigen charakteristischen Matrizen betrachten.
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Die beiden Smithschen Normalformen sind gleich, somit sind A und B’ &hnlich. Um die
Matrix R mit B’ = R~'AR zu bestimmen, wenden wir laut Vorlesung im ersten Schritt auf
die Einheitsmatrix I zuerst die gleichen Zeilenoperationen zur Bestimmung der Smithschen
Normalform von B’ — XI5 an, gefolgt von den inversen Operationen der Zeilenoperationen
zur Bestimmung der Smithschen Normalform von A — XI5 in umgekehrter Reihenfolge:
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Im zweiten Schritt schreiben wir die soeben erhaltene Matrix als Matrixpolynom und fithren
danach die Linkseinsetzung von A in dieses Matrixpolynom durch.
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Losung 26.2:

Es sind alle Ahnlichkeitsklassen in (F)? zu bestimmen. Da in jeder Ahnlichkeitsklasse genau
eine Matrix in Frobenius’scher Normalform vorkommt, bestimmt man zunéichst einmal

diese. Es kéonnen hochstens folgende charakteristische Polynome vorkommen:
X X=X2 (X+D(X+1D)=X?4+1, X?+X, X’ +X +1.

Dabei entsprechen obige Produkte genau den Tupeln von Polynomen, die in der Definition
der Normalform von Frobenius vorkommen. Somit sind genau die folgenden Matrizen in
Frobenius’scher Normalform:
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Nun bestimmen wir jeweils noch, welche anderen Matrizen in den Ahnlichkeitsklassen dieser
Matrizen liegen. Die Klassen der Nullmatrix und der Einheitsmatrix enthalten jeweils nur



ein Element. Nun erweitern wir die bestehenden Klassen, indem wir auf die darin enthalte-
nen Matrizen A wiederholt Operationen der Form B~!AB mit B invertierbar durchfiihren.
Die von der Einheitsmatrix verschiedenen invertierbaren Matrizen sind:

_ 01 1 ({0 1 _ 11
_ 10 _ 11

Wir bestimmen nun die erste Ahnlichkeitsklasse:

00 0 1 00
Bt B = = B! B
! (1 0) ! (0 0) 2 (1 0) &
00 11 0 1
Byt Bs = = B! Bs.
3(1 o>3 (1 1) 2(0 0>2
Die restlichen Operationen ergeben keine neuen Elemente in dieser Klasse. Sie besteht also

0 0 01 11
1 0/7 \oo) \11)
Die néchste Klasse:
01 10 0 1 11
Byt By = Byt Bs = :
Auch hier kommen nun keine weitere hinzu, und wir haben:

01 10 11
1 0/’ 1 1)’ 0 1/
Weiter geht es:
0 0 11 0 0 0 1 0 0 10
B B, = By By = Byt B3 =

In dieser Klasse sind also:

() 6o G o) () ()

Da in den bisher bestimmtenn Klassen schon 14 der insgesamt 16 Matrizen liegen, kénnen

aus:

sich in der letzen Klasse nur noch zwei Matrizen befinden:
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Diese Klasse besteht also aus folgenden Matrizen:

() ()

Wir haben somit alle Ahnlichkeitsklassen bestimmt.



Losung 26.3:

Voraussetzung: Sei K ein Korper.

Behauptung: Zwei Matrizen aus K33 sind genau dann #hnlich sind, wenn sie das gleiche
charakteristische Polynom und das gleiche Minimalpolynom haben.

Beweis: Zwei Matrizen aus K3*3 sind genau dann #hnlich, wenn sie die gleiche Frobeni-
us’sche Normalform besitzen.

Seien nun zwei Matrizen dhnlich. Dann besagt § 17.4 aus der Vorlesung, dass das Tu-
pel der Elementarteiler der charakteristischen Matrix bei beiden Matrizen gleich ist. Satz
zur Normalform von Frobenius (§ 17.5): Das letzte Polynom in diesem Tupel ist das Mi-
nimalpolynom der jeweils betrachteten Matrix. Somit haben beide Matrizen das gleiche
Minimalpolynom. Das Produkt der Polynome aus dem Tupel ist aber das negierte charak-
teristische Polynom der jeweils betrachteten Matrix. Also haben beide Matrizen auch das
gleiche charakteristische Polynom.

Seien nun zwei Matrizen gegeben deren charakteristische Polynome und deren Minimalpo-
lynome jeweils gleich sind. Wir betrachten nun wieder die beiden Tupel der Elementarteiler
der charakteristischen Matrizen. Diese seien etwa (p1, p2, p3) und (q1, g2, ¢3) mit p1,...,q3 €
K[X] normiert, p1 | p2 | p3, q1 | ¢2 | g3. Zu zeigen ist, dass diese gleich sind. Wir wissen nun
schon, dass

P1p2p3 = qi1g2q3  und  p3 = g3

gilt. Man beachte, dass der Grad der beiden Produkte gleich 3 ist. Ist degps = deg g3 = 3,
so kénnen p1, p2, ¢1 und gz nur Grad 0 haben. Sie miissen also alle gleich 1 sein. Ist degps =
deg g3 = 2, so miissen p2 und g Grad 1 und p; und q; Grad 0 haben. Da der Polynomring
K[X] ein Integritétsbereich ist, diirfen wir kiirzen. Somit ist po = p1p2 = q1q2 = ¢, da
p1 = q1 = 1 gilt. Ist degps = deggqs = 1, so miissen alle anderen Polynome auch Grad 1
haben. Ein normiertes lineares Polynom teilt aber ein anderes normiertes lineares Polynom
genau dann, wenn die beiden Polynome gleich sind. Somit gilt p; = po = p3 = q3 = ¢2 = ¢q1.

Loésung 26.4:

Voraussetzung: Gegeben sei die folgende Matrix

A=
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N O W

1
0

(a) Behauptung: Das charakteristische Polynom von A zerféllt in Linearfaktoren.
Beweis: Wir bestimmen gleich die Smithsche Normalform der charakteristischen Ma-



trix A — X I3 von A, da wir diese in der zweiten Teilaufgabe noch benottigen.
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Somit ist das charakteristische Polynom von A

X3 -3X -2=(X-2)(X+1)>

(b) Aus der Zerlegung des charakteristischen Polynoms von A in Linearfaktoren erhilt

man die drei Normalformen folgendermaflen.

(i)

Frobenius: Wir bentigen ein geeignetes Polynomtupel. An der Smithschen Nor-
malform von A — X I3 sieht man aber, dass das Minimalpolynom mit dem charak-
teristischen Polynom iibereinstimmt. Also ist das einzige mogliche Polynomtupel
(X3 —3X —2). Die Frobenius’sche Normalform von A ist damit die Begleitmatrix
von X3 —3X —2:

S = O

0
0
1

S W N

Weierstrafl: Ein zugehoriges Polynomtupel erhélt man laut Vorlesung folgender-
maflen aus den Polynomtupel zur Normalform von Frobenius: Man zerlegt jedes
darin vorkommende Polynom in Potenzen von paarweise verschiedenen Primfakto-
ren und nimmt das Tupel, das aus diesen Potenzen besteht. In unserem Fall besteht
das Frobenius-Tupel nur aus dem Polynonm (X — 2)(X + 1)2. Ein Weierstraf3—
Tupel ist also (X —2, (X +1)?). Somit erhalten wir wegen (X +1)? = X2+2X +1



als Weierstraf3’sche Normalform von A:

O O N

0
0 -1
1 -2

(iii) Jordan: Ein Weierstra-Tupel ist (X — 2, (X + 1)2). Somit ist eine Jordan’sche
Normalform von A:

Losung 26.5:

Voraussetzung: Sei fiir a,b € R die folgende Matrix gegeben.

A=

ot O R
o = O
o o o

Wir bestimmen zuniichst das charakteristische Polynom von A: —(X —1)(X?—aX —b?). Die
Nullstellen dieses Polynoms sind A\; =1, Ao = § + \/% +b2und A3 = § — 4/ ‘1—2 —+ b2. Dabei
sind A und A3 genau dann gleich, wenn a = b = 0 gilt. In dem Fall sind sie also beide gleich
0. Das charakteristische Polynom hat somit die Gestalt —(X —1)X?2 oder —(X —1)%(X — )
mit A # 1 oder —(X — 1)(X — A2)(X — A3) mit Ag # A3 und A2, A3 # 1. Im letzten Fall
kann man die Normalformen von Weierstra$ und Jordan sofort angeben. Sie sind (bis auf
Reihenfolge der Diagonaleintrige) identisch und sehen folgendermaflen aus:

1 0 0
0 X O
0 0 A3

Im ersten Fall gilt a = b = 0. Wir bestimmen die Smithsche Normalform der charakteristi-
schen Matrix von A:
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0 0 -X
X 0 0
0 1-X X Sy <+ Sy + 53
0 0 -X
X 0 0
0 1 X S3 «— S3—X5,
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X 0 0
0 1 0
0 0 X?2-X
1 0 0
0 X 0
00 X(X-1)

Hier sind die beiden Normalformen wieder (bis auf Reihenfolge der Diagonaleintréige) iden-
tisch:

Betrachten wir nun den zweiten Fall. Die charakteristische Matrix von A ist dquivalent zu

X -1 0 0
0 a—X b
0 b -X

Das charakteristische Polynom des zweiten Blocks ist hier (X —1)(X — ) mit A # 1. Damit
muf} dies aber auch schon das Minimalpolynom sein. Der Block ist also dquivalent zu

1 0
0 (X —1)(X—-2X)

Somit ist die Smithsche Normalform der gesamten Matrix:

1 0 0
0 X—1 0
0 0 (X-1)(X-N

Daraus ergibt sich, dass die Normalformen von Weierstra und Jordan wieder (bis auf
Reihenfolge der Diagonaleintrige) identisch sind, nédmlich:

1
0
0

o = O
> O O

In jedem Fall sind also die Weierstra’sche und die Jordansche Normalform Diagonalma-
trizen und (bis auf Reihenfolge der Diagonaleintriige) identisch.

Losung 26.6:

Es sind alle moglichen Jordanschen Normalformen von Matrizen aus R¥*® zu bestimmen,
die folgendes Minimalpolynom haben:

X3(X —1)3.

In der Weierstrafi’schen Normalform werden die Elementarteiler der charakteristischen Ma-
trix der gegebenen Matrix als Produkte von Potenzen von Primpolynomen dargestellt.
Zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, so sind diese Primpolynome line-
ar und jede dieser Potenzen liefert ein Jordank&stchen. Da das Minimalpolynom stets der



letzte Elementarteiler der charakteristischen Matrix ist, besteht die Jordansche Normalform

einer Matrix mit obigem Minimalpolynom u.a. aus diesen beiden Jordankéstchen:

00 100

o, (i1

0 1 1
Es sind also schon 5 Zeilen und Spalten festgelegt. Die restlichen 3 Zeilen und Spalten werden
durch die iibrigen Elementarteiler bestimmt. Davon gibt es (ohne das Minimalpolynom)
maximal drei, die Grad > 1 haben. Diese miissen mit dem Minimalpolynom eine Teilerkette

bilden. Folgende Elementarteilertupel (ohne Einsen und Minimalpolynom) mit zugehorigen

Jordankéstchen sind also moglich:
(X - 1>X - 17X - 1) : (1)7 (1)7 (1)7

(X, X(X =1)): (0), (0), (1);
(X -LXX-1)): (1), (0), (1);
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