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Losungsblatt 6 zur Zahlentheorie

Aufgabe 1.

Wir zeigen zunéichst, dass die Abbildungen in die richtigen Mengen gehen. In der Vorlesung wurde
schon gezeigt, dass fiir fixiertes f € End(M) die Multiplikation p-m := p(f)(m) fir p € R[X] und
m € M, den Modul M zu einem R[X]-Modul macht. Weiter gilt fiir » € R auch r-m = r(f)(m) =
ridar(m) = rm, was zeigt, dass diese Modulstruktur eingeschrinkt auf R, die urspriingliche Modul-
struktur ist. Sei nun M ein R[X]-Modul, so dass die R[X]-Operation die R—Operation erweitert.
Zu zeigen ist, dass die Abbildung ¢: M — M mit z — X -z eine Endomorphismus von R—Moduln
ist. Sei also z,y € M und r € R. Dann ist p(z+y) = X-(v+y) = X -2+ X -y = p(x) +p(y). Weiter
ist p(re) = X-(re) = (rX)-x = r(X-x) = ro(x). Man beachte, dass das zweite Gleichheitszeichen
nur gilt, weil R als Teilmenge von R[X] gerade die urspriingliche Modulstruktur wiedergibt.

Nun ist noch zu zeigen, dass beide Zuordnungen hintereinanderausgefiithrt gerade die Identitét
auf den entsprechenden Mengen sind. Sei also f € End(M). Die zugehorige Abbildung ist dann
¢: M — M mit x — X - z. Dies ist jedoch ¢(x) = X -z = f(x). Damit ist die eine Richtung
gezeigt.

Sei nun @ eine R[X]-Modulmultiplikation, die die R—Modulstruktur fortsetzt. Sei g € End(M)
mit g(z) = X ® z. Dann induziert g eine R[X]-Modulstruktur durch p(z) - m := p(g)(m) fiir
p € R[X] und m € M. Sei p =377 a;X/. Dann ist

n

prm=3_a(g’(m))

=0

=pOm,

was zeigt, dass wir die urspriingliche R[X]-Modulstruktur zuriickerhalten.

Aufgabe 2.
Nehmen wir zum Widerspruch an, dass R := Z[v/5] ein Hauptidealring ist. Dann ist R insbesondere
faktoriell und damit ganz abgeschlossen. Auf der anderen Seite ist qf(R) = Q(v/5) =: K. Wegen

5=y list Z] 1+2‘/5] gerade der ganze Abschluss von Z in K. Damit ist 1+2\/g ganz tiber Z und somit

insbesondere ganz iiber R. Wegen % ¢ R ist dies ein Widerspruch zur ganzen Abgeschlossenheit
von R. Somit kann R nicht faktoriell und damit kein Hauptidealring sein.

Aufgabe 3.
Sei M ein endlich erzeugter R—-Modul und f € End M surjektiv. Dann wird M ein (natiirlich
endlich erzeugter) R[X]-Modul durch p-m = p(f)(m) (fiir p € R[X] und m € M). Sei I = (X).



Da f surjektiv ist, ist M = f(M) = IM. Nun wenden wir den Satz von Cayley—Hamilton auf den
Endomorphismus
id: M — M = IM,

T
an. Es gibt daher also ein n € N und g¢; € I’ fiir 1 <4 < n mit
m+gi(m)+...g,(m)=0 fiir alle m € M.

Man kann also annehmen, dass ein g € I existiert, mit (m + g(m)) = 0 fiir alle m € M. Wegen
g € I konnen wir g = Xh fiir ein geeignetes h € R[X] schreiben. Ist nun m € ker(f), so gilt
0= (m+ (hX)(m)) = (m+ h(f(m))) =m. Also ist ker(f) = 0 und somit f injektiv.

Aufgabe 3.
Sei A C B eine Erweiterung integrer Ringe. Nehmen wir zunéchst an, dass A ein Korper ist. Dann
ist zu zeigen, dass auch B ein Korper ist. Sei dazu 0 # = € B. Da x ganz {iber A ist, gibt es ein
n € N und ay,...,a, € A mit

2"+ az" P+ .. .a, =0.

Ist n mit dieser Eigenschaft minimal gew&hlt, so ist a,, # 0, denn sonst wére
r(z" P fax" 4+ +a,_ 1) =0.

Da x # 0 und B ein Integrititsring ist, hitten wir somit eine Ganzheitsgleichung von = vom Grad
n — 1. Da also a,, # 0 und A ein Korper ist, folgt somit die Gleichung

n n—1
x a1T
—+ +o+1=0
Qp QAp
" alxn—l
l=—|—+ + -+ zan—
(227 Qp
xn—l alxn—Q
l=2({——-—"——---— Ap—1
QA Qp

Dies zeigt, dass € B invertierbar ist.

Sei nun B ein Korper, zu zeigen ist, dass auch A ein Korper ist. Sei 0 # z € A. Dann ist % €eB
ganz iiber A. Daher gibt es aq,...,a, € A mit

1 ay

b e =0

Multiplikation mit x™ liefert
l=xz(a1+...a,2" "),
———
€A

was zeigt, dass x schon in A invertierbar ist.



