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Ubungsblatt 1 zur Reellen Algebraischen Geometrie I

Auf diesem Blatt wird unter anderem die Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen
gezeigt. Deshalb diirfen Sie die reellen Zahlen hier nicht benutzen.

Aufgabe 1. Sei (K, <) ein angeordneter Korper und seien (an)nen, (bn)nen konvergente
Folgen in K mit a := lim,, o a, und b := lim,,—, o by,. Zeige

(an +bp) =a+b und lim (apb,) = ab.
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Aufgabe 2. Sei (K, <) ein angeordneter Kérper. Zeige die Aquivalenz der Aussagen:
(a) (K, <) ist archimedisch und Cauchy-vollstindig.

(b) (K, <) ist vollstiandig.

Anleitung: Gelte zunéchst (a) und sei A C K eine nichtleere nach oben beschrénkte
Teilmenge. Wihle fiir jedes n € N das kleinste k, € Z mit YVa € A : a < %” und setze
ay 1= %" € Q (benutze die Archimedizitit!). Zeige, dass (ay)nen eine Cauchy-Folge und
damit konvergent ist. Zeige nun, dass a := lim,,_.~ a, eine kleinste obere Schranke von
Ain (K, <) ist.

Umgekehrt benutze Kontraposition. Sei zunéchst (K, <) nicht archimedisch, das heifit
die Menge A := {a € K | VN € N:a < —N} ist nicht leer. Wir behaupten, dass A
keine kleinste obere Schranke besitzt. In der Tat: Ist a € K eine obere Schranke von A,
so zeige, dass auch a — 1 eine solche ist.

Sei nun (K, <) nicht Cauchy-vollstindig, etwa (a,)nen eine Cauchy-Folge in K, die
nicht konvergiert. Zeige, dass dann A :={a € K | 3N € N:Vn > N : a < a,} nichtleer
und nach oben beschriankt ist, aber keine kleinste obere Schranke besitzt.

Aufgabe 3. Sei (K, <) ein archimedisch angeordneter Kérper und (R, <p) ein vollstin-
diger angeordneter Korper. Zeige, dass es genau eine Einbettung (K, <) < (R, <g) gibt
und dass diese genau dann ein Isomorphismus ist, wenn (K, <) vollsténdig ist.

Aufgabe 4. Zeige, dass es einen vollstéindigen angeordneten Korper (R, <) gibt und dass
dieser im Wesentlichen eindeutig ist: Ist (K, <k) ein weiterer vollstindig angeordneter
Korper, so gibt es genau einen Isomorphismus von (K, <) nach (R, <).

Anleitung: Folgere die Eindeutigkeit aus Aufgabe 3. Zur Existenz: Zeige, dass die
Cauchy-Folgen in Q einen Unterring C' von QY bilden und dass

I:={(an)nen € C'| li_}rn an, =0}



darin ein maximales Ideal ist. Setze R := C'/I. Zeige, dass durch

a<b:<+ El(an)neNa (bn)neN eC: (a = (an)neNI & b= (bn)neNI &vneN:a, < bn)

(a,b € R) eine Anordnung < auf R definiert wird. Es ist klar, dass R archimedisch
ist. Nach Aufgabe 2 reicht es zu zeigen, dass (R, <) Cauchy-vollsténdig ist. Sei hierzu
(an)nen eine Cauchy-Folge in (R, <). Nach 1.1.10 gibt es eine Folge (¢n)neny in Q mit
lan, — qn] < % fir n € N. Zeige, dass mit (ap)nen auch (g, )nen eine Cauchy-Folge in

— T
(R, <) und damit in Q ist, also (¢n)nen € C. Setze a := (gn)nen - Zeige limy, o0 apn, = a.

Abgabe bis Montag, den 5. November, um 12:00 Uhr in die Zettelkésten neben F411 .



