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Einfiihrung in die Algebra, Ubungsblatt 1, Lésungsvorschlag

Aufgabe 4. Eine (abelsche) Suppe (G, -) sei genauso definiert wie eine (abelsche) Grup-
pe mit dem einzigen Unterschied, dass das Axiom (A) durch das Axiom

(M) Va,b,c € G: (ab)(ca) = a((bc)a)
ersetzt wird.

(a) Betrachte den dreielementigen Korper F3 = Z/(3) und den vierdimensionalen
Vektorraum ]Ffa%. Zeige, dass IF% vermoge

0

xy::x+y+< 0 ) (x,y € F3)
(x3—y3) (x1y2—x211)

eine abelsche Suppe wird.

(b) Ist jede Suppe eine Gruppe?

Losungsvorschlag. (a) Der Ubersicht halber und um Schreibarbeit zu sparen fiihren
wir folgende Notationen ein:

e V:=¢4 E IF% der vierte Einheitsvektor

o a:Fi =+ TFs:x— x3

o B:FixFi = Fs: (x,y) = x1y2 — Xay1

o ¢:F3xFj = Fa: (x,y) = a(x —y)B(x,y)

Wir bekommen also xy = x +y + ¢(x,y)v fiir alle x,y € Fj. Wir halten auferdem
folgende offensichtlichen Eigenschafen fest:

e « ist linear und damit ¢(x,y) = a(x —y)B(x,y) = a(B(x, y)(x —v)).

B ist bilinear und B(x,x) = 0 fiir alle x € IF, das heif8t B ist alternierend. Insbe-
sondere gilt B(x,y) = —p(y, x) fiir alle x,y € F} (wie man durch Betrachtung
von B(x +y, x +y) leicht sieht).

e ¢ ist symmetrisch und fiir alle a,b € F; gilt ¢(x +av,y + bv) = ¢(x,y).

e Wir verwenden aufierdem, dass 2 :=1+1 = —1 in [F3 gilt.



Nun zum Beweis:

(K) Die Multiplikation auf G ist kommutativ, da + und ¢ jeweils symmetrisch sind.

(N)1:=0¢€¢ IF% ist das (mit demselben Argument wie im Fall einer Gruppe eindeutig
bestimmte) neutrale Element fiir die Multiplikation auf G, da fiir alle x € [F3 gilt

Ix=x1=0x=x0=x4+0+¢(x,0) = x +a(x)B(x,0) = x.

(I) Zu x € F3 gibt es ein inverses Element x !, ndmlich das Inverse —x von x in der
additiven Gruppe des Vektorraums FF} (also x~! = —x), denn

(=x)x =x(—x) =x —x+a(2x)B(—x,x) =0 —a(2x)B(x,x) = 0.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Axiom (M), die sogenannte Moufang-Identitit
[Ruth Moufang *1905 11977] gilt. Seien also x,y,z € F3. Wir haben

(xy)(2x) = (x +y + ¢(x,y)0) (2 + x + ¢(2,x)0)
=x+y+oxy)o+z+x+9(zx)0+9(x+y+9(x,y)o,z+x+ ¢z x)0)v
=2+y+z+ (9 y) +9(x,2) + o(x +y,x +2))

und

(v +z+9(y,z)v)x)
y+z+e(yz)v)+x+ 9y +z+ ¢y 2)v,x)0)
y+z+oeyz)v+x+¢(y+zx)0)

x((yz)x) =

~ A~

+(x+y+z+(ely,z)+oly+zx))v)+
p(x,x+y+z+(p(y,z) + ¢y +2zx))0)
=2x+y+z+ (e, z) +oy+zx)v+e(x,x+y+z)v
=2x+y+z+(ey,z) +oy+zx)+o(x,x+y+z))ov
Es bleibt also noch

ti=oxy)+o(xz)+olx+yx+z) =92 +9y+zx)+oxx+y+z) =t

zu zeigen. Wegen der Linearitit von « und (K) gilt t; = a(s;) fiir i € {1,2} mit

s1:= plxy)(x —y) + B(x,2)(x —2) + Blx +y, x +2)(y — 2)
= (B(x,y) + Blx,2))x+
(=B(x,y) + B(x,x) + B(x,2) + By, x) + By, 2) )y +
(=B (x,2) = B(x, x) = B(x,2) = By, ) — By, 2))z
= (B(x,y) + Blx,2))x+
(B(x,y) + B(x,2) + By, 2) )y +
(B(x,2) + B(x,y) — By, 2))z



sowie

—2)+By+zx)y+z-x)+ B x+y+2z)(-y-2)
B(z,x))x+
z) + By, x) + B(z,x) — B(x, x) = B(x,y) — B(x,2) )y +
(=B(y,2) + By, x) + B(z,x) = B(x,x) — B(x,y) — B(x,2))z
= (B(x,y) + B(x,2))x+
(B(y,2) + B(x,y) + B(x,2))y+
(=B (y,2) + B(x,y) + Blx,2))z

Man sieht also, dass s; = s, und damit t; = a(s;) = a(sz) = to.

s2:= Py, 2)(y
= (=B(y,x) =
(B(y,

(b) Nicht jede Suppe ist eine Gruppe, denn fiir die Suppe aus (a) und die Standard-
vektoren eq,e;,e3 € 1[3‘31 gilt

(e1e2)es = (e1 +ex+ @(eq,e2)v)es
=e1+er+ez+ @er+epe3)v
=e1+etes

aber

e1(exez) = ei(ex +e3 + @(en, e3)v)
=e1+e+e3+ @leg, ea+e3)v
=e1t+etes+ (=1)(1-0)v
=e1+etes—ey

wodurch die Assoziativitit verletzt ist.



