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§3.3 Auflosbare Gruppen

Definition 3.3.1. Sei G eine Gruppe. Fiir 4,b € G nennt man [a,b] := aba~'b~! den
Kommutator von a und b. Man nennt G’ := ({[a,b] | a,b € G}) < G die Kommutator-

gruppe von G. Weiter definiert man fiir jedes n € Ny die n-te Kommutatorgruppe G
von G rekursiv durch G := G und GV := (G’ fiir n € N,.

Bemerkung 3.3.2. Sei G eine Gruppe.
(@) Va,b € G: ([a,b] =1 <= ab = ba)

(b) G = {[111, bl] B [am,bm] ‘ m e No, tZi,bZ‘ € G}
[,2“ Klar; ,C” beachte [a,b] ! = (aba~'b=1)~! = bab—'a~! = [b,q] fiir a,b € G]

(c) G’ ist der kleinste Normalteiler N von G mit G/N abelsch.
[G ist nach 1.3.12 eine charakteristische Untergruppe und daher ein Normalteiler

von G; ist N << G mit G/ N abelsch, so [a,b|N = b0 " = 2a-™Npb-1N = 1 und
daher [4,b] € N fiir alle a,b € G, woraus G’ C N folgt]

Definition 3.3.3. Sei n € INy. Eine Permutation der Form

(1,...,n} = {1,...n}

X1
v A
Xe X2
<X1 ...XK) = 1 I
. X3

. o R
X4

x—xfurx e {l,...,n}\{x1,...,x}

mit ¢ € {2,...,n} und paarweise verschiedenen xi,...,x;, € {1,...,n} nennt man
einen ¢-Zykel in S,,. Man nennt 2-Zykel auch Transpositionen [+LA 9.1.3].

Proposition 3.3.4. [—1.1.12] Sei n € INg. Dann
Ap={oy -0y | meNy, oq,...,0m 3-Zykel in S, }.
Beweis. , 20" Seien x1, x2,x3 € {1,...,n} paarweise verschieden. Zu zeigen: (x1 x2 x3) €
Ay Dies folgt aus (x1 x2 x3) = (x2 x3)(x1 x3).
,C”Sind x1,x2, x3,x4 € {1,...,n} paarweise verschieden, so (x1 x2)(x3 x4) = (x1 x3 x2) (X1 X3 X4).

Sind x1,x2,x3 € {1,...,n} paarweise verschieden, so (x1 x2)(x2 x3) = (x1 x2 x3).
Sind x1,xp € {1,...,n} mit x1 # x2, 50 (%1 x2)(x1 x2) = 1. O



Proposition 3.3.5. Sei n € Ny. Dann S|, = A, und

{1} fallsn <3,
A, =<V :={1,(12)(34),(13)(24),(14)(23)} 2V fallsn =4,
A, falls n >5.
2 1
[—1.1.9(e)]
3 4

Beweis. S, C A, Nach 3.3.2(c) geniigt es zu zeigen, dass S,/ A, abelsch ist. Dies ist
klar,da S,/ A, = C; firn > 2[—1.318] und S,/ A, = C; fur n € {0,1}.

A, CS], Nach 3.3.4 geniigt es zu zeigen, dass jeder 3-Zykel in S, liegt. Seien hierzu
X1, X2, X3 paarweise verschieden. Dann

(X1 X2 X3) = (X1 X3)(XZ X3)(x1 X3)71(XQ X3)71 = [(x1 X3), (Xz X3)] € S;

Al, = {1} firn <3 Firn < 3ist A, = A,/{1} abelsch, da #A, < #A3 = #2@ = % = 3.
Ay =Vy ,C" Wegen #A, = % =4-3=12gilt #(A4/V4) = 3 und A4/ Vj ist abelsch.
L2 Ist {x1,x2,x3,x4} = {1,2,3,4}, so nach 3.3.4

(xl xZ)(Xg X4) = (x1 X2 X3)(x1 Xo X4)(x1 X5 Xg)_l(xl x2x4)—1
= [(x1 x2 x3), (x1 X2 x3)] € Ay

€Ay €Ay

Al = Ay fallsn >5 Sein > 5.Zuzeigen: A, C A),. Seien x1,x2,x3 € {1,...,n} paar-
weise verschieden. Zu zeigen: (x; x2 x3) € Aj,. Wahle x4, x5 € {1,...,n} \ {x1,x2,x3}
mit x4 # x5. Dann

(1 X2 x3) = (%7 22 x4) (x1 23 x5) (31 %2 x4) " F (21 %3 x5) 71 = [(x1 X2 x4), (x1 x3 x5)] € AL.
]

Definition 3.3.6. Sei G eine Gruppe. Es heifst (Go,...,Gy) eine Normalreihe von G,
wenn G = Go> Gy > --- > G, = {1}. In diesem Fall heiflen die Gruppen Gi/Gy1
(k € {0,...n —1}) die Faktoren dieser Normalreihe. Es heifit G auflosbar, wenn G eine
Normalreihe mit (lauter) abelschen Faktoren besitzt.

Satz 3.3.7. Sei G eine Gruppe. Dann

G auflisbar <= In € Ny : G = {1}.



Beweis. ,,<="Ist n € Ng mit G™ = {1}, so ist (G\?),...,G)) eine Normalreihe von
G mit abelschen Faktoren.

, = “ Sei (Gy,...,G,) eine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren. Wir zeigen
durch Induktion nach k € {0,...,n}, dass G¥) C Gy:
k=0 GO =G=¢G,
Gi/Grs1
abelsch
G, € Grn 0
G

IN<Z

k—k+1 (ke{0,...,n—1}) G*D = (GRY

Gk

N

Satz 3.3.8. S, ist auflosbar fiir n < 4, nicht aber fiir n > 5.

Beweis. Nach Proposition 3.3.5 gilt s = Al = {1} firn <3,
Vi2V=Cox G
54(13) _ AA(LZ) _ V4 abelsch {1}
undS,ﬁl):Sf):...:An#{l}fﬁrnZS. O
Proposition 3.3.9. Sei G eine Gruppe.
(a) Ist G auflosbar und H < G, so ist auch H auflosbar.

(b) Ist N< G, so
G auflosbar <= (N auflosbar & G/ N auflosbar).

Beweis. (a) Klar, da man durch Induktion H") C G fiir alle n € Ny zeigt.

(b) Gelte N <1 G. Durch Induktion zeigt man (G/N)" = (G N)/N fiir alle n € Ny
[—1.4.1]:

n=0 G/N=(GN)/N
=G

n—n+1(n €Ny

(G/N)™D = ((G/N)™) E ((G™N)/NY
P20 {(@mN, G N) - (@i, @ N] | m € No, a;,af € GO, i, nf € N}
= {[a,d] - [am, al]N | m € Ny, a;,a; € GM}
3.3.2(b)

(g |g € G} = {gnn | g € GI"MY, e N} = (GHUN)/N

, = “Istn € N mit G _{1} so (G/N)"W = (G )/N—N/N:{l}.

,<="TIstn € N mit N = {1} und (G/N)" = {1}, so (G®N)/N = N/N, also
G C N und G<2">CN ={1}. O



Satz 3.3.10. Sei p € IP. Jede p-Gruppe ist auflosbar.

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach e € Ny, dass alle Gruppen G mit #G = p°
auflosbar sind.

e=0v

0,...,e—1—e (e€N)SeiG eine Gruppe mit #G = p°. Nach 3.1.18 gilt #Z(G) > 1.
Nach dem Satz von Lagrange 1.3.19 gibtes also d € {0,...,e — 1} mit#(G/Z(G)) = p*
(siehe auch 1.3.14). Nach Induktionsvoraussetzung ist G/Z(G) auflosbar. Da Z(G)
abelsch und daher auch auflosbar ist, folgt mit 3.3.9(b), dass auch G auflosbar ist. ]

Proposition 3.3.11. Sei G eine Gruppe und N <I G. Bezeichne t: G — G/N, a — a" den
kanonischen Epimorphismus. Dann wird durch die Zuordnungen

I—n(l)=1/N  und
o H]) ]

Untergruppen

eine Bijektion zwischen der Menge der { Normalteiler

der {Untergruppen} von G/ N definiert.

} I von G mit N C I und der Menge

Normalteiler

Beweis. Ubung. O

Satz 3.3.12. Sei G eine endliche Gruppe und (Gy, . .., Gy, ) eine Normalreihe von G mit abel-
schen Faktoren. Dann gibt es eine Normalreihe (Hy, ..., H,) von G mit {Go,...,Gn} C
{Ho, ..., Hn}, deren Faktoren Hy/Hy. 1 alle zyklisch von Primzahlordnung sind.

Beweis. Ohne Einschrankung
G=G>GD>....oGy = {1}
# # #

Seik € {0,...,m — 1} mit #(G/Gg11) ¢ P. Dann gibt es sicher | mit
{1} <] < G/Grpa
echt ~ echt
(z.B. wegen 3.2.6(a) oder indem man | einfach als geeignete zyklische Untergruppe
von G/ Gyy1 wahlt). Da Gy1/ Gy abelsch ist, gilt
1} <] < Gi/ Gia.
{1} 5 J S G/ G

Fiir [ := 7~ 1(J) mit 7: Gy — Gi/Gy1 kanonisch gilt nach 3.3.11 dann

Es ist I der Kern von Gk - Gk/Gk+1 - (Gk/Gk+1)/] und daher Gk/I = (Gk/Gk+1>/]
N——

abelsch
—

abelsch
abelsch. Weiter ist I/ Gy, 1 < G/ Ggyq auch abelsch. Mache nun so weiter. ..
N——

abelsch



