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Ubungsblatt 1 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1 (5P) (Jacobson-Radikal) Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wir definieren
das Jacobson-Radikal J(M) von M als den Schnitt aller maximalen echten Untermoduln
von M, also

J(M) :=({N | N Untermodul von M, M/N einfach},

wobei (@ := M. Das Jacobson-Radikal J(R) des Ringes R ist das Jacobson-Radikal
von R als R-Modul. Sei von nun an R ein kommutativer Ring.

(a) Zeige, dass J(R) ein Radikalideal von R ist.

Sei von nun an R ein lokaler Ring mit maximalem Ideal m und M ein endlich erzeugter
R-Modul.

(b) Zeige, dass M/J(M) auf kanonische Weise ein R/m-Vektorraum ist.
(c) Zeige [(M) = mM.

(d) Sei E C M. Zeige, dass E genau dann M als R-Modul erzeugt, wenn
E:={x™ | x € E}

den R-Modul M/](M) erzeugt.

(e) Ist auch M stets ein freier Modul?
Aufgabe 2. (4P) (Artinsche Moduln miissen nicht noethersch sein) Sei R ein Ring. Ein
R-Modul M heifst artinsch, wenn jede absteigende Kette
My 2D M; 2 Mz DMy O ...

von Untermoduln von M stationdr wird. Zeige, dass Q/Z ) ein artinscher Z-Modul

ist, der nicht noethersch ist. Hierbei ist Z,, der durch Zy, = (Z\ (2))'Z =
{# |a,b € Z, 2{b} definierte Unterring von Q.

Bitte wenden!



Aufgabe 3. (4P) Sei R ein kommutativer Ring. Zeige die Aquivalenz folgender Aussa-
gen:

(a) Rist lokal.

(b) R\ R* ist ein Ideal in R.

(c) R besitzt genau ein maximales Ideal.

(d) R besitzt ein maximales Ideal m mit 1+ m C R*.

(e) 0 #1in R und fiir jedesa € R gilta € R* odera+1 € R*.

Zeige, dass in diesem Fall R \ R* das eindeutig bestimmte maximale Ideal von R ist.

Abgabe bis Freitag, den 22. April 2016, 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17 neben
F411.



