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Ubungsblatt 4 zur Kommutativen Algebra

Aufgabe 1 (6P) Sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(a) Es gibt ein Element a € R \ {0, 1} mit a*> = a.
(b) Es gibta,b € R\ {0,1} mita®> =4, 0> =bunda+b = 1.
(c) Es gibt kommutative Ringe A # {0} und B # {0} mit R = A x B.

(d) Es gibt Ideale I und | in R derart, dass jedes Primideal von R entweder I oder |
enthalt.

Aufgabe 2 (6P) Sei R ein kommutativer Ring und S C R multiplikativ.

(a) Seip € specRmit p NS = @. Zeige, dass man einen Ringisomorphismus

$: Ry = (S7'R)s-1,, %>—> (aeR,beR\p)

hat.

(b) Sei nun weiter M ein R-Modul und man fasse den (S 'R)g-1,-Modul
(S7'M)s-1, vermdge ¢ als R,-Modul auf. Zeige, dass man dann einen R,-
Modulisomorphismus

My — (S '"M)s, ,

— (x e M,b e R\p)

S| R
H\w‘»—lm

hat.
(c) Sei R noethersch und M ein R-Modul. Zeige

assg-1g(STIM) = {S7p | p € ass(M),pN S = @}.



Aufgabe 3 (6P) Sei R ein kommutativer Ring und N die Menge seiner Nullteiler.
(a) Zeige {SC R| R\ S € (specR)™n} = {S C R\ {0} | S multiplikativ } ™.
(b) Zeige N 2 U{p | p € (spec R)™"}.

(c) Zeige, dass in (b) Gleichheit gilt, falls R reduziert ist.

(d) Zeige, dass N immer eine Vereinigung von Primidealen ist.

Hinweis: Verwende die Theorie der Saturierungen von Blatt 3.

Abgabe bis Freitag, den 13. Mai 2016, 10:00 Uhr in den Briefkasten Nr. 17 neben
F411.



