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Klausur zur Linearen Algebra I, Losungsvorschlag
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Aufgabe 3. (a) p:=3,¢:=2,a:=1,b:=0,¢c:=0,d:=2
(b)A =Ty x F3, a:=(1,0), b:=(0,1)

a:=6,b:=2 c:=3

T -1 2 1
A= 1 1 7 0
1—-2 1 —1-—3 1



Unter Beachtung von 1+ 1 = —1 in Fg = F3[7] erhiilt man

: -1 11 Y N
ARSI g o | AR 1 0 o
1 7—-1 -1 -1 1 72—-1 -1 -1
. | i -1 -7 -1 3
Zo<—Zo+7 o o o Lo Zo+7. o o o
ANt 0 1—2 2—1 ? 2%t 0 —2 1 —1-—1
Z3—Z3+271 o o
0 —1 1 -1+ 0O -1 1 —-1+:1
(-1 = 1 -1 -1 -1
Zot92 o ZsZ3+2 o
W01 -1 S| PRI 0 1 1 54
0 -1 1 —1+2 0 0 0 0
12 1 — . 0 1472 71—1
Zl<——Z1 o Zl<—Z1—zZQ o
~ 01 -1 —2+1 ~ 1 -1 1-—2
0 0 O 0 0 0 0 0
Daher ist die Losungsmenge gleich
{xng ‘ .1‘1:2—1—(14-(’;)1'3, $2:1—%+x3,x3€F9}
(1= 1) = (1+2)x3 11 1_9
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Aufgabe 5. Betrachte die aus der Vorlesung bekannte lineare Abbildung
!
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Sie ist injektiv, da laut Vorlesung ein Polynom vom Grad < 3 mit 4 Nullstellen das
Nullpolynom sein muss. Wegen dimR[X]3 = 4 = dimR? ist sie damit auch surjektiv.
(a) Ist f € R[X]3 mit E(f) =0, so f =0, da F injektiv ist. Also lautet die Antwort
,nein‘.
1
(b) Da FE surjektiv ist, konnen wir f € R[X]3 wéhlen mit E(f) = §> Dann gilt
4
natiirlich f # 0 und f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3 (sogar f(4) = 4). Also lautet die
Antwort ,,ja‘“.
(c) Betrachte die lineare Abbildung

F:R[X])s > RY, fs | IO



Wir behaupten, dass die Antwort ,,ja“ lautet, wozu es ausreicht zu zeigen, dass F' surjektiv
ist. Betrachte hierzu die Basis v := (1, X, X2, X3) von R[X]3 und die Standardbasis e
von R*. Dann ist zu zeigen rank M (F, v, e) = 4. Es gilt

1 1 1 1 1 1 1 1
o 0 1 2 3 Z3+Z3—71 0 1 2 3
MEvI)=11 1 1 A|mrml|lo 2 0 -2
0o 1 -2 3 0 0 -4 0
1 111 1111 1111
Z3<**%Z3 0 1 2 3 Zo—To—Z3—274 0 0 O 2 Zo+Z3 0 1 O 1
Ziesiz, |01 0 1 010 1|zaz|0010
0010 0010 0 0 0 2

Die letzte Matrix in Stufenform hat 4 Stufen ist und damit Rang 4, womit auch die dazu
aquivalente Matrix M (F,v,e) Rang 4 hat.

Aufgabe 6. Betrachte den Einsetzungshomomorphismus
QX] = Q, p~ p(V2).

Da dies ein Ringhomomorphismus ist, ist sein Kern I ein Ideal von Q[X]. Offensichtlich
gilt X2 —2 € I und insbesondere I # {0}. GemiR Vorlesung gibt es genau ein normiertes
p € Q[X]| mit I = (p). Offensichtlich kann p nicht den Grad 0 haben. Es kann auch
nicht den Grad 1 haben, sonst wiirde v/2 € Q folgen. Also muss es den Grad 2 haben.
Da X2 — 2 ein Vielfaches von p in Q[X] ist und p normiert ist, folgt p = X2 — 2 und
damit I = (X? — 2). Da der obige Einsetzungshomomorphismus surjektiv ist, liefert der
Isomorphiesatz fiir kommutative Ringe einen Ringisomorphismus

QX]/(X* =2) = Q, ' = p(v2).
Aufgabe 7.n =0 Das charakteristische Polynom der leeren Matrix (aus K°*0) ist die
Determinante der leeren Matrix (aus K[X]°*?), welche 1 € K[X] ist.

al
n—1—=n (neN) Seienay,...,a2, € K und A := <O O).Dann
a2n

-X 0 al
XA =det(A—XIp,) € K> =det | 0 B—XIhy, 1 0 |,
aon 0 X

wobei

as
B .= ( O . K?(nfl)XZ(nfl)
| 0)

a2n—1

ein ganzer Block ist und die vier benachbarten Nullen jeweils fiir Nullblécke geeigneter
Ausmafe stehen (die Nullen links und rechts fiir Spaltenvektoren der Lénge 2(n — 1) und



die Nullen oben und unten fiir Zeilenvektoren derselben Lénge). Mittels 2(n — 1) Zeilen-

X 0 ai
vertauschungen kann man die Blockmatrix 0 B-=Xly-y O in die Block-
aon, 0 -X
-X 0 ai
matrix | az, 0 —X | iberfiihren und mittels weiterer 2(n — 1) Spalten-
0 B—-XIly-) O
—-X aj 0
vertauschungen in die Blockdiagonalmatrix | ag, —X 0 . Dabei wird

0 0 B-XI,-)
die Determinante nicht verdndert, da es sich um eine gerade Anzahl von Zeilen- und
Spaltenvertauschungen handelt. Wegen der Blockdiagonalform folgt:

—X
XA = <CL2 a;(> det(B — XIQ(nfl)) = (X2 _ a1a2n) det(B — XIQ(nfl))
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n
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= (X? - aja2,) H(X2 — QiQ2n4+1—i) = H(X2 — QiQ2n+1—i)-
e

7 =1

Aufgabe 8. (a) Die beiden Elemente von V/U sind

=) G e =106

(b) Mit den Bezeichnungen aus (a) sind die Addition 4+ und die Skalarmultiplikation -
von V/U gegeben durch

+10 v 0 v
010 v und 010 O
viv 0 110 w
(c) Setzt man u := 1 , so sind die Addition + und die Skalarmultiplikation - von
U ={0,u} gegeben durch

+10 u 10w
0[]0 u und 0/0 O

u 0 110 w

Die Abbildung U — V/U, 0+ 0, u +— v fiihrt die Tabellen aus (b) iiber in die gerade
angegebenen Tabellen und ist daher ein Isomorphismus der Vektorrdume U und V/U.

Aufgabe 9. Setze

p=X+ X+ X+ X3+ X2+ X +1 € K[X] und
=X+ X'+ X+ X*+ X +1€ K[X].



Wegen der Linearitat der Determinante in der ersten Zeile gilt

1 0 0 0 0 0
1 =X 0 0 0 -1
0o 1 =X 0 0 -1
a=xetdetiy g _x o 1
0 0 0 1 =X -1
0 0 0 0 1 -1-X
Aus der Vorlesung wissen wir xc, = (—=1)%» = p. Entwickelt man ferner die letzte

Determinante nach der ersten Zeile, so erhélt man, dass sie gleich

-X 0 0 0 -1
1 =X 0 0 -1
det | O 1 =X 0 -1
0 0 1 =X -1
0 0 0 1 -1-X

ist. Wieder aus der Vorlesung wissen wir x¢, = (—1)°¢ =

= XCq

—q. Es folgt xa =p—q= X6,



