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Aufgabe 44

Sei G eine Gruppe und seien a und b Elemente endlicher Ordnung in G mit ab = ba.
Gelte 1 € (ord a,ord b)z. Zeige: ord(ab) = (ord a)(ordd).

Aufgabe 45
Sei K ein Korper und G eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe K *
von K.
(a) Schreibe d := #G = p{* ---p& mit py,...,p, € P paarweise verschieden und
a1, ...,an € N.Sei i € {1,...,n} und betrachte
o d
pi
Zeige, dass es ein a; € G gibt mit a;’ # 1 indem Du ein geeignetes Polynom
iiber K betrachtest.
(b) Seii € {1,...,n} und betrachte

€; :

-

= -
p;

Zeige, dass b; := a{i in der Gruppe G die Ordnung p;" hat.

(¢) Zeige, dass die Gruppe G von b := by - - - b, erzeugt wird. Die Gruppe G ist also
zyklisch.

Aufgabe 46

(a) Welche der folgenden Korper sind normal iiber Q7 Welche sind separabel?

(1) Q10+ v?2)
(i) Q(V1+V7)

(b) Gibt es Korpererweiterungen, welche normal, aber nicht separabel sind?

Aufgabe 47

Sei M C C mit {0,1} C M und K := Q(M U M*), wobei
M*:={z"|z€ M}

das Bild von M unter der komplexen Konjugation z — z* ist.



Zeige:
(a) Der Korper & M von Blatt 12 ist quadratisch abgeschlossen, das heifst fiir a €
A M ist auch /a € 2 M.
Hinweis: Betrachte zunéchst den Fall a > 0 und benutze dort den Hohensatz.
(b) Ist a € M’, also durch einen der elementaren Konstruktionsschritte (x), (&)
oder (@) aus M konstruierbar, so ist [K(a) : K] < 2.
Hinweis: Nehme bei (@) zunédchst an, dass die beiden Mittelpunkte auf der
reellen Achse liegen und fiihre es dann auf (&) zuriick.

Aufgabe N
Sei K ein Korper, f € K[X] vom Grad n € N und sei L der Zerfallungskorper von

f iber K.

(a) Zeige, dass [L : K] ein Teiler von n! ist.

(b) Zeige: Ist [L : K] = n!, so ist f irreduzibel.
(c

(d

)
) Gilt auch die Umkehrung von (b)?
) Finde ein Beispiel fiir [L : K] =n! mit n > 3
(e) Finde ein Beispiel fir 3 <n < [L: K] < nl.



