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14 Reelle quadratische Formen

14.1 Der Tragheitssatz von Sylvester [James Joseph Sylvester *1814 +1897]

Satz und Definition 14.1.1 (Tragheitssatz). Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum
und q € Q(V). Dann gibt es genau ein Paar (r,s) € IN3, genannt Sylvester-Signatur von g,
derart, dass es eine geordnete Basis v von V gibt mit

M(q,0)

I
|
=
|.
—_
R —
95

Beweis. Existenz Nach Korollar 13.5.12 gibt es eine Basis w = (wq,...,wy) von V
derart, dass M(q, w) Diagonalgestalt hat, (E gibt es 7,5 € INy mit

g(wy) >0,...,9(wy) >0, g(wr1) <O0,...,q(wrss) <0, g(Wyys41) = ... = g(wy) = 0.
Setze nun

Wy Wr+1 Wr+s

w1 W
(it iy oy iy )

Dann ist M(g,7) von der gewiinschten Gestalt.

V=

Eindeutigkeit Seien (r,s), (t,u) € ]N% und v = (vy,...,0,), w = (wy,...,w,) Basen
von V mit

Mig o) = ’M.F and Mg ) = ’a,F




Zu zeigen: (r,s) = (t,u). Setze b := b, [ 13.4.6]. Dann gilt fiir Ay,..., A, € K:
n - - n
Z)\ﬂ)i € kerb <= b <Z )Lﬂ)i) =0
i=1 i=1
n
<~ b <Z Aiv;, ) =0
i=1

<~ V] € {1,...,71} :b (ZAZ'UZ',U]) =0
i=1

—_—
=Aq(v;)

= Vje{l,...,r+s}:A;=0.

Daher span(v,+s41,...,0n) = ker b und ebenso span(Wysy+1, ..., Wn) = ker b. Es folgt
insbesondere r + s = t + u. Betrachte nun die Untervektorraume

U :=span(v1, ...,V Uristl, -, Un) und

W = span(wi1, ..., Weiy).

Es gilt g(v) > 0 fiir v € U und g(v) < 0 fiir v € W\ {0}. Daher gilt UNW = {0} und
mit der Dimensionsformel 8.1.12 fiir Untervektorraume folgt

n>dim(U+ W) = (dimU) + (dim W) = (n —s) +u,

also u < s. Genauso zeigt man s < u. Es folgt s = u und daher auch r = t. Somit
(r,s) = (t,u). O

Satz 14.1.2. E]Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und q € Q(V') mit Sylvester-
Signatur (r,s).

(@) Ist v = (vy,...,0v,) eine Basis von V und sind Aq,..., A, die Eigenwerte von M(q,v),
wobei jedes A; seiner algebraischen Vielfachheit entsprechend oft aufgefiihrt ist [— 10.1.14,
11.3.10], das heifst Xp1(g,0) = det(M(q,v) — XI,) = (=1)"[TiL; (X — Ay), so gilt

r=#{ie{l,...,.n} |A; >0}  und
s=#{ie{l,...,n} | A <0}

dq
(b) Ist v = (vy,...,vy) eine Basis von V, D = (O O) € R™" eine Diagonalmatrix
dy

und P € R™" invertierbar mit M(q,v) = PTDP oder M(q,v) = P~'DP, so gilt

r=#{ie{l,...,n}|d; >0}  und
s=#{ie{l,...,n}|d; <0}

1Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].




(c) Sind ty,..., 0y, € V* linear unabhingig und Ay, ..., Ay € R mit

VoeV:q(v) = 2/\1-(&-(0))2,

m
i=1

so gilt
r=#{ie{l,...,m}| A, >0}  und
s=#{ic{l,...,m}| A <0}
Beweis. Wir zeigen zunichst den Fall M(q,v) = PTDP von (b), dann (a), dann den Fall
M(g,v) = P~'DP von (b) und schlieflich (c).

(b) Fall M(q,v) = PTDP

Schritt 1: B P = I,
Begriindung: Setze w; := vec,(P~'e;) fiir i € {1,...,n}. Dann ist w := (wy,...,wy)
eine Basis von V [ 6.3.7, 6.3.8] und es gilt P~! = M(w, v) und somit

M(q,w) =" M(w,0)"M(q,2)M(w,v) = (P~)"PTDPP~! = (PP~")"D(PP~!) = D.

Schritt 2: (E D von der Gestalt

Begriindung: Vertauschen der Basiselemente und Skalieren derselben mit positiven
Skalaren dndert die Anzahl der positiven bzw. negativen Diagonaleintrdge von M(q,v)
nicht.

(@) Da M(q,v) eine reelle symmetrische Matrix ist, gibt es nach 11.3.10 eine ortho-
gonale [— 11.2.25, 11.2.27] Matrix P € R"*" und eine Diagonalmatrix

d
D= (dg) € R

mit M(q,v) = PTDP = P~!DP. Da M(q,v) und D &hnlich sind, haben sie dasselbe
charakteristische Polynom [— 10.1.4], das heifst [T (X — A;) = [T1(X — d;). Dann
gibt es nach 10.1.13 eine Permutation o € S, mit (Ay,...,A,) = (dam),...,da(n)),
weshalb man in der Behauptung die A; durch die d; ersetzen kann. Wegen M(q,v) =
PTDP folgt aber dann die Behauptung nach dem bereits bewiesenen Teil von (b).

(b) Fall M(q,v) = P"'DP



10.
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Setze A; := d; fiir i € {1,...,n}. Dann gilt Xp(g0) g

und die Behauptung folgt nun aus (a).

xp = (=1)"ITL (X = A)

(c) Ergénze ¢4, ..., 4, zu einer Basis 41, ..., 0y, lyy1, ..., 0y von V* und setze Ay 4q =
... = Ay = 0. Wéhle eine Basis v = (vy,...,v,) von V. Nach 13.5.2 ist dann P :=

A
(4i(v))1<ij<n € R™ invertierbar und mit D := (O O) € R"™" gilt M(q,v) =
An

PTDP. Nun folgt die Behauptung aus (b). O

Definition 14.1.3. Sei n € Ny und A € SR™". Dann definiert man die Sylvester-
Signatur von A als die Sylvester-Signatur der zu A gehorigen quadratischen Form
ga: R" = R, x — xT Ax.

Bemerkung 14.1.4. Sei V ein R-Vektorraum mit Basis v = (v1,...,v,) und g € Q(V).
Dann stimmen die Sylvester-Signaturen von g und von M(g, v) natiirlich tiberein, denn
setzt man A := M(q,v), so gilt M(qa,e) = A = M(q,v) und es liefert zum Beispiel
Teil (a) des obigen Satzes das Gewiinschte.

Korollar 14.1.5. Sei n € INg und A € SR"*" mit Sylvester-Signatur (r,s).
(@) Gilt

n

XA = (—1)”H(X— )\1) mit )Ll,- . -,An S IR/
i=1

sogiltr=#{ie{l,...,n} |A; >0} unds=#{i e {1,...,n} | A; <0}.
di O
(b) Ist D = O € R"™" und P € R™" invertierbar mit
dn

M(q,v) = PPTDP  oder = M(q,v) = P"'DP,
sogiltr=#{ie{1,...,n} |d; >0} unds =#{i € {1,...,n} | d; <0}
(c) Sind ly,...,0y € (R")* linear unabhiingig und Ay, ..., Ay € R mit
Vx e R" : xTAx = Y Ai(4i(x))?,
i=1

sogiltr=#{ie{l,...,n} |A; >0} unds=#{i e {1,...,n} | A; <0}

14.2 Positiv semidefinite Matrizen
positiv

Definition 14.2.1. Sei V ein R-Vektorraum. Man nennt g € Q(V) {nega tio

} semidefinit

{;ﬁig}, wenn Yo € V : q(v) {i} 0. Gilt zusitzlich Vo € V: (g(v) =0 = v =0),



positiv ... [ (pd) .
so nennt man g {negativ} definit {(nd) . Man nennt b € Bil(V) psd/nsd/pd/nd,
wenn b symmetrisch und g, psd/nsd/pd/nd ist.

Beispiel 14.2.2. Ein Skalaprodukt auf einem reellen Vektorraum ist per Definition nichts
anderes als eine positive definite Bilinearform [— 11.1.1].

Definition 14.2.3. Sei n € Np und A € R"*". Es heifit A psd/nsd/pd/nd, wenn
die zu A gehorige Bilinearform bs: R" x R" — R, (x,y) — xTAy [ 13.3.2(a)]
psd/nsd/pd/nd ist.

Bemerkung 14.2.4. Sei n € INp und A € R"". Dann ist A psd/nsd/pd/nd genau
dann, wenn A symmetrisch ist [ 13.4.2, 9.1.21] und g4: R" — R, x — xT Ax
psd/nsd/pd/nd ist.

Bemerkung 14.2.5. Sei V ein R-Vektorraum mit Basis v = (v1,...,v,) und g € Q(V).
Dann g psd/nsd/pd/nd <= M(q,v) psd/nsd/pd/nd.

Bemerkung 14.2.6. Fiir reelle quadratische Formen g gilt natiirlich
gnsd <= —qpsd und gnd < —qpd.

Analoges gilt fiir Bilinearformen und fiir Matrizen. Daher betrachten wir im Folgen-
den nur noch die Begriffe ,,psd” und ,pd”.

Satz 14.2.7. Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und g € Q(V'). Dann sind dqui-
valent:

(a) g ist psd.

(b) Die Sylvester-Signatur von q ist (r,0) fiir ein r € Np.

(c) 3ly,....0, €V*:YoeV:qg(v) =Y (4v))?

(d) ImeNy:3l,...,0y € V : Vo eV :g(v) =Y",({i(v))?

Beweis. (a) = (b) folgt direkt aus der Definition der Sylvester-Signatur

(b) = (c) folgt ebenfalls aus dieser Definition zusammen mit Lemma 13.5.1.

(c) = (d) = (a) sind trivial. O

Definition 14.2.8. [— 13.5.7] Sei A € SR"*". Unter einer Cholesky-Zerlequng [André
Louis Cholesky *1875 11918] von A verstehen wir ein Paar (P, D) von Matrizen P, D €
R™" mit A = PTDP, wobei P von oberer Dreiecksgestalt mit lauter Einsen auf der
Diagonale und D von Diagonalgestalt ohne negative Eintrdge ist.

Definition 14.2.9. Sei K ein kommutativer Ring, n € Ny und A € K"*". Fiir jedes
I C {1,...,n} bezeichne A; € K#Dx(*) dje Matrix, die aus A durch Streichen aller
Zeilen i und Spalten i mit i ¢ I entsteht. Wir bezeichnen die Determinanten der n
Matrizen

Ay Apay - Al



als die Leithauptminoren (oder fithrende Hauptminoren) von A und die Determinanten der
2" —1 Matrizen
Ap (@#I1CA{1,...,n})

als die Hauptminoren von A. [Vorsicht: Manche deutschsprachigen Autoren bezeichnen
nur die Leithauptminoren als Hauptminoren und haben keine Bezeichnung fiir unsere
Hauptminoren.]

11 0
11 0 ) € R332 sind 1, 0,
0 0 —1

0 und ihre Hauptminoren sind die Diagonaleintrdage 1, 1, —1, die Determinanten

b1 10 1 0
det <1 1> =0, det (0 _1> = —1, det <0 _1> = —1 und det(A) = 0.

Beispiel 14.2.10. Die Leithauptminoren von A := (

Satz 14.2.11. EISei A € SR"™". Dann sind dquivalent:

(a) Aist psd.

(b) Vx e R": xTAx >0

(c) Die Sylvester-Signatur von A ist (r,0) fiir ein r € INj.

(d) Alle Eigenwerte von A sind > 0.

(e) Alle Koeffizienten von det(A + X1,) = xa(—X) € R[X] sind > 0.
(f) Alle Hauptminoren von A sind > 0.

(g) A besitzt eine Cholesky-Zerlegung.

(h) Es gibt eine obere Dreiecksmatrix [— 10.3.1] B € R"*" mit A = B'B.
(i) 3BeR™": A=BTB

() Im € Np: 3B R™": A=B'B

(vi,v1) ... (v1,0n)
(k) Elv]/'--/vn6]['{71314: :
<Unrvl> e <'Un,Un>

<Ul,01> <Z)1,Un>
() 3m € Ng:3Jvy,...,v, ER™": A= .

(U, 01) ... (Un,0n)
(m) Joy,..., 0, ER": A=Y1 v0f
(m) 3m € No:Joq,...,0m ER": A=Y v0]

2Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].




Beweis. (a) <= (b) ist trivial, da A symmetrisch ist.
(b) <= (c) ist klar nach Definition [14.1.1| der Sylvester-Signatur.

(c) <= (d) folgt aus a).

(d) <= (e) ,—~" Sind A4,...,A; € R die Eigenwerte von A mit algebraischen
Vielfachheiten [— 10.1.14, 11.3.10], so gilt x4 = [T (A; — X) und daher xa(—X) =
[T, (A; + X). Die Koeffizienten von x 4(—X) sind daher Summen von Produkten der
Aj.

1

,<=" Sei A € R ein Eigenwert von A. Dann det(A — AI,) = xa(A) = 0. Setzt man
also —A anstelle von X in das Polynom 0 # det(A + XI,) ein, so erhdlt man 0. Hat
dieses Polynom nur nichtnegative Koeffizienten, so folgt —A < 0.

(e) <= (f) ,<=" Schreibt man det(A + XI,) = X" +a, 1 X" !+ ...+ ap mit
ao, . ..,a,—1 € K, so sieht man mit scharfem Auge direkt an der Definition einer Deter-

minante 9.1.9, dass
a, = E det(AI)

I1C{1,..n}
#({1, I\ D) =i

furi e {0,...,n —1}.

,~—=" Gelte (). Sei @ # I C {1,...,n}. Zu zeigen ist det(A;) > 0. Wegen (b) <
(e) gilt dann auch (b). Insbesondere Vx € R* : xTA;x > 0. Wieder wegen (b) <
(e) hat det(A; + XIyr) € R[X] keine negativen Koeffizienten. Insbesondere ist der
konstante Koeffizient det(A;) dieses Polynoms > 0.

Es ist nun die Aquivalenz der Aussagen (a)—(f) gezeigt.

(b) = (g) folgt wie in Bemerkung 13.5.10(c) angekiindigt durch Inspektion des Be-

weises von Satz 13.5.9.
L >k dr 0
(8) = (h) Ist A= PTDP mit P = O c R™" und D = c
&) — Y ; O )
Vi 0
0 v

R"*" mitd; > 0, soist B := P € R™" und A = BTB.

(h) = (i) = (j) ist trivial.

()= (b) Ist A = BTB mit B € R"*", so gilt xTAx = xTBTBx = (Bx)"Bx =
(Bx, Bx) > 0 fiir alle x € R™.

Es ist nun die Aquivalenz der Aussagen (a)—(j) gezeigt.

Die Aquivalenzen (i) <= (k) und (j) <= (1) ergeben sich sofort, indem man die v;
als die Spalten von B auffasst, denn fiir vy, ...,v, € R" gilt

ol olo; ... olo,
(e - o) = : :
ol vloy ... vlo,



Die Aquivalenzen (i) <= (m) und (j) <= (m) ergeben sich, indem man die viT als
die Zeilen von B auffasst, denn fiir vy, ..., v, € R" gilt

ol . j ol
(o1 ... vw) | 2 =)0 ... 09 0... 0)f:
0
" | 0
=Y (0 0 v 0 0) [of | i
i=1 0
0

O]

Satz 14.2.12. [— [14.2.7] Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum, n := dimV und
g € Q(V). Dann sind dquivalent:

(a) gist pd.

(b) Die Sylvester-Signatur von q ist (n,0).

(c) Es gibt eine Basis {1,...,0, von V* mit Vo € V : q(v) = Y1, (4:(v))?

Beweis. (a) = (b) folgt direkt aus der Definition der Sylvester-Signatur

(b) = (c) folgt ebenfalls aus dieser Definition zusammen mit Lemma 13.5.1.

(c) = (a) Gelte (c) und sei 0 # v € V. Zu zeigen ist q(v) > 0. Da V — V**
injektiv ist [— 13.1.14], gibt es ¢ € V* mit ¢(v) # 0. Wegen ¢ € span({y,...,¢,) gibt es
i€ {1,...,n} mit £;(v) # 0. Daraus folgt g(v) > (¢;(x))? > 0. O

Satz 14.2.13. [— EI Sei A € SR"*". Dann sind dquivalent:
(a) Aist pd.

(b) Vx € R"\ {0} : xTAx >0

(c) Die Sylvester-Signatur von A ist (n,0).

(d) Alle Eigenwerte von A sind positiv.

3Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [— 4.2.13(g)].



(e) Die Koeffizienten zu den Monomen 1,X, ..., X" Vindet(A + XI,) = xa(—X) € R[X]
sind positiv.

(f) Alle Leithauptminoren von A sind positiv.
(g) Alle Hauptminoren von A sind positiv.

(h) A besitzt eine Cholesky-Zerlequng (P, D) derart, dass alle Diagonaleintriige von D positiv
sind.

Beweis. Die Aquivalenz aller Aussagen mit Ausnahme von (f) zeigt man analog zum
Beweis von Satz Es ist (g) = (f) trivial. Wir zeigen schliefilich (f) = (b)
durch Induktion nach n € INy:

n =0 Dann ist (b) die leere Aussage, da R" = R? = {0}.

n—n+1 (n€Npy Seien alle Leithauptminoren der Matrix A € SR(*+1)x(n+1)
positiv. Schreibt man

mit B € SR"*" und ay,...,4,,¢ € R, so gilt nach Induktionsvoraussetzung xTBx >0
fur alle x € R"\ {0} (denn insbesondere sind alle Leithauptminoren von B positiv).
Wiéhle nun

a

0 # v € ker B :
an

cRMx(14+1)

Wegen ker B = {0} kann nicht v € span(ey,...,e,) gelten, wobei e = (ey,...,e,41)
die Standardbasis des R"*! bezeichne. Dann ist v := (e1,...,en,v) eine Basis des R"+1
und es gilt el Av = 0 fiir i € {1,...,n}. Es folgt, dass M(g4,v) von der Form

mit d € R ist. Wegen A = M(qa,e)

9.1.15
9.1.23

(det M(e,2))2M(q4,2) "=" (det M(e, v))? (det B) d
N s e, e

>0 >0

0< detA

und daher 4 > 0. Nun gilt fiir alle x € R" und y € R

T

X X T 2 X
M(ga,v =x Bx+dy >0 falls ( ) 0.

<y> (72.2) <y> Y v) 7



Somit ist M(g4,v) und damit g4 pd, das heifit A ist pd. O

Bemerkung 14.2.14. Wie man eine Cholesky-Zerlegung einer positiv semidefiniten Ma-
trix berechnet, ist aus dem Beweis von 13.5.9 wegen Bemerkung 13.5.10(c) klar. Ist die
Matrix sogar positiv definit, so kann auch der dortige Fall 1 nicht auftreten. Da im dor-
tigen Fall 2 die Wahl der Linearform ¢; zwingend ist, sieht man mit Hilfe von 13.5.2
leicht, dass die Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten Matrix eindeutig ist.

Die in 13.5.12 bewiesene Diagonalisierung quadratischer Formen tiber beliebigen
Korpern mit 0 # 2 kann tiber dem Korper der reellen Zahlen zu folgender in §11.3 in
einer anderen Sprache formulierten Aussage verscharft werden (,,simultane Diagona-
lisierung®):

Satz 14.2.15. ]| Seien V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum und q1,q2 € Q(V). Ist g1
pd oder nd, so gibt es eine geordnete Basis v von V derart, dass M(q1,v) und M(qz,v) beide
Diagonalgestalt haben.

Beweis. (B q1 pd. Es ist by, [— 13.4.6] ein Skalarprodukt auf V vermdoge dessen V
zu einem Vektorraum mit Skalarprodukt wird [— 11.1.1]. Wahle eine ONB w von
V [ 11.2.5, 11.2.15]. Wihle f € End(V) mit M(f,w) = M(qp,w) (ndmlich f =
Vecy O fuf(gyw) © CO0rdy). Da M(f,w) symmetrisch (also selbstadjungiert [— 11.3.3])
und w eine ONB ist, ist f nach 11.3.4 selbstadjungiert. Nach Satz 11.3.9 gibt es eine
ONB v von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. Dann ist M(q1,v) = M(bg,,v) die
Einheitsmatrix (da v ONB) und

M(q2,0) = M(o,w) M(g2, w)M(o, w)
= M(ow) M(f,w)M(v,w)
w2 M(yw) TM(f,w)M(o w)
o M@ oM(fw)Mp w) = M(f2)
von Diagonalgestalt, da v aus Eigenvektoren von f besteht. O

Jedoch ist obige simultane Diagonalisierung viel schwieriger zu berechnen (siehe
Beweis von Satz 11.3.9) als einfach nur eine Diagonalisierung (siehe §13.5).

4Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].
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15 Skalarprodukte

Dieses Kapitel ist eine Fortsetzung von §11. Wie dort, so sei auch hier stets K € {R,C}.

15.1 Die adjungierte Abbildung

Proposition und Definition 15.1.1. Seien V und W K-Vektorriume mit Skalarprodukt und
f: V. — W linear. Dann gibt es zu jedem w € W hichstens ein ' € V mit Vv € V :
(f(v),w) = (v,7). Setzt man W' :={w e W | ' € V: Vo € V: (f(v),w) = (v,0')},
so gibt es also genau eine Abbildung f*: W' — V mit Vo € V: (f(v),w) = (v, f*(w)).
Man nennt f* die zu f adjungierte Abbildung. Es ist W’ ein Untervektorraum von W und
f* linear.

Beweis. Zu zeigen:

(a) Eindeutigkeit von v'.

(b) Ywy,wy € Wi (w1 +wp € W & f* (w1 +wz) = f*(wy) + f*(w2))
() Vwe W VA e K: (Aw e W & f*(Aw) = Af*(w))

Zu (a). Seiw € W. Sind v},v, € V mit Vo € V : (v,7]) = (f(v), ) (v v}), so folgt
Vo € Vi (v,v] — v}) = 0, insbesondere (v| — v}, 7] — v5) = 0, also v} = v}.
), w

Zu (b). Seien wy, wp, € W'. Dann gilt fiir alle v € V (f(v), w1 + w2) = (f(v), w1) +

(f(v),w2) = (v, f*(w1)) + (v, f*(w2)) = (o, f*(w1) + f*(w2)).
Zu (). Sei w € W und A € K. Dann gilt fir allev € V

{f(0), Aw) = A{f (v),w) = Ao, f*(w)) = (v, Af*(w)).
O

Beispiel 15.1.2. Sei V := C®([0,1],R) der Vektorraum der unendlich oft differenzierba-
ren reellen Funktionen auf [0, 1] mit dem durch

=/01fg (f,g€V)

definierten Skalarprodukt. Die Ableitung D: V — V, f — f’ ist eine lineare Abbil-
dung. Ist ¢ im Definitionsbereich von D*, so gilt

vrev: [ fa=[ fo(s)

Andererseits gilt gemafs partieller Integration auch

vfev: [ fe=lsh- [ ¢

11



und daher Vf € V : fol f(¢'+D*(g)) = [fgli- Durch Einsetzen von ,Nadelfunktionen”
(siehe etwa Wikipedia-Eintrag zu “bump function” [male Bild]) fiir f sieht man nun
D*(g) = —g'. Daher ist der Definitionsbereich von D* gleich

1 1
{seviviev: [ re= [ f-s)} = tgevivrev:igi=0)
={geV|g(0)=g(1) =0}.
Es giltalso D*: {g € V | g(0) =¢(1) =0} =V, g— —¢.

Erinnerung 15.1.3. [ 11.3.1] Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und f: V — V
linear. Dann heifit f selbstadjungiert, wenn Yo, w € V: (f(v), w) = (v, f(w)).

Proposition 15.1.4. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und f: V — V linear. Dann ist
f selbstadjungiert genau dann, wenn f = f* (was natiirlich beinhaltet, dass f* auf V definiert
ist).

Beispiel 15.1.5. Sei V := {f € C*([0,1],C) | f(0) = f(1)} mit dem durch

vo)=[ £z (gev)

gegebenen Skalarprodukt, wobei fiir f, g € V jeweils f* die zu f punktweise komplex-
konjugierte Funktion und fg das punktweise Produkt von f und g sei. Betrachte

T:V =V, f—if Bsgiltfiralle f,g € V

10/ . _ol*,parielle ° * 1*/
(1) = [ (7 gr =i [[(ryg 20 <3| (gl - [ r
da?,g’ev
1

= [ fT(g) = {f,T(g)

0

Daher ist T = T*.

Satz 15.1.6. Seien V und W K-Vektorriiume mit Skalarprodukt. Sei f: V — W linear und
dim V' < co. Dann ist f* auf ganz W definiert.

Beweis. Wiahle mit 11.2.5 eine ONB v = (vy,...,9,) von V. Dann gilt fiir jede lineare
Abbildung g: W — V:

¢g=f" <= YweV:YweW: (f(v),w) = (v,gw

~—

)

= Vie{l,...,n} :Ywe W: (f(v;),w) = (v;,g(w))
= YweW: i(f(vi),wﬁ;i = i(vi,g(w»vi 1zl g(w).
i=1 i=1
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Bemerkung 15.1.7. Die Notation f* hatten wir in 13.1.8 anders verwendet, namlich fiir
die zu einer linearen Abbildung gehorige duale Abbildung f*: W* — V*. Man ver-
wendet fast nie die adjungierte und die duale Abbildung gleichzeitig und aus dem
Kontext ist fast immer klar, welche gemeint ist. Wenn V und W endlichdimensionale
R-Vektorrdaume mit Skalarprodukt sind und f: V. — W linear ist, dann sind ausser-
dem die zu f dualen Abbildungen fT := f*: W* — V* und die zu f adjungierte
Abbildung fad = f*: W =V ,im Prinzip dieselben”, denn das Diagramm

ad
|4 / W
o C\ B

mit den kanonischen Isomorphien [— 13.1.7]
w: V= V*, 01— (vp = (v1,02)) und
B:W — W*, wy = (wa = (wy,w2))
kommutiert. In der Tat: Es gilt fiirallew € Wund v € V
(a(f*4(w))) (v) = (v, f49(w)) = (f(v),w) = (w, f(v))
= (B(w))(f(v)) = ((B(w)) o f)(v) = (fT(B(w)))(v),
das heifit w o f2d = T o .

Lemma 15.1.8. Sei A € K"*", x € K" und y € K™. Dann (Ax,y) = (x, A*y).
Beweis. (Ax,y) = (Ax)*y = x*A*y = (x, A*y) O

Proposition 15.1.9. Seien V und W endlichdimensionale KK-Vektorrdume mit Skalarprodukt
und f: V — W linear. Sei v eine ONB von V und w eine ONB von W. Dann gilt

M(f*,w,v) = M(f, v, w)".
Beweis. Es ist
(%) f*=vecy ofM(f@@* o coordy,
zu zeigen. Es gilt
(%) <= Yo eV :VYwe W: (f(v),w) = (v,vec,(M(f,v,w)" coordy,(w)))
M(f,v,w) coordy(v)
11224 —
& Vo e ViVw e W: (coordy(f(v)),coordy(w)) =
(coordy(v), M(f,v, w)* coordy (w)).
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Proposition 15.1.10. Seien U, V und W endlichdimensionale K-Vektorraume mit Skalarpro-
dukt, A € Kund f, fi, fo: U — V sowie g: V. — W linear. Dann gilt (f1 + f2)* = f{ + f5,
()\f)* = )\*f*, (gof)* — f* og*, idy‘ﬁ/ — idv und f** _ f

Beweis. Zu zeigen:

@ VueUl:voeV:((fi+f2)u)v) = (u(ff +f7)(©)
(b) Vu e U:Vo eV :{(Af)(u),v) = (u, (A*f*)(v))

(© Vuel:VweW:((gof)(u),w) = (u,(f og")(w))
(d) Yoy,02 € V: (idy(v1),v2) = (v1,idy(v2))

(e) Voe V:Vuel: (f*(v),u) = (v, f(u))

Zu (a). Seien u € U und v € V. Dann ((f1 + f2)(u), )
(u, f1 (0)) + (u, f3 (0)) = (u, fi (v) + f7 (0)) = (u, (f{ + f7)(©)).

(u, f7(g"(w))) = (u, (f* 0 8")(w)).
(d) ist trivial.

Zu (e). Seien u € U und v € V. Dann (f*(v),u) = (u, f*(v))* = (f(u),v)* =
{0, f(u)).

Alternativ kann man den Beweis mit Hilfe von Proposition [15.1.9| durch Riickfiih-
rung auf die entsprechenden Tatsachen fiir Matrizen fiihren. O

Proposition 15.1.11. Seien V und W K-Vektorriume mit Skalarprodukt und f: V. — W
linear. Dann gilt ker(f*) = (im f)*.

Beweis. Fiir w € W gilt gemdf Definition der adjungierten Abbildung
w e ker(f*) <= YoeV:(f(v),w) = (v,0).
O

Satz 15.1.12. Seien V und W K-Vektorrdume mit Skalarprodukt und f:V — W linear.
Dann sind idquivalent:

(a) f ist ein Isomorphismus von Vektorriumen mit Skalarprodukt.
(b) f* ist auf ganz W definiert und es gilt sowohl f* o f =idy als auch f o f* = idw.
(c) f* ist eine Bijektion W — V mit (f*)~1 = f.

14



Beweis. (c) ist nur eine Umformulierung von (b).

(@) = (b) Gelte (a). Sei v’ € V. Setze w := f(v"). Wegen (f(v), w) @ (v,v') fur

alle v € Vist f* in w definiert und es gilt f*(w) = ¢/, das heiit f*(f(v')) = v'. Da
v' € V beliebig war, ist f* auf im f @ W definiert und es gilt f* o f = idy. Weiter gilt
fr=fo(fof )= (ffof)oft=f"1unddaherauch fof*= fof!=idy.

(b) = (a) Gelte (b). Dann hat f eine Umkehrabbildung und ist bijektiv. Da f
auch linear ist, ist f ein Isomorphismus von Vektorrdumen. Es bleibt zu zeigen, dass
fiir alle v,v' € V gilt (f(v), f(v')) = (v,7). Seien also v,v’ € V. Dann (f(v), f(v')) =
{0, f*(f(@)) = (v, (f* 0 /)()) = (0, ") N

15



15.2 Normale Abbildungen

Definition 15.2.1. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und f: V. — V linear.
Dann heifst f normal, wenn f* auf ganz V definiert ist [ [15.1.1] und f o f* = f* o f.

Beispiel 15.2.2. Sei V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und f: V — V linear.
(a) Ist f selbstadjungiert (das heifit f = f*), so ist f normal, denn fo f* = f2 = f*o f.

(b) Ist f ein Automorphismus von Vektorrdaumen mit Skalarprodukt [— 11.2.19], so
ist f ebenfalls normal, denn f o f* =idy = f* o f.

Lemma 15.2.3. Sei V ein endlichdimensionaler IK-Vektorraum mit Skalarprodukt, A € K und
f:V — V normal. Dann gilt ker(f — Aidy) = ker(f* — A*idy).

Beweis. Wegen

(f — Ady) o (f — Aidy)* BL (£ — Aidy) o (F* — A*idy)
Fof* —Aff—A*f+ AN idy
= frof—Aff—Af+A*Aidy
= (fF=Aridy) o (f — Addy)

ist auch f — Aidy normal. Daher reicht es, ker(f) = ker(f*) zu zeigen. Dies folgt
aus [If(0)|1> = (f(0), f(0)) = (v, f*(f(0))) = (v,(f* o f)(0)) = (v,(fof)(v)) =
(0, f(f*(0))) = (f*(v), f*(v)) = [If*(0)||? fiir alle v € V.. 0

Satz 15.2.4. —> 11.3.9] Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt
und f: V — V linear. Dann sind folgende Aussagen iiquivalent:

(a) f ist normal.
(b) V hat eine ONB, die aus Eigenvektoren von f besteht.
(c) Es gibt eine ONB v von V derart, dass M(f,v) Diagonalgestalt hat.

Beweis. (b) = (c) ist klar.

(c) = (a) Sei v eine ONB von V mit M(f,v) in Diagonalgestalt. Nach [15.1.6
und 7.1.8 reicht es M(f o f*,v) = M(f* o f,v) zu zeigen. Es gilt aber

» Diagonalgestalt

M(f,2)M(f,v) M(f,v)*M(f,v)

M(fof',0) = M(f,2)M(f",) =
g MU 2M(f,0) = M(f* o f,0).

O_ B
ONB
1510

(a) = (b) Induktion nach n := dim V € INj:
n =0 nichts zu zeigen

5Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].
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n—1—n (neN) Seif:V — V normal. Wegen degxs = n > 1 gibt es nach
dem Fundamentalsatz der Algebra einen Eigenwert A von f. Wihle dazu einen Fi-
genvektor u € V, das heilt u € V' \ {0} mit f(u) = Au. Setze U := span(u). Es gilt
f(Ut) C Ut und f*(U*) C UL, dennist v € Ut und u € U, so gilt

(F(o),u) = (o, (1)) 222 (0, A*u) = A*(0,u) =A*-0=0  und
(f*(v),u) = (v, f(u)) = (v,Au) = A{o,u) =A-0=0.

Betrachte nun f|;.: Ut — Ut und f*|;.: Ut — U'. Anhand von [15.1.1] sieht man
leicht, dass f[;;. = f*[y gilt. Daher hat man

fliz o flur = fluro flur = (F o Hlur = (Fo f)lur = flur o flur = flur o flies

11.2.17

weswegen f| ;. ebenfalls normal ist. Wegen dim(U") n — 1 gibt es nach IV eine
u

ONB (vy,...,v,) von U+, die aus Eigenvektoren von f besteht. Setzt man v; := Tll”

so erhélt man eine ONB (vy,...,v,) von V, die aus Eigenvektoren von f besteht. [

Korollar 15.2.5. IﬂSei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt und
f:V — V normal. Dann ist f diagonalisierbar [— 10.3.2(a)].

Korollar 15.2.6. E]Sei V ein endlichdimensionaler C-Vektorraum mit Skalarprodukt und
f:V — V linear. Dann sind die folgenden Aussagen idquivalent:

(a) f ist ein orthogonal (auch unitir genannt [— 11.2.19]), das heift
Vo,w e V:(f(v), f(w)) = (v,w).

(b) f ist ein Isomorphismus von Vektorriumen mit Skalarprodukt.
(c) V besitzt eine ONB, die aus Eigenvektoren von f zu Eigenwerten vom Betrag 1 besteht.

(d) Es gibt eine ONB v von V derart, dass M(f,v) Diagonalgestalt mit Diagonaleintrigen
vom Betrag 1 hat.

Beweis. (a) = (b) ist klar, denn wenn f injektiv ist, so auch surjektiv wegen dim V' <
co [ 7.2.12].

(b) = (c) folgt sofort aus Satz 15.2.4} denn wenn (b) gilt, so ist f ist normal und alle
Eigenwerte von f haben Absolutbetrag 1: Sei A € C und v € V \ {0} mit f(v) = Av.
Dann [A[||v]| = [[Av]| = [|f(0)[| = [[v]| und daher |A] = 1.

(c) = (d) ist klar.

Tm Beweis dieses Korollars benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].
7Im Beweis dieses Korollars benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [— 4.2.13(g)].

17



A
(d) = (a) Sei v eine ONB von V mit M(f,v) = (O O) und |[A;| = 1 fir
b= N

i€{l,...,n}. Dann

v ONB

M(fo f*,v) = M(f,0)M(f*,v) _=_ M(f,0)M(f,v)"

15.1.9

w0y (MR
- ( 0 M::) 10 e

und daher fo f* = idy. Analog folgt f* o f = idy [alternativ: aus f o f* = idy
folgt f* injektiv und damit f* bijektiv, wodurch f*o f = f*o fo f*o(f*)"! = f*o
idy O(f*)il = ldv] (]

Um dem Leser zu helfen, die Resultate einzuordnen, formulieren wir Satz 11.3.9
noch einmal leicht anders. Er wurde damals durch eine kleine Variante des Beweises
von [15.2.4] gezeigt, aber zumindest fiir K = C erhdlt man ihn auch leicht als Korollar

aus dem obigen Satz(15.2.4

Satz 15.2.7. EI—> 11.3.9] Sei V ein endlichdimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt
und f: V — V linear. Dann sind folgende Aussagen iquivalent:

(@) f ist selbstadjungiert (im Fall K = C auch hermitesch genannt [— 11.3.3]).
(b) V hat eine ONB, die aus Eigenvektoren von f zu reellen Eigenwerten besteht.
(c) Es gibt eine ONB v von V derart, dass M(f,v) eine reelle Diagonalmatrix ist.
Notation 15.2.8. Fiir den Rest dieses Abschnitts notieren wir

X7 X1

=
I
I
—
=
*
N—
>\]
—_—
[«Y]
=
=
I
m
()
3

*
X, Xn

Lemma 15.2.9. Seien x,y € R" und w € C" mit \/2w = x + 1y. Ist dann (w, @) ein ONS
in C", so ist (x,y) eine ONB von span(w,w) in C".

8Tm Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [— 4.2.13(g)].
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Beweis. Sei (w,w) ein ONS in C", das heifit (w, w) = (w,w) = 1 und (w, @) = 0. Dann

1= () = (et iy i) = 5 () + ) = i) = ) )
= 2 +{yy) + 1o x) ~Tow)) = 5((ox) + (ry)  und
——
€R

0 = () = 5 -+ i = i = 5 (o) = Fw) + i)+ )

_ %((x,x> —{y,y) —21(x,y)),

woraus folgt 0 = 1({x,x) — (y,y)) und (x,y) = 0. Insgesamt folgt (x,x) = (y,y) =
1 und (x,y) = 0, weshalb (x,y) ein ONS in C" ist mit w,w € spanc(x,y). Wegen
spanc(w,w) C spanc(x,y) und dim(spanc(w,w)) = 2 folgt

spang(w, w) = spang (X, y).
O

Satz 15.2.10. EI—> 11.3.9] Sei V ein endlichdimensionaler IRR-Vektorraum mit Skalarprodukt
und f: V — V linear. Dann sind folgende Aussagen idquivalent:

(a) f ist normal [—[15.2.1].
(b) Es gibt eine ONB v von V derart, dass M(f,v) von der Gestalt

M

ap b
by m

ay bg
—by ay
ist.

WN"(a b a —b a b
s w10 s <man (%, (5 9 - (5 2) (4 ) -
a

2 *
<a B—b e 3192) — ( “b Z) <a ) ) a) ( ) Z) und der Beweis geht

daher wie der Beweis von (c) = (a) in Satz[15.2.4

9Im Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].
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(a) = (b) Nach 11.2.23 ist V als Vektorraum mit Skalarprodukt isomorph zu IR"
(n := dim V) mit dem Standardskalarprodukt. Daher (E V = R" und f = f4 mit
A= M(f,e) € R"™*". Betrachte g: C" — C", x — Ax. Offensichtlich gilt A = M(g,e)
und wegen A*A = AA* ist g normal. Daher gibt es eine ONB w = (wy, ..., w,) von C",
die aus Eigenvektoren von g besteht. Bezeichne A; € C den zu w; gehorigen Eigenwert
von g (i € {1,...,n}). Dann gilt x, = det(A — XI,,) = (=1)" T} (X — A;) und wegen
X¢ € R[X] (da A € R"™")auch x, = (—=1)"TTL{ (X — A}). Es folgt [+ 10.1.13] dass die
Tupel (Ay,...,Ay) und (A],...,A};) bis auf Permutation der Eintrage dieselben sind.
Nach allfdlligem Umnummerieren der A; und w; konnen wir daher davon ausgehen,
dass

® Aq,..., A reell sind,
® Akt1, Akt3, Akts, - - . positiven Imagindrteil haben und
* M1 = M2 Ais = M As = kv -

Wir ersetzen nun (E in der ONB w mehrmals jeweils endlich viele w; ..., w; (1 <
iy <...<i, <n)durch eine ONB (uy,...,u,) von span(wj, ..., w; ) mit f(u;) = )\iju]-
furje{1,...,r}.

Wir behaupten, dass wir so

. __ __ __
wy, ..., W € R" und Wi 1 = Wi y2, Wgi3 = Whia, Wi5 = Wiig,---

erreichen konnen [— [15.2.8].
Schritt 1: (E wy, ..., w; € R"

Begriindung: Fiir jeden reellen Eigenwert A von g seienr € Nund1 <i; < ... <i, <
n derart, dass {i1,...,ir} = {i | Ay = A} C {1,...,k}. Dann gilt span(w;,, ..., w;,) =
ker(g — Aidgn), denn ,, C ist trivial und r > dimker(g — Aider) nach 10.1.15 (,,geo-
metrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit”). Nun gilt

ker(¢g — Aider) = keren (A — ALy) O kergn (A — AlL).

Da A — Al als reelle Matrix denselben Rang hat wie als komplexe Matrix (der Rang
kann durch Uberfiihrung in Stufenform iiber R ermittelt werden [— 9.1.14], dieselben
Zeilenoperationen sind erst recht tiber C durchfiihrbar), gilt

r = dimkercn (A — AL,) = dimkerge (A — AL).

Wihle nun eine ONB (uy, ..., u,) des R-Vektorraums kerg: (A — AI,) (mit Standards-
kalarprodukt). Dann ist (u, ..., u,) auch eine ONB des C-Vektorraums

kercn (A — AL,) = span(w;,, ..., wj,).

Schritt 2: (B Wy 1 = Wyip, Wii3 = Wgig ..., Wy_1 = Wy
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Begriindung: Fiir jede Eigenwert A von ¢ mit negativem Imaginérteil seien r € IN und
1<i; <...<i, <nderart, dass {iy,...,i;,} ={i | A; = A} C{k+2,k+4,...,n}.
Dann gilt wieder

span(wj,, ..., w;,) = ker(g — Aidcn).

Nun gilt
ker(g — Aiden) = ker(A —AL) ={x € C" | Ax = Ax} = {x | x € C", Ax = A%}
AR {x|xeC" Ax =A"x} ={¥ | x € ker(g — A"idcn)}.
Wegen {i | A=A} ={i1—1,...,i, =1} C{k+1,k+3,...,n—1} ist

span(wj,_1,...,w;,—1) = ker(g — A" id¢cn)

und mit (uy,...,u,) := (W;;_1,...,W;,_1) daher span(uy,...,u,) = span(g — Aidcn) =
span(w;,, ..., w; ). Esist (uy,...,u,) auch ein ONS und damit eine ONB von

span(w;,, ..., wj,).
Schritt 3: Fiir vy, ...,v,; € R" definiert durch

w1 =01,..., Wk = Uk,
[e] [¢] (o]
\/Ewkﬂ = Vg1 + 1012, \wakJrg, = Uky3 + 10ksgy-- -, V2Wy_1 = Vp_1 + 10,.

istv:= (v1,...,0,) eine ONB des R" mit M(f,v) von der gewiinschten Gestalt.

Begriindung: Mit Lemma [15.2.9|sieht man leicht, dass v eine ONB des C" und damit
auch des R" ist. Dass M(f,v) die gewiinschte Gestalt hat, folgt nun leicht wie folgt:

Seijc {k+1,k+3,...,n—1} und schreibe A; = a + b mit a,b € R. Dann gilt

Fo) + 1f (vj1) = g(v)) +18(vj41) = 8 (v + 1vj41) = g(V2w;) = V28(w;) = V2Aju;
= A]\@w] = )L](U] + iU]'_H) = (ll + ?b)(l)] + (l)l)]‘_H)
= avj — bojy1 + (zj(avjﬂ + bv;).

und daher f(v;) = av; — bvj,1 und f(vjy1) = bv; + avjq. O

Satz 15.2.11. H—> 11.3.9] Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum mit Skalarprodukt
und f: V — V linear. Dann sind folgende Aussagen idquivalent:

(a) f ist orthogonal [— 11.2.19].

10Tm Beweis dieses Satzes benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [— 4.2.13(g)].

21



(b) Es gibt eine ONB v von V derart, dass M(f,v) von der Gestalt

M

cos@; —sing;

sing; cos @

Drehmatrizen
[— 7.1.4(a), 11.2.28]

cos @y —singy

sing, cos @y

mit Ay, ..., Ay € {—=1,1} und ¢1,..., ¢; € Rist.

Beweis. (b) = (a) ist einfach.
(a) = (b) Es reicht zu zeigen, dass es fiir 4,b € R mit

a b\ [(a b\ _ I
—b a b a) 2
a b\ [(cosp —sing
—b a) \sing cos¢ )’

¢ )

das heifit a? + (—b)? = a® + b> = 1. Dann gibt es ¢ € R mit
cos ¢
sin ¢

a b\ [cosp —sing
—b a) \sing «cos¢g )’

ein ¢ € R gibt mit

Seien also 4,b € R mit

und somit
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Definition 15.2.12. [— 11.2.25, 11.3.3] Eine Matrix A € K"*" heifst normal, wenn f4
normal ist.

Proposition 15.2.13. [— 11.2.27,11.3.7] Sei A € K"*". Dann gilt
A normal < A"A = AA*.
Beweis.

A normal <= f4 normal
> faofa=faofa
> M(faofae) = M(faofae)
> M(fa,e)M(fae) = M(fa,e)M(fae)

BLY M(fa,e)*M(fare) = M(fa,e)M(fa,e)"
— A*A = AA*

O]

Proposition 15.2.14. [— 11.2.26, 11.3.4] Seien V ein Vektorraum mit Skalarprodukt und
v = (vy,...,0,) eine ONB. Sei f: V — V linear. Dann gilt

f ist normal <= M(f,v) ist normal.

Beweis.

fnormal <= ffof =fof"

< M(f"of,v)=M(fof"0)
< M(f",0)M(f,v) = M(f,0)M(f",0)
B M(f,0)"M(f,v) = M(f,0)M(f,v)* 222 M(f,v) normal

O]

Ahnlich wie man zum Beispiel 11.3.9 in 11.3.10 iibersetzen konnte, kann man auch
die Sitze in diesem Abschnitt matrizentheoretisch fomulieren. Wir tiberlassen dies
dem Leser.
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16 Teilbarkeit in kommutativen Ringen

In diesem Kapitel sei stets A ein kommutativer Ring [— 3.1.1].

16.1 Teilerbeziehung und Ideale
Definition 16.1.1. Wir fiihren auf A die Relationen ,|” und ,,=" ein durch

alb:<= Jc€A:ac=0b (a,b e A)
,a teilt b (in A)”
,a ist Teiler von b (in A)”

,,b ist Vielfaches von a (in A)”

a=b:<(a|b&b]|a) (a,be A)

,,a ist assoziiert zu b (in A)”

“

,a und b sind assoziiert (zueinander) (in A)

Erinnerung 16.1.2. [— 3.3.4] Eine Untergruppe I der additiven Gruppe von A heifst
Ideal von A, wennVa € A:VbeI:abe I[— 334]. Fira e Aist (a) :={ca|ce A}
das kleinste Ideal I von A mit a € I, genannt das von a erzeugte (Haupt-)Ideal. Man
nennt ein Ideal I von A ein Hauptideal, wenn es a € A gibt mit I = (a) [— 3.3.11].

Bemerkung 16.1.3. Seien a,b € A. Dann gilt

alb < be(a) < (b) C (a) und
a=b < (a)= (D).

Insbesondere ist = eine Aquivalenzrelation [— 1.3.1(b)] auf A und auf der Quotien-
tenmenge [— 1.3.5(a)] A/= konnen wir eine Halbordnung [— 12.1.1] < definieren

durch X
Aa=<b<=alb (a,b e A),

wobei fiir jedes 1 € A mit a := i die Aquivalenzklasse [— 1.3.1(b), 2.3.1] von a
bezeichnet wird. In der Tat: Sind a,4’,b,b' € Amitd=a und b = b/, so gilt (a) = (a')
und (b) = (V') und daher

a|lb = (b)C(a) = (V)C(d) < d|V.

Definition 16.1.4. Sei B C A und a € A. Es heifst a ein gen?emsamer‘Tezler (87)
gemeinsames Vielfaches (§V)

untere
obere
grofiter gT (ggT)

kleinstes gV (kgV)

} Schranke [ 12.1.6] von {b | b € B} in (A/=, <) ist.

der Elemente von B (in A), wenn 4 eine { } Schranke [— 12.1.6] von {E | b € B}

in (A/=, =) ist. Es heif$t a ein { } der Elemente von B (in A), wenn

5 die grofite untere
kleinste obere
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Definition 16.1.5. Seien (A;, <1) und (A, <) halbgeordnete Mengen. Eine Abbil-
dung f: A1 — Aj heifldt Isomorphismus halbgeordneter Mengen, wenn f bijektiv ist und

Va,b € Ay : (El <1b <— f(ﬂ) Y] f(b))
Bemerkung 16.1.6. Sei BC Aund a € A.

(a) Esist klar, wie man die Definition von gT, gV, ggT, kgV ohne die Verwendung von
= lesen kann:
a gT der Elemente von B <= Yb € B:a|b

a gT der Elemente von B & )

T der El t B «~—
“gB° cer Blemertie vor (Vb € A: (b gT der Elemente von B => b | a)

(b) Wegen der Eindeutigkeit von Infima und Suprema in halbgeordneten Mengen [—
12.1.6] sind ggT und kgV in kommutativen Ringen genau bis auf Assoziiertheit
eindeutig, sofern sie existieren.

(c) Betrachte die durch die Obermengenbeziehung (umgekehrte Inklusion) halbge-
ordnete Menge aller Hauptideale H := {(a) | a € A} von A. Nach Definition von
= ist die Abbildung A/ =— H, @ + (a) wohldefiniert und injektiv. Offenbar ist
sie auch surjektiv. Nach Definition von < ist sie ein Isomorphismus halbgeordne-
ter Mengen. In der Definition von gT/gV/ggT/kgV [— konnte man daher
genausogut (a) statt @, (b) statt b und (H, D) statt (A/ =, <) schreiben.

Erinnerung 16.1.7. (a) Die Schnittmenge einer Menge von Idealen in A ist wieder ein
Ideal von A. Den leeren Schnitt definieren wir dabei als A. [— 3.3.8]

(b) Fiir jede Teilmenge E von A gibt es eine kleinstes Ideal, welches E enthilt [—
3.3.9]. Man nennt es das von E erzeugte Ideal und notiert es mit (E) = (E)4. Es
besteht gerade aus allen Summen von Vielfachen von Elementen von E [— 3.3.10].

Proposition 16.1.8. Sei B C Aunda € A.
(a) a gT der Elemente von B <= B C (a) <= (B) C (a)
(b) a gV der Elemente von B <= a € N{(b) | b € B} < (a) CN{(b) | b € B}

(c) a QT der Elemente von B <= (a) = (B)
und wenn (B) ein Hauptideal ist, gilt auch ,—="

(d) a kgV der Elemente von B <= (a) = N{(b) | b € B}

Beweis. (a) und (b) sind klar.
Zu (c). ,<=" Gelte (a) = (B). Nach (a) ist a ein gT der Elemente von B. Sei b ein

(a)
gT der Elemente von B. Zu zeigen: b | a. Dann a € (a) = (B) C (b) und daher b | a.
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,—" Sei a ein ggT der Elemente von B und b € A mit (b) = (B). Nach (a) gilt
(B) C (a). Noch zu zeigen: (a) C (B). Da b ein gT und a ein ggT der Elemente von B
ist, gilt b | a, also (a) C (b) = (B).

Zu (d). Wegen (b) genitigt es zu zeigen:
(Ve € A: (c gV der Elemente von B = a | ¢)) <= (a) 2 [ {(b) | b € B}.

Dies ist klar. O

Bemerkung 16.1.9. In 3.3.13 haben wir gezeigt, dass in Z jedes Ideal ein Hauptideal ist.
In 10.2.2 haben wir dasselbe fiir den Polynomring K[X] iiber einem Korper K gezeigt.
Nach[16.1.8(c) lauft also in diesen Ringen das bestimmen eines ggT auf die Berechnung
eines Erzeugers eines Ideals hinaus. Im Polynomring Z[X| zum Beispiel ist dies jedoch

nicht so, wie Beispiel [16.1.11{ unten zeigt.

Sprechweise 16.1.10. Seien by, ..., b, € A. Wenn wir von einem gT/gV/ggT/kgV von
by, ..., by schreiben, so meinen wir einen gT/gV/ggT/kgV von {by,...,b,}. Weiter
nennen wir (by,...,b,) := ({by,...,bn}) = {X\abi | m1,...,a, € A} [— 3.3.11] das
von by, ..., b, erzeugte Ideal.

Beispiel 16.1.11. Die Teiler von 2 in Z[X] sind —2,—1,1,2, Die Teiler von X in Z[X]
sind —X, —1,1, X. Die gT von 2 und X sind daher —1 und 1. Die ggT von 2 und X
sind daher ebenfalls —1 und 1. Allerdings gilt (2,X) = {2p+ Xq | p,.q € Z[X]} =
{20+ Xp|lacZ,pecZX]} #(1) =Z[X].

Beispiel 16.1.12. Sei A ein kommutativer Ring.
(@ VacA:(1]|a&al0)

b)yVac A:(a|l < ae€ A*), wobei A ={aec A|3Jbe A:ab=1} die
Einheitengruppe von A ist [— 4.1.1].

(g VacA:(0|a < a=0)
(d) 1= A%,0={0}

(e) Wegen (@) = (0) ist 0 ein ggT der Elemente von @. Wegen 0 = {0} ist es der
einzige.

(f) Wegen (A) = A = (1) ist 1 ein ggT der Elemente von A. Wegen T = A* sind diese
ggT genau die Einheiten.

16.2 Integritiats- und Hauptidealringe

Definition 16.2.1. Ein kommutativer Ring A heifdt Integrititsring (auch Integrititsring),
wennl #0in Aund Va,b € A: (ab=0 = (a =0 oder b = 0)). Ein Integritétsring
A heifst Hauptidealring (auch Hauptidealbereich), wenn jedes Ideal von A ein Hauptideal
ist.
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Beispiel 16.2.2. (a) Jeder Unterring [— 3.2.1, 3.2.2] eines Korpers [— 4.1.4] ist ein Inte-
gritatsring.

(b) Z ist ein Hauptidealring [— 3.3.13].
(c) Fiir jeden Korper K ist K[X] ein Hauptidealring [— 10.2.2].
Proposition 16.2.3. (a) Sei A ein Integrititsring. Dann gilt die Kiirzungsregel:

Va,b,ce A: ((ac=bc&c#0) = a=D)

(b) Sei A ein Hauptidealring und B C A. Dann gibt es einen ggT und ein kgV der Elemente
von B.

Beweis. Zu (a). Seien a,b,c € A mitac = bc und ¢ # 0. Dann gilt (a — b)c = ac —bc = 0
und daher a — b = 0 oder ¢ = 0. Wegen ¢ # 0 folgt a = b.

(b) folgt sofort aus [16.1.8(c)(d), da die Ideale (B) und N{(b) | b € B} Hauptideale
sind. O

Proposition 16.2.4. Sei A ein Integrititsring und a,b € A. Dann gilt
a=b <= dce A" :a=bc.

Beweis. ,—" Gelte a = b, also (a) = (b). Dann gibtes ¢,d € A mita = bc und b = ad.
Es folgt b = bed. Ist b =0, s0 (a) = (0) und dahera =0=0-1=0b-1(und 1 € A*).
Sei also b # 0. Dann 1 = cd wegen [16.2.3(a) und daher c € A*.

,<="Seic € A* mita = bc. Dann b | a. Wegen ¢ 'a = b aber auch a | b. Daher
a=b. O

Beispiel 16.2.5. (a) Ny — Z/ =, n + 7 ist eine Bijektion, denn Z* = {—1,1}.

(b) Sei K ein Korper. Dann ist {p € K[X] | p normiert oder null} — K[X]/= eine
Bijektion, denn K[X]* = K* [— 10.2.3].

Bemerkung 16.2.6. Aus [16.2.2(b)(c) folgt nun:

einen ggT

(@) Zu jeder Menge B C Z gibt es genau { ein kgV

: .. [gcd(B)
Z., oft notiert mit {lcm (B) [

} a € Ny der Elemente von B in

einen ggT

(b) Sei K ein Korper. Zu jeder Menge B C K[X] gibt es genau { ein keV

by ek

cd(B
der Elemente von B in K[X] mit p = 0 oder p normiert, oft notiert mit ged( )}

lem(B)
greatest common divisor
Beispiel 16.2.7. (a) lem(®) = 1 und ged(®) = 0 sowohl in Z als auch in K[X].

least common multiple
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(b) lem({—5}) =5in Z und lem({—5}) = 1 in R[X].
(c) lem({5,3,2,6} = 30in Z, denn @ﬂ (32(1(2) N(6) = (30).

(15)

(30)

(d) lem({2X%2—-2,X2-2X+1}) = (X —1)3(X +1),denn (2X2-2)N(X? -2X +1) =
(X2 -1)N((X—1)2) = ((X-1)(X+1)N((X-1)2) *E (X+1)(X-1)?).

(e) ged({153,204, —357,0}) = 51 in Z, denn (153,204, —357,0) = (153,204,357) =
(153,204,357 — 153) = (153,204,204) = (153,204) = (153,204 — 153) = (153,51) =
(102,51) = (51).

(f) gcd({2X2 —2,X> —2X +1}) = X —1, denn (2X2—-2,X> -2X+1) = (X? -
1,-2X+2)=(X2-1,X-1)=(X-1) in Q[X].

(g) lem({2™ | m € N}) = 0in Z.

-

16.3 Zur Berechnung groBter gemeinsamer Teiler

Gegeben seien by,...,b, € A. Um die gT von by,...,b, zu bestimmen oder sogar
einen ggT von by, ..., b, zu berechnen, falls er existiert, ist es generell eine gute Strate-
gie ,einfachere” cy,...,c,n € A zu suchen mit (by,...,b,) = (c1,...,cn). Gilt ndmlich
diese Gleichung, so haben by, ..., b, und cy, ...,y jeweils dieselben gT nach [16.1.8(a).
Existiert sogar ein ¢ € A mit (by,...,b,) = (c), was in Hauptidealringen immer der
Fall ist, so ist ¢ nach c) ein ggT von by, ..., b,. Wir werden sehen, wie man in Z
und in K[X] (modulo dem Problem, die Rechenoperationen im Korper K durchzufiih-
ren) ein solches ¢ und damit ged{b,...,b,} immer berechnen kann. Weiter werden
wir sehen, wie man in Z und in K[X], allerdings mit erheblich mehr Aufwand, sogar
ai,...,a, berechnen kann mit a1b; + ... +a,b, = ged{by, ..., b,}.

Satz 16.3.1. Seien by,...,b, € A, i € {1,...,n} und sei d € A derart, dass b; = d in
A/(bl,. . ~rbi711bi+1/- . .,bn). Dann gllt

(b1,...,by) = (b1, ..., bi1,d,bis1, ..., by).

Beweis. Da man in der Behauptung b; und d vertauschen kann, reicht es ,C” zu zeigen.
Dafiir reicht es, b; € (b1,...,bi_1,d,biy1,...,by) zu zeigen. Wegen (b;) = (d) gibtese €
A mith;, =edin A/(bl, eeo,biiq,bigq, ... ,bn). Daher b; — ed € (bl,. . '/bi—llbi+1/' . .,bn)

und somit b; € (bll---/bi—lrd/biJrl/---;bn)- O
Beispiel 16.3.2. (a) In Z gilt

(38321783292,27,45) = (38321783292,27,18) = (38321783292,9,18)
— (38321783292,9)
= (3+8+3+2+147+8+3+2+9+2,9)
=(3,9) =)
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und daher ged{38321783292,27,45} = 3.

(b) In Z gilt (43733,17473,27977) = (43733,17473,10504) = (1717,17473,10504) =
(1717,303,10504) = (1717,303,1414) = (303,303, 1414) = (303,1414) = (303,202) =
(101) und daher ged{43733,17473,27977} = 101.

(c) InZ gilt (I3_|48 |3_9|0 4|5_8| |5_O|2’ 24,54) = (|1_5|0 404 02% 24,6) = (I?L()IOILE)I4I_OI4, 24,6) = (4044,24,6) =

Ilil 15 0402 03 040404 00 0404 0408
000

(408,24,6) = (24,6) = (6) und daher

L

04
gcd{348390 458502, 24,54} = 6.

(d) In Z gilt (330 —1,3% —1) = (3% — 1,3 — 1) = (1 — 1,3!° — 1) und daher

ged{3% —1,3% —1} =3P 1.

(e) In Q[X] gilt

Y, 8_ X
(X7 + X5 — X3 4 X, x5 — 1) YO w6 xax2 41, x5 1)

= (X0 4+ X X2, XX X2 1) = (= X0+ X - X2 +1)
und daher ged{—-X" +X° - X3+ X, X8 -1} = X° - X*+ X2 - 1.
(f) In Q[X] gilt
(X* —2X3 +2X% —2X +1,4X% — 6X* +4X — 2, X> +3X* —9X +5) =
=:p =
(=5X3+11X? —7X +1,p,q9) = (8X* — 12X + 4, —18X* + 40X — 22,9) =

(2X2 —3X+1,13X—13,q) = (2-3+1,X—1,1+3—-9+5) =
(0,X—1,0) = (X—1)

und daher gcd{X* —2X3 +2X? - 2X +1,p,q} = X — 1.

Es sollte nun klar sein, dass man in Z und in K[X] (sofern K ein Kérper ist, in dem
man zu rechnen weif}) durch mehrfache Anwendung von Satz zu gegebenen
Elementen by, ..., b, stets gcd{by,...,b,} berechnen kann. Solange man nidmlich das
Ideal (by,...,b,) noch nicht als Hauptideal geschrieben hat (also mindestens zwei
Erzeuger # 0 hat), kann man die Summe der Absolutbetrédge (fiir Z) bzw. die Summe
der Grade (fiir K[X]) der Erzeuger # 0 in jedem Schritt verringern.
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Will man zu gegebenen by, ...,b, € A nicht nur, falls es existiert, ein b € A finden
mit (by,...,b,) = (b), sondern auch noch ay,...,a, € A mitb = a1b; + ...+ a,b,, so
kann man das wie folgt versuchen: Man bildet die Matrix

b b1 1
:1 I _ (1 0) e Anx(nt1),
b, 11 50 ™

Die i-te Zeile dieser Matrix kann man als die (trivialerweise) giiltige Gleichung
bi:O‘bl—|—...—|—0'bl‘,1—|—1'bi+0‘bi+1+...+0'bn

interpretieren. Nun {ibertrdgt man die vom Gaufs-Verfahren aus §5.2 bekannten ele-
mentaren Zeilenoperationen von Matrizen iiber Kérpern auf Matrizen iiber kommu-
tativen Ringen:

’Zi%zi—l—)tzj' (l#],)\GA)
(Addieren des A-fachen einer Zeile zu einer anderen)

o 7,4+ AZ; (A e AX)
(Multiplizieren einer Zeile mit einer Einheit).

Nach Satz [16.3.1] andert sich das von den Eintrdgen der ersten Spalte aufgespannte
Ideal hierbei nicht. Auch kann man die dabei entstehenden Zeilen jeweils als eine
giltige Gleichung interpretieren.

Sowohl fiir A = Z als auch fir A = K[X] (K Korper) kann man durch endlich

b
viele dieser Zeilenoperationen die Matrix | : I iiberfithren in eine Matrix
by
ged{by,..., by} a1 ... ay
0

) >x< , deren erste Zeile als Gleichung gelesen besagt, dass
0

ged{by,..., by} =a1by + ...+ a,by,.

Beispiel 16.3.3. Durch Anwendung elementarer Zeilenoperationen tiber Z erhélt man
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folgende Sequenz von Matrizen:

43733 1 0 O 43733 1 0 O 1717 1 4 -4
17473 0 1 0| ~ |17473 0 1 O] ~ 17473 0 1 0 ~>
27977 0 0 1 10504 0 -1 1 10504 0 -1 1
1717 1 4 —4 1717 1 4 —4
303 —10 -39 40 ) ~ | 303 —-10 -39 40 ~
10504 O -1 1 1414 300 1169 —-1199
303 * * * 303  x * *
303 —10 -39 40 ~ 303 —10 -39 40 ~r>
1414 300 1169 —1199 202 340 1325 —-1359
303 * * * 0 * * *
101 —-350 —-1364 1399 | ~ [ 101 —-350 —-1364 1399 | .
202 * * * 0 * * *

Also ged{43733,17473,27977} = 101 = (—350) - 43733 + (—1364) - 17473 + 1399 - 27977.

16.4 Faktorielle Ringe
Definition 16.4.1. Sei p € A. Es heifst p irreduzibel (in A), wenn
pEA & VabeA:(p=ab = (a€ A" oderb € A™)),
und prim (in A) (oder Primelement von A), wenn
pE A" & Vabe A:(p|lab = (p|aoderp|b)).

Bemerkung 16.4.2. (a) 0 ist niemals irreduzibel, denn sonst erhielte man aus 0 = 0 -0,
dass 0 € A* im Widerspruch zur angenommenen Irreduzibilitét.

(b) Oist primin A <= A Integritatsring [— [16.2.1]

Proposition 16.4.3. Sei A ein Integrititsring. Dann ist jedes Primelement # 0 von A irre-
duzibel in A.

Beweis. Sei p # 0 prim in A. Zu zeigen:
(@) p & A
(b) Va,be A: (p=ab = (a € A* oder b € AX))

(a) ist Teil der Definition eines Primelements.

Zu (b). Seien a,b € A mit p = ab. Wegen p | ab gilt dann p | a oder p | b, E p | 4,
etwaa = a'p mita’ € A. Es folgt p = ab = a’pb und daher 1 = a’b wegen p # 0. Somit
be A~ O

Die Voraussetzung, dass A Integritétsring ist, ist nicht tiberfliissig:
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Beispiel 16.4.4. 2 = 2-41in Z/(6) und 2,4 ¢ (Z/(6))*. Daher ist 2 nicht irreduzibel
in Z/(6). Es ist aber 2 ein Primelement # 0 in Z/(6), denn 2 ¢ (Z/(6))* und sind
a,b € Z mit2 | ab in Z/(6), so ist a oder b eine gerade ganze Zahl und daher 2 | @
oder 2 | bin Z/(6).

Erinnerung 16.4.5. [~ 4.1.6] Wir nennen n € IN mit n > 2 eine Primzahl, wenn es
nicht s, t € N mit s, t > 2 und n = st gibt. Wir schreiben P := {2,3,5,7,11,...} fiir die
Menge der Primzahlen.

Proposition 16.4.6. Fiir p € Z sind dquivalent:
(@ pel

(b) p ist irreduzibel in Z und p > 0

(c) pistprimin Z und p >0

Beweis. (a) <= (b) ist sehr einfach.

(c) = (b) folgt aus Proposition
(@) = (¢) Geltep € P.Dann p ¢ {—1,1} = Z*. Noch zu zeigen:

Va,be Z:(p|ab = (p|aoderp|b)).
Mit Hilfe von Z/(p) kann man das anders schreiben als:
Va,be Z/(p): (ab=0 = (a=0o0derb=0)).

Wegen p € P ist aber nach 4.1.7 der kommutative Ring Z/ (p) ein Korper, woraus dies
sofort folgt. O

Beispiel 16.4.7. Im Unterring Z[21] = {a+b21 | a,b € Z} von C [~ 3.2.4, 42.6] ist 2
irreduzibel, aber nicht prim. Wegen (21)(21) = —4 = (—2) -2 gilt ndmlich 2 | (21)(21)
in Z[21], aber offensichtlich gilt nicht 2 | 21 in Z[21]. Daher ist 2 nicht prim in Z[21].
Offensichtlich ist 2 keine Einheit in Z[21]. um zu zeigen, dass 2 irreduzibel in Z [21] ist,
reicht es schlieBlich a,b,c,d € Z zu betrachten mit 2 = (a + 2b1)(c + 2d1). Zu zeigen
ist a +2b1 € Z[21]* oder ¢ + 2d1 € Z[21]*. Es gilt

4=2-2"= (a+2b1)(c+2d1)(a—2b1)(c —2d1) = (a® + 4b*)( + 4d?).
Da a? + 4b? # 2 und ¢? + 4d? # 2 folgt a®> + 4b*> = 1 oder ¢ + 4d*> = 1, also
(ae{-1,1} &b=0)oder (ce {-1,1} &d =0).

Notation 16.4.8. Im Folgenden fixieren wir eine Menge IP4 von Primelementen # 0
in A derart, dass jedes Primelement # 0 von A zu genau einem Element von P4
assoziiert ist. Es enthdlt P4 also aus jedem p mit p € A\ {0} prim genau einen
Vertreter.
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Beispiel 16.4.9. (a) In der Regel wird man Pz = P nehmen. Man konnte aber auch
Pz ={2,-3,5,7,—11,13, ...} nehmen.

(b) Ist K ein Korper, so nimmt man in der Regel
Pyix) = {p € K[X] | p # 0, p normiert, p prim in K[X]}.

Notation 16.4.10. Es bezeichne IN(()PA) die Menge der Funktionen a: P4, — INp mit

endlichem Tréger supp(«) := {p € P4 | a(p) # 0}. Fiir jedes « € IN(()IPA) setzen wir

Py= I .
pEsupp(«)

Wir nennen (c,a) € A* x ]N(()IPA) eine Primfaktorzerlequng von a € A, wenn a = clP’,.

Beispiel 16.4.11. Mit Pz = IP ist (—1, a) eine Primfaktorzerlegung von —20 in Z, wenn
man a € lNgP) definiert durch supp(a) = {2,5}, a(2) = 2 und «(5) = 1. Informell
wiirde man auch sagen, —20 = (—1) - 22 - 5 ist eine Primfaktorzerlegung von —20.
Lemma 16.4.12. Sei A ein Integrititsring und p,q € P4 mit p | q. Dann p = q.

Beweis. Schreibe g = pa mita € A. Wegen q | pa gilt q | p oder q | a. Falls q | p, so
p = q und daher p = q. Es reicht also, die Annahme g | 2 zum Widerspruch zu fiihren.
Wire aber b € A mit a = gqb, so folgte g = pa = pgb und daher 1 = pb wegen g # 0.
Dann wiére aber p € A* und damit p nicht prim. ]

Proposition 16.4.13. In Integrititsringen sind Primfaktorzerlequngen eindeutig, das heifst
ist A ein Integrititsring und sind (c,a),(d,p) € A* x IN(()]PA) mit cIPY = dll’i, so folgt
(c,) = (dI,B)'

Beweis. Induktion nach der Anzahl der Primfaktoren in der ersten Primfaktorzerle-
gung, das heifdt wir zeigen

a(p) =n & Py = d]Pg
pesupp ()

V(c,a),(d,B) € A% x N{T : ( )y
= (c,a) = (d, )
durch Induktion nach n € INj.
n=0 Seien (c,a),(d,B) € A x N’ mita = 0 und cP?% = dP’,. Dann P}, =
cd~! € A*. Da kein Primelement Einheit ist, folgt B = 0 und ¢ = d.
n—1—n (nelN) Seien (c,a),(d p) e A* x IN(()]PA) mit ) cqupp(a) €(p) = 1 und
Py = d]Pg. Wihle p € supp(a). Wegen p | IPi gibt es ein g € supp(B) mit p | g, denn

p ist prim. Gemifs Lemma gilt p = q. Definiere &/, ' € IN(()]PA) durch
&' Ip\(py = &le o) Bl (p) i= Blea(p) @' (p) = a(p) —1und B'(p) :== B(p) — 1.
Es folgt clPY = d]P’Z und nach IV daher (c,a’) = (d, ). Somit auch (c,a) = (d,8). O

33



Definition 16.4.14. Ein Integritdtsring A heift faktoriell, wenn jedes a € A\ {0} eine

Primfaktorzerlegung in A besitzt, das heifit es gibt (c,a) € A* x ]N((J]PA) mit a = cIP%.

Bemerkung 16.4.15. Sei A ein Integritatsring.
(a) Definition [16.4.14|ist wegen Proposition [16.2.4| unabhédngig von der Wahl von P 4.

(b) Proposition [16.4.13|besagt, dass
A x NP o5 A\ {0}, (c,a) — cPY,

injektiv ist. Gemafs Definition [16.4.14ist A genau dann faktoriell wenn diese Ab-
bildung auch surjektiv (und damit bijektiv) ist.

Notation 16.4.16. Wir fithren auf IN(()IPA) die Halbordnung < definiert durch

a=Bi=VpePy:a(p) <B(p) (lx,lBGN(()]PA))
ein.

Proposition 16.4.17. Sei A ein faktorieller Ring. Dann gilt fiir alle (c,«),(d,B) € A* X

N(()H)A)

c]P’deIPE1 = a=pB.

Beweis. ,<="1Ista < B,soisty:=p—a € ]N(()]PA) und lei = (%]P'A) (cIP%).
" Gelte cIP% -a = d]Pi fiir ein a € A. Zu zeigen: « =< B. Da A faktoriell und
a # 0ist, gibt es (¢,7) € A% x N*) mit a = elP”,. Es folgt celP%"” = dIPf und wegen

16.4.13|daher « + v = B (und ce = d). O

Satz 16.4.18. Sei A ein Integrititsring. Dann ist A faktoriell genau dann, wenn in A jedes
irreduzible Element prim ist und die folgende , Teilerkettenbedingung” gilt: Ist (an)nenN eine
Folge von Elementen a, € A mit (a1) C (a2) C (a3) C ..., so gibt es ein k € N mit
(ar) = (k1) = (ak42) = -

Beweis. Sei zundchst A faktoriell. Da ein irreduzibles Element per Definition keine
Einheit ist, muss in seiner Primfaktorzerlegung mindestens ein Primfaktor auftauchen.
Da Primelemente keine Einheiten sind, kann aber dort auch hochstens ein Primfaktor
auftauchen. Sei nun (a,),eN eine Folge in A mit (a;) C (a2) € (a3) C ... E a3 #0

und damit V# € IN : a,, # 0. Schreibe a, = ¢,PYy’ mit (¢, a,) € A* X IN(()]PA) fiir alle
n € IN. Mit Proposition folgt a1 = ap > a3z = .... Weil supp(a;) endlich ist,
folgt hieraus, dass es k € N gibt mit 4y = ay,1 = ... Dann (a) = (a541) = ...

Sei nun umgekehrt jedes irreduzible Element prim und gelte die Teilerkettenbedin-
gung. Es reicht dann zu zeigen, dass jedes a € A\ {0} ein Produkt von irreduziblen
Elementen und einer Einheit ist. Sei M die durch Inklusion halbgeordnete Menge von
Hauptidealen (a) derart, dass a € A\ {0} kein solches Produkt ist.
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Annahme: M # @.

Wegen der Teilerkettenbedingung besitzt M mindestens ein maximales Element [—
12.2.2] (a) mit a € A\ {0}, welches kein solches Produkt ist. Insbesondere ist a weder
irreduzibel noch eine Einheit ist, weswegen es b,c € A\ A* gibt mit a = bc. Es folgt
(a) C (b) und (a) C (c) (wére etwa (a) = (b), das heiflt a = b, so gébe es nach
Proposition [16.24] ein ¢’ € A* mit a = bc’ und es folgte ¢ = ¢/ € A* wegen b # 0).
Wegen der Maximalitdt von (a) sind sowohl b als auch ¢ Produkte von irreduziblen
Elementen und einer Einheit. Dann aber auch a. 4 O

Korollar 16.4.19. Jeder Hauptidealring ist faktoriell.
Beweis. Sei A ein Hauptidealring. Zu zeigen:

(@) In A ist jedes irreduzible Element prim.

(b) Teilerkettenbedingung

Zu (a). Sei p € A irreduzibel. Zu zeigen: p prim. Per Definition ist p ¢ A*. Seien
a,b € A mitp | ab. Zu zeigen: p | a oder p | b. Wahle ¢ € A mit (¢) = (p,a). Wegen
p € (c) und der Irreduzibilitit von p folgt c € A* oder p = c. Fallsp = ¢, sop | ¢
und ¢ | a, also p | a. Gelte also ¢ € A*. Dann (1) = (p,a) und es gibt s,t € A mit
1 =sp+ ta. Dann b = sbp + tab und mit p | (sbp + tab) (wegen p | ab) folgt p | b.

Zu (b). Sei (a,)uen eine Folge in A mit (a1) C (a2) C (a3) € ... Dann ist I :=
U{(ax) | n € IN} ein Ideal von A, wie man sich leicht tiberlegt. W&hle a € A mit
I = (a). Wéhle k € N mit a € (ar). Dann (a5) C (a541) € ... € I = (a), also
(ax) = (k1) = - o
Beispiel 16.4.20. (a) Z ist faktoriell: Fiir alle 2 € Z \ {0} gibt es genau ein (c,a) €

{~1,1} x N{") mit a = cP*.

(b) Sei K ein Korper. Dann ist K[X] faktoriell. Insbesondere sind die Primelemente
p € K[X]\ {0} genau die irreduziblen Polynome in K[X]. Man setzt in Uberein-

stimmung mit|16.4.9(b)
Pyix) = {p € K[X] | p normiert und irreduzibel},

sofern nichts anderes erwdhnt ist. Es gﬂtETI
]PC[X}:{X—Z|Z€C} und
Prix ={X—alacR}U{(X+a)’+c|aceR,c>0}
Letzteres folgt, da in der Primfaktorzerlegung eines p € R[X] in C[X] mit jedem

X+a+ibe Pcix) (a,b € R,b # 0) auch X +a — b€ Pc(x) auftaucht und mit

c:=0b>0gilt (X+a+ ) (X +a—1b) = (X+a)*+c (vergleiche auch 10.1.13
und Beweis von 15.2.10).

HHier benutzen wir den Fundamentalsatz der Algebra 4.2.12 [ 4.2.13(g)].
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(c) Sei K ein Korper und p € K[X]\ {0} mit Primfaktorzerlegung p = Py (c €

AX,x € IN(()]PA)). Ist A € K, so ist A eine Nullstelle von p genau dann, wenn
a(X —A) > 1. In diesem Fall ist a(X — A) die in 10.1.13 definierte Vielfachheit
der Nullstelle A von p.

Notation 16.4.21. Wir fiigen zu ]N(()PA) ein neues Element co hinzu und erweitern die

Halbordnung < aus [16.4.16 auf ]N((]PA) U {oo}, indem wir festlegen, dass oo das groBte
Element der Halbordnung wird:

a <X B (B=cooder (0 oo # B &Vp Py :a(p) <B(p)))
(&, € NE™ U {oo})
Proposition 16.4.22. Sei A faktoriell. Dann ist die Abbildung
N U {oo} = A/=

0 fallsa = oo
P
P} sonst

ein Isomorphismus halbgeordneter Mengen [— [16.1.5, [16.1.3} [16.4.21].

Beweis. surjektiv Seia € A. Ista = 0, so ist @ Bild von co. Sei also a # 0 Schreibe
a=clPy mitcc A und a € ]N(()PA). Dann a = IP%, also ist @ = 1@1 Bild von a.
injektiv 0 hat nur oo als Urbild. Sind w, B e ]N(()]PA) mit 115;;4 = H;E, so P4 = ]Pf1 und
es gibt c € A* mit cIPY = ]Pi. Ausergibt sicha = B (und c =1).
Isomorphismus oo ist das groite Element von ]N(()]PA) U {oo} und sein Bild 0 das
grofite Element von A/ =. Firwa, € IN(()IPA) gilt

a=<p = P4 |P, — P& <P

In Verallgemeinerung [— [16.4.19] von Proposition [16.2.3(b) halten wir fest:

Korollar 16.4.23. Ist A ein faktorieller Ring und B C A, so gibt es einen ggT und ein kgV
der Elemente von B.

Beweis. Lauf Definition [16.1.4]ist zu zeigen, dass in der halbgeordneten Menge
(A/=,2)

jede Teilmenge ein Infimum und ein Supremum besitzt. Nach der letzten Proposition
reicht es, dasselbe fiir die halbgeordnete Menge

(NS U {eo}, <)
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zu zeigen. Sei also B C ]N(()IPA) U {oo}. Setze

00 falls B C {0},

KooT 1= P4 — Ny alls ~
( wmin{ﬁ(;a)useB\{oo}}) falls B & to}-

Dann ist ager nach 12.1.7(c) das Infimum von B, denn es gilt

VB € ]N(()]PA) U {oo} : (B untere Schranke von B <= B < ag,t).

Setze weiter

0 falls B=0Q,
P L falls B keine obere Schranke p € INéIPA) besitzt,
kgV -~ P4, — INp t
sonst.
prrmax{f(p) | p € B\{oo}}

Dann
VB € IN(()]PA) U {co} : (B obere Schranke von B <= agv = B),

weswegen dygy das Supremum von B ist.

O]

Obiger Beweis zeigt, wie man in einem faktoriellen Ring ggT und kgV einer Menge

von Elementen, deren Primfaktorzerlegungen man kennt, sofort berechnen kann.
Beispiel 16.4.24. gcd{317513,314597} = 31459 und lem{3175'3,3145%7} = 3175137 in Z
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