Universitdt Konstanz Algorithmische Algebraische Geometrie
Fachbereich Mathematik und Statistik Wintersemester 2019/2020
Markus Schweighofer

§4 Dimensionstheorie

4.1 Transzendenzgrad von Korpererweiterungen und
Algebren

In diesem Abschnitt sei stets L|K eine Korpererweiterung und A eine kommutative
K-Algebra.

Proposition 4.1.1. Seien E C A und F C A mit ENF = @. Dann ist E U F algebraisch
unabhangig [—1.1.11] genau dann, wenn E algebraisch unabhéngig ist und F in der
K[E]-Algebra A algebraisch unabhingig ist.

Beweis. ,—" Sei E UF algebraisch unabhéngig. Seien y1,...,y» € F paarweise
verschieden und f € K[E|[Y1,..., Yy mit f(y1,...,¥m) = 0. Zu zeigen ist f = 0. Wahle
paarweise verschiedene x1,...,x, € E mit f € K[x1,...,x,,Y]. Wihle g € K[X, Y] mit
f=g(x1,...,x,,Y). Wegen ENF = @ sind xq,...,X4,Y1,-..,Ym € EUF paarweise
verschieden. Aus g(x1,..., X0, Y1, -, Ym) = f(Y1,...,ym) = O folgt daher ¢ = 0 und
somit f = 0.

=" geht dhnlich. O

Erinnerung 4.1.2. [—1.1.10] (Korperadjunktion) Ist E C L, so ist
K(E) := (K[E]\ {0})"'K[E] = qf(K[E]) € L

der kleinste Unterkorper von L, der KU E enthdlt. Fiir by, ..., b, € L schreibt man auch
K(by,...,by) statt K({by,...,by}).

Korollar 4.1.3. Seien E C L und F C L mit ENF = @. Dann ist EU F K-algebraisch
unabhingig genau dann, wenn E K-algebraisch unabhéngig und F K(E)-algebraisch
unabhingig ist.

Beweis. Folgt sofort aus denn offensichtlich
F ist K(E)-algebraisch unabhidngig <= F ist K[E]-algebraisch unabhingig.
O

Proposition 4.1.4. [+LA6.2.1(b)] Sei E C L. Dann ist E K-algebraisch unabhingig
genau dann, wenn kein x € E algebraisch iiber K(E \ {x}) ist.



Beweis. Sei E K-algebraisch unabhéngig. Ist dann x € E, so ist nach {x} K(E\
{x})-algebraisch unabhingig, das heifit x nicht algebraisch tiber K(E \ {x}).

Sei umgekehrt E K-algebraisch unabhingig. Wir zeigen, dass es x € E gibt mit x
algebraisch tiber K(E \ {x}). Wihle f € K[Xy,...,X,] \ {0} und ay,...,a, € L mit
f(ay,...,a,) =0, wobei n € IN so klein wie moglich gewahlt sei. Wir zeigen, dass a1
algebraisch tiber K(ay, ..., a,) ist. Wegen der Minimalitdt von n gilt f ¢ K[Xa,..., Xu],
das heif3t es gibt k € IN und go, ...,k € K[Xa,..., X,] mit g # 0 derart, dass f =
Zf:o giXi. Wegen der Minimalitit von n gilt g (ao, ..., a,) # 0 und daher

Qo(az, ..., a,)

=0.
gk(a2/ .. -/an)

_1(an,...,a _
a’{+gk 1(a2 ”)a’1‘1+...+
gk(az,...,an)

O]

Definition 4.1.5. Eine Menge B C L heif$t Transzendenzbasis der Korpererweiterung L|K
(oder Transzendenzbasis von L iiber K), falls B K-algebraisch unabhéngig und L|K(B)
algebraisch ist. Man sagt, x1,...,x, € L bilden eine Transzendenzbasis von L|K, wenn
X1, ..., Xxn K-algebraisch unabhéngig sind [+1.1.11] und L|K(x, ..., x,,) algebraisch ist.

Satz 4.1.6. [+LA6.2.14] Seien F C B C G C L derart, dass F K-algebraisch unabhingig
und L|K(G) algebraisch ist. Dann sind dquivalent:

(a) B ist Transzendenzbasis von L|K
(b) L|K(B) ist algebraisch, aber L|K(C) ist fiir kein C mit F C C C B algebraisch.

(c) B ist K-algebraisch unabhéngig, aber kein D mit B C D C G ist K-algebraisch
unabhéngig.

Beweis. (a) = (b) Gelte (a) und sei F C C C B. Wihle x € B\ C. Nach ist
dann x nicht algebraisch tiber K(C).

(b) = (c¢) Gelte (b). Ist B C D C G und wihlt man x € D\ B, so ist x alge-
braisch tiber K(B) und daher D nicht algebraisch unabhingig nach Noch zu
zeigen: B K-algebraisch unabhéngig. Nach reicht es zu zeigen, dass B \ F K(F)-
algebraisch unabhingig ist. Nach ist hierzu zu zeigen, dass kein x € B\ F alge-
braisch tiber K(F)((B\ F) \ {x}) = K(B\ {x}) ist. Wére aber ein x € B\ F algebraisch
tiber K(B\ {x}), so wiirde fiir C := B\ {x} gelten: F C C C B und L|K(C) ist wegen
der Transitivitiat der Algebraizitit algebraisch, denn L|K(B) ist nach (b) algebraisch
und K(B)|K(C) ist algebraisch, weil K(B) = K(C)(x) und x algebraisch tiber K(C) ist
5

(c) = (a) Gelte (c). Zu zeigen: L|K(B) algebraisch. Es gentigt zu zeigen, dass jedes
x € G algebraisch tiber K(B) ist, denn dann sind L|K(G) und K(G)|K(B) und damit
auch L|K(B) algebraisch. Sei also x € G\ B. Zu zeigen: x algebraisch tiber K(B).
Nach (c) ist BU {x} K-algebraisch abhingig. Nach[4.1.3ist daher {x} K(B)-algebraisch
abhéngig, das heifit x algebraisch tiber K(B). O



Korollar 4.1.7. Fiir B C L sind dquivalent:

(a) B ist Transzendenzbasis von L|K.

(b) B ist minimal beziiglich der Eigenschaft, dass L|K(B) algebraisch ist.
(c) B ist eine maximale K-algebraisch unabhingige Teilmenge von L.

Satz 4.1.8. Seien F C G C L derart, dass F K-algebraisch unabhingig und L|K(G)
algebraisch ist. Dann gibt es eine Transzendenzbasis B von L|K mit F C B C G.

Beweis. Betrachte die durch Inklusion halbgeordnete Menge .# aller K-algebraisch
unabhédngigen Mengen E mit F C E C G. Jede Kette in .# hat eine obere Schranke
in .# (die leere Kette F und jede andere Kette ihre Vereinigungsmenge). Nach dem
Zornschen Lemma [—+LA12.2.8] besitzt .# ein maximales Element B. Nach [4.1.6|c) ist
B eine Transzendenzbasis von L|K. ]

Korollar 4.1.9. Jede Korpererweiterung besitzt eine Transzendenzbasis.

Proposition 4.1.10. Sei F ein Zwischenkorper von L|K, B eine Transzendenzbasis von
F|K und C eine von L|F. Dann ist BN C = @ und B U C eine Transzendenzbasis von
L|K.

Beweis. BN C = @ ist trivial. Da B K-algebraisch unabhéngig und C F-algebraisch
unabhingig insbesondere K(B)-algebraisch unabhéngig ist, ist nach BUC K-
algebraisch unabhingig. Es bleibt zu zeigen, dass L|K(B U C) algebraisch ist. Da L
algebraisch tiber F(C) ist, reicht es zu zeigen, dass F(C) algebraisch iiber K(B U C) ist
Hierfiir reicht es zu zeigen, dass F algebraisch tiber K(B) ist, was vorausgesetzt ist. [J

Proposition 4.1.11 (Austauschlemma). [+LA6.2.5] Sei x1, . . ., x,, eine Transzendenzba-
sis von L|K. Sei y € L nicht algebraisch tiber K(xy, ..., x,). Dann ist auch y, xy, ..., x,
eine Transzendenzbasis von L|K.

Beweis. Da x3,...,x, eine Transzendenzbasis von K(x», ..., x,)|K ist, kann man durch
Ersetzen von K durch K(xy, ..., x,) wegen E n = 1 annehmen. Dann ist zu zei-
gen, dass x; algebraisch tiber K(y) ist. (E y # x1. Da y algebraisch tiber K(x1) ist, sind
nach x1 und y K-algebraisch abhdngig. Nach ist daher {y} K-algebraisch
abhingig oder {x; } K(y)-algebraisch abhéngig, das heifdt y algebraisch tiber K oder x;
tiber K(y). O

Satz 4.1.12 (Austauschssatz). [+LA6.2.6] Sei x1,...,x, eine Transzendenzbasis von
L|K und seien y,...,ym € L K-algebraisch unabhingig. Dann gibt es paarweise ver-
schiedene iy,...,i, € {1,...,n} so, dass xy,...,x, nach Ersetzen von Xi; durch Y
(j € {1,...,m}) immer noch eine Transzendenzbasis von L|K bilden. Insbesondere gilt
m < n.



Beweis. Induktion nach m.
Im Fall m = 0 ist nichts zu zeigen.

m =1 Da y nicht algebraisch tiber K ist, gilt n > 1. Wahle s € {1,...,n} minimal
derart, dass y algebraisch tiber K(xy, ..., x;) ist. Dann ist y im (relativen) algebraischen
Abschluss F von K(x1,...,xs) in L und x1,...,x; ist eine Transzendenzbasis von F.
Nach dem Austauschlemma ist x1,...,%xs_1,y eine Transzendenzbasis von F|K.
Wir behaupten, dass x1,...,Xs_1,Y, Xs4+1,..., X, eine Transzendenzbasis von L|K ist.
Dies folgt mit sofern xsi1,...,x, eine Transzendenzbasis von L|F ist. Wegen
F(Xs41,---,%n) 2 K(x1,...,Xs, X541, ..., Xy) ist sicher L|F(xg41,...,X,) algebraisch. Um
zu zeigen, dass xs11,...,x, F-algebraisch unabhidngig sind, wenden wir an: Sei
i€ {s+1,...,n}. Ware x; algebraisch iiber F({xs1,...,x,} \ {x;i}), so auch iiber
K({x1,..., x5} \ {xi}) (denn mit F|K(xy,...,xs) ist auch F({xsy1,...,x,} \ {x;}) tiber
K(x1, ..o x5)({xs41, -, xnp \ {xi}) = K({x1,..., x4} \ {x;}) algebraisch), was wegen
nicht moglich ist.

m—1—m (m>2) NachlIVund Umnummerierung gilt n > m — 1 und

yll"~/ym—11xﬂh"'1xn

bilden eine Transzendenzbasis von L|K. Nach ist dann xy,, ..., x, eine Transzen-
denbasis von L|K(y1,...,Ym-1) und ym K(y1, ..., ym—1)-algebraisch unabhingig. Hier
sieht man n > m. Mit dem Fall m = 1 folgt, dass (E y, Xu+1,..., X, eine Transzen-

denzbasis von L|K(y1, ..., Ym—1) ist. Mit|4.1.10| folgt, dass y1, ..., Ym—1,Ym Xm+1, - - - » Xn
eine Transzendenzbasis von L|K ist. O

Korollar 4.1.13. Seien B und C Transzendenzbasen von L|K. Dann sind entweder B
und C beide unendlich oder B und C beide endlich mit #B = #C.

Definition 4.1.14. Der Transzendenzgrad von L|K ist definiert durch
trdeg(L|K) :=#B € Ny U {co}
fiir eine beliebige Transzendenzbasis B von L|K.
Proposition 4.1.15. Ist F ein Zwischenkorper von L|K, so
trdeg(L|K) = trdeg(L|F) + trdeg(F|K),
wobei man oo + 1 = 1 4 oo = oo setzt fiir alle n € N U {co}.
Beweis. Direkt aus O

Proposition 4.1.16. Seien n := trdeg(L|K) < co und x1,...,x, € L. Dann sind dquiva-
lent:

(@) x1,...,x, bilden eine Transzendenzbasis von L|K.

(b) LIK(x1,...,xy,) ist algebraisch.



(¢) x1,...,x, sind K-algebraisch unabhingig.

Beweis. (a)=—=>(b) und (a)==(c) sind trivial.
(b)=(a) und (c)=(a) folgen aus 4.1.8 und 4.1.13| O

Definition 4.1.17. Der Transzendenzgrad der K-Algebra A ist definiert durch

trdeg A := sup{n € Ny | es gibt K-algebraisch unabhingige x1,...,x, € A}
€ {-1} UNyU {o0},
wobei das Supremum in der geordneten Menge {—1} UN U {o0} genommen wird.

Bemerkung 4.1.18. trdegA = -1 <= A ={0} <= 1=0in A, denn fiirn :=0
gilt
trdeg A = —1 <= @ ist algebraisch abhingig in A
<~ HfGKX :K[Xl,...,Xn]\{O} :f-lA =04in A
< 1=0in A.

Beispiel 4.1.19. In A := K[X,Y,Z]/(XZ,YZ) sind x := X und y := Y algebraisch
unabhéngig, denn ist f € K[X,Y] mit f(x,y) = 0, so gibt es g,h € K[X,Y,Z] mit
f = ¢XZ + hYZ und man kann Z durch 0 substituieren, um f = 0 zu erhalten. Es
gibt kein Element 2 € A derart, dass x,y,a algebraisch unabhédngig sind, denn man
konnte a = p(x,y,z) fiir ein p € K[X,Y,Z] schreiben, wobei z := Z, und hitte fiir
fi=XYZ—XYp(X,Y,0) € K[X,Y, Z]\ {0}

z=0
= xyp(x,y,0) —xyp(x,y,0) = 0.

f(xy,a) = xyp(x,y,2) = xyp(x,y,0) =

Auch z ist algebraisch unabhingig in A, denn ist f € K[Z] mit f(z) = 0, so gibt es
g, h € K[X,Y,Z] mit f = ¢gXZ + hYZ und man kann X und Y durch 0 substituieren,
um f = 0 zu erhalten. Wieder gibt es kein Element a € A derart, dass z, a algebraisch
unabhingig sind, denn man konnte a = p(x,y, z) fiir ein p € K[X, Y, Z] schreiben und
hitte fur f:= ZT — Zp(0,0,2) € K[T, Z] \ {0}, dass

xz=0

f(a,z) =zp(x,y,z) —zp(0,0,z) =, zp(0,0,z) —zp(0,0,z) = 0.
yz=

Proposition 4.1.20. [—1.4.23(b)] In einem kommutativen Ring enthélt jedes Primideal
ein minimales Primideal.

Beweis. Sei R ein kommutativer Ring und p C R ein Primideal. Betrachte die durch
Inklusion halbgeordnete Menge .# aller Primideal ¢ C R mit q C p. Jede Kette in
# hat eine untere Schranke in .#. Sei ndmlich € C # eine Kette. Falls € = @,
so ist p eine untere Schranke von %. Sei also ¢ # 0. Wir behaupten, dass das Ideal
q:= (1% C p ein Primideal und damit eine untere Schranke von % ist. Es ist klar, dass
1 ¢ q.Seilennuna,b € Rmitab € qund a € q. Zu zeigen: b € q. Wegen a ¢ q gibt es
I € €mitag 1. Sei] € ¢.Zuzeigen: b € |]. Wegenabc qC Iunda & Igilth e I
Daher sind wir fertig, falls I C J. Gelte also nun I Z J. Da € eine Kette ist, gilt dann
JCILWegenabe qC Junda g ] (denna & I)giltbe ] C 1. O



Proposition 4.1.21. Sei B ein Unterring des kommutativen Ringes R und p ein mini-
males Primideal von B. Dann gibt es ein minimales Primideal q von R mit p = q N B.

Beweis. S := B\ p ist eine multiplikative Teilmenge von B und damit auch von R mit
0 € S. Daher gibt es ein Primideal q von R mit ¢ NS = @, welches nach (E als
minimal angenommen weden kann. Es gilt N B C B\ S = p. Da q N B ein Primideal
von B ist, gilt wegen der Minimalitdt von p, dass N B = p. O

Lemma 4.1.22. Seien n € INp und xy,...,x, € A algebraisch unabhédngig in A. Dann
gibt es ein minimales Primideal p von A derart, dass x1¥,...,x,? algebraisch unabhan-
gig in A/p sind.

Beweis. K[x1,...,xy] ist als Polynomring tiber einem Korper ein Integritdtsring. Nach
gibt es also ein minimales Primideal p von A mit p N K[xy,...,x,] = (0). Sei
schlieBlich f € K[Xy,..., X,] mit f(x1%,...,X,?) = 0in A/p. Zu zeigen: f = 0. Wir
haben f(xy,...,x,)" = f(x1?,...,%,*) = 0 und damit

f(x1,...,x0) € pNKxy,...,x4] = (0).
Da xi, ..., x, algebraisch unabhingig in A sind, folgt f = 0. O
Lemma 4.1.23. Die K-Algebra A sei ein Integritétsring, es seien n € N und
X1, X,y € A\ {0}

derart, dass %, ..., % K-algebraisch unabhingig in qf(A) sind. Dann sind xy, ..., x, in

A algebraisch unabhéngig oder es gibt ein i € {1,...,n} derart, dass
X1yeo e r Xi—1, Y, Xit1s -+ s Xn
in A algebraisch unabhingig sind.

Beweis. (E K C A (sonst tausche K durch sein Bild unter K — A, a + a -1 aus)

Fall 1 y algebraisch iiber K
Dann ist xy—l, s, xy—” eine Transzendenzbasis von

X Xn
K (yl,...,y,y> =K(x1,...,%n,Y)

tiber K. Nach 4.1.8 und 4.1.13| enthilt {xi,...,x,,y} eine n-elementige Transzendenz-
basis von K(x1,...,x,,y)|K, die notwendig {x1,...,x,} sein muss, da y algebraisch
tiber K ist. Also sind x,...,x; in A algebraisch unabhingig.

Fall 2 y nicht algebraisch tiber K

Fall 2.1 %, ey %, y sind algebraisch unabhingig in A
Analog zu Fall 1 zeigt man dann, dass sogar x1, ..., x,, y algebraisch unabhédngig in

A sind.



Fall2.2 4 ... % ysind algebraisch abhingig in A
Ly g gig

Nach 4.1.6(c) ist dann %, e, ’;—” eine Transzendenzbasis von

xl x”
L:=K|[|—,...,—, = K(x1,...,%xy,
(y y y) (a 2

tiber K. Nach 4.1.8 und |4.1.13| gibt es eine n-elementige Teilmenge von {x1,...,x,, v},
die Transzendenzbasis von L|K und damit algebraisch unabhéngig in A ist. O

Satz 4.1.24.

trdeg A = sup{trdeg(qf(A/p)|K) | p Primideal von A}
= sup{trdeg(qf(A/p)|K) | p minimales Primideal von A}
S {—1} UINp U {OO}

Beweis.

trdeg A < sup{trdeg(qf(A/p)|K) | p minimales Primideal von A}

trivial

< sup{trdeg(qf(A/p)|K) | p Primideal von A}

E123
< trdeg A

Korollar 4.1.25. Sei E C A mit A = K[E]. Dann

trdeg A = sup{n € Ny | es gibt K-algebraisch unabhéingige x1,...,x, € E}
€ {—1} UINp U {OO}

Beweis. ,,>" ist trivial lauf Definition
,<” Nach4.1.24] gentigt es fiir jedes Primideal p von A zu zeigen, dass

trdeg(qf(A/p)|K) < sup{n € Ny | es gibt K-algebraisch unabhéngige xi,...,x, € E}.

Sei also p ein Primideal von A. Wegen A = K[E] gilt A/p = K[{x» | x € E}] und
qf(A/p) = K({x¢ | x € E}). Nach[4.1.8 enthilt {x* | x € E} eine Transzendenzbasis
von qf(A/p)|K. Wahlt man fiir jedes Element dieser Transzendenzbasis einen Vertreter
aus E, so erhédlt man eine K-algebraisch unabhingige Teilmenge von E. O

Beispiel 4.1.26. Seien A, x,y,z wie in Wegen A = K]x,y,z] und |4.1.25 besagen
die Beobachtungen aus 4.1.19, dass trdeg A = 2.

Erinnerung 4.1.27. [—Z2.1.2] Sei B ein Unterring des kommutativen Ringes R. Dann
heifit ein x € R ganz tiber B, wenn es ein normiertes f € B[X] gibt mit f(x) = 0. Es
heifit R ganz tiber B, wenn jedes Element von R ganz tiber B ist.



Bemerkung 4.1.28. Sei B eine K-Unteralgebra von A. Dann trdeg B < trdeg A.

Korollar 4.1.29. Sei B eine K-Unteralgebra von A und A ganz iiber B. Dann trdeg B =
trdeg A.

Beweis. ,,<* ist trivial nach |4.1.28

,>" Mit reicht es zu zeigen, dass es zu jedem Primideal p von A ein Prim-
ideal q von B gibt mit trdeg(qf(A/p)|K) = trdeg(qf(B/q)|K). Sei also p ein Primideal
von A. Setze q := p N B. Nach Homomorphiesatz haben wir eine kanonische Einbet-
tung B/q — A/p von K-Algebren, die man eindeutig zu einem K-Homomorphismus
qf(B/q) < qf(A/p) erweitern kann vermoge dessen qf(A/p)| qf(B/q) eine Korperer-
weiterung ist. Da A tiber B ganz ist, ist auch A/p tiber B/q ganz. Damit ist jedes
Element von A/p algebraisch iiber qf(B/q) und daher qf(A/p)| qf(B/q) algebraisch.

Mit folgt trdeg(qf(A/p)|K) = 0+ trdeg(qf(B/q)|K). O
Korollar 4.1.30. Sei S C A multiplikativ ohne Nullteiler. Dann

trdeg(S™1A) = trdeg(A).

Beweis. ,,>" folgt aus da A C ST1A.

»<” Nach reicht es zu zeigen, dass es zu jedem Primideal p von S™'A ein
Primideal q von A gibt mit trdeg(qf((S*A)/p)|K) = trdeg(qf(A/q)|K). Sei also p ein
Primideal von S~!A. Dann gilt p = S~1q fiir das Primideal q := pN A von A mit
qNS = ©@. Nach Homomorphiesatz haben wir eine kanonische Einbettung A/q —
S~1A/p, die man eindeutig zu einem K-Homomorphismus qf(A/q) < qf(S"'A/p)
erweitern kann, der aber surjektiv ist, wie man sich leicht tiberlegt. Also

qf(A/q) =k qf(ST'A/p).

Bemerkung 4.1.31. Ist I ein Ideal von A, so trdeg(A/I) < trdeg(A).

Korollar 4.1.32. Sei S C A multiplikativ und Ag die Lokalisierung von A nach S. Dann
trdeg(Ag) < trdeg(A).

Beweis. 4.1.31lund 4.1.30 O

4.2 Krulldimension von Ringen [wolfgang Krull *1899 +1971]

In diesem Abschnitt sei stets A ein kommutativer Ring.
Definition 4.2.1. [—=4.1.17] Die Krulldimension des Ringes A ist definiert durch
dim A := sup{n € Ny | es gibt Primideale po C ... C p, C A} € {1} UNp U {0},

wobei das Supremum in der geordneten Menge {—1} UINp U {o0} genommen wird.



Bemerkung 4.2.2. (a) dimA = -1 «<— A = {0} <= 1 = 0in A, denn ist
A # {0}, so besitzt A ein Primideal (sogar ein maximales Ideal).

(b) Ist A Integritétsring, so

dimA =0 <= (0) maximales Ideal in A <= A Korper.

(c) Ist A ein Hauptidealring, der kein Korper ist, dann dim A = 1.

Lemma 4.2.3. Seien K ein Korper, A eine kommutative K-Algebra, n € N, po, ...,
Primideale von A mit pg C ... C p, und x1,...,x, € A mit x; € p; \ p;q firi €
{1,...,n}. Dann sind x, ..., x, algebraisch unabhingig in A.

Beweis. Induktion nach n.

n=0 Da1l ¢ pygilt 1 # 0in A, das heifit @ ist algebraisch unabhdngig in A
[—ET18).

n—1—n(neN) Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf

0)=p1/p1 Cp2/p1 C...Cpu/p1inA/p1 und  XP,..., %, € A/py

liefert, dass x3*1, ..., X1 algebraisch unabhéngig in A/p; sind. Sei nun f € K[X] \ {0}
mit f(x1,...,X,) € po. Es reicht, g € K[X] \ {0} mit degg < deg f und g(x1,...,x,) €
po zu finden. Schreibe f = Xj¢+h mit ¢ € K[X] und h € K[Xy,...,X,]. Dann

h(@w, ..., Tm) = f(0,%0,..., %) "2 f(@,... %) = f(x1,...,%)" = 0in
A/p1 und daher h = 0. Also x19(x1,...,%,) = f(x1,...,%,) € po und wegen x1 & po
dann g(xq,...,x,) € po. Beachte ¢ # 0, da sonst f = 0. O

Satz 4.2.4. Sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra. Dann dim A <
trdeg A.

Beweis. Direkt aus O]

Lemma 4.2.5. Sei K ein Unterring des Korpers L und L ganz iiber K. Dann ist auch K
ein Korper.

Beweis. Sei x € K\ {0}. Zu zeigen: x € K*. Wihle n € N und a3,...,4, € K mit
(%)n +m (%)ni1 +...4a, =0.Dann x(—(ay +apx +... +a,x" 1)) =1. O
Lemma 4.2.6. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, sei B ganz iiber A und

A habe genau ein maximales Ideal p (das heifst A ist lokal [+Z2.6.1]). Dann gilt fiir
jedes maximale Ideal m von B, dass m N A = p.

Beweis. Wende auf A/(mN A) < B/m, um zu sehen, dass m N A ein maximales
Ideal von A ist. O

Proposition 4.2.7 (,Lying over”). Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B
und B ganz iiber A. Sei p ein Primideal von A. Dann gibt es ein Primideal q von B mit
p=qnNA.



Beweis. S := A\ p ist eine multiplikative Teilmenge von A und von B. Betrachte die
Lokalisierungen Ag und Bs von A und B nach S und den Homomorphismus
A s — B S,

—-(a€AseS).

ANIRSY
wl| Q|

Dieser Homomorphismus ist injektiv und wir kénnen Ag als Unterring von Bgs sehen.
Man sieht leicht (direktes Argument oder mit Z2.1.10), dass Bs ganz tiber Ag ist. Da
die zu S disjunkten Primideale von A genau den Primidealen von Ag entsprechen,

hat As genau ein maximales Ideal, namlich gflﬁ. Wihle ein maximales Ideal von Bs.
Dieses ist von der Form g_lﬁ fiir ein Primideal q von B mit ¢ NS = @ und nach
gilt S 'gN As = S 'p. SchlieBlich gilt fiir x € A einerseits

'TNAs «—= 75 '
< dgeq:dse€S:x5=7

xes

S,tzég
< dgeq:Ids,teS:xst=qt _ x€q

s:=t=1
und andererseits analog X € 3_15 <= x cp.Esfolgtalsop =qgnNA. O

Proposition 4.2.8 (,,Going up”). Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B, B
ganz iiber A, p ein Primideal von A und I ein Ideal von B mit I N A C p. Dann gibt es
ein Primideal g von Bmit I C qund p = qN A.

Beweis. Gehe von A C B iiber zu A/(IN A) < B/I und wende 4.2.7]an. O

Bemerkung 4.2.9. (a) In ist die Voraussetzung I N A C p offensichtlich unver-
zichtbar, denn

(ICq&p=gqnA) = INACgqgNA=p.

(b) ,Lying over” ist der Spezialfall von ,,Going up” mit I = (0).

Lemma 4.2.10. Sei A ein Unterring des Integritiatsrings B und qf(B) algebraisch tiber
qf(A) (zum Beispiel B ganz iiber A). Dann gilt fiir jedes Ideal I # (0) von B, dass

INA # (0).

Beweis. Sei x € B\ {0}. Zu zeigen: (x) N A # (0). Offenbar gibt es ay,...,a, € A mit
apx" + ...+ a1x +ap = 0 mit ay # 0. a

Proposition 4.2.11. [+4.2.5] Sei A ein Unterring des Integritdtsrings B und B ganz
tiber A. Dann A Korper <= B Korper.

Beweis. <" ,—" Nach 4.2.10|sind (0) und B die einzigen Ideale von B. []

Proposition 4.2.12. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz iiber
A. Seien p und q Primideale von B mitp C g. DannpnN A C qN A.
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Beweis. (E p = (0) (sonst gehe von A C B zu A/(pN A) — B/p tiber). Wende nun
4.2.10/an. O

Satz 4.2.13. Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz iiber A.

(@) Sind n € INp und py, ..., p, Primideale von A mit py C ... C p,, so gibt es Prim-
ideale qq,...,q, von Bmitqo C ... C g, und ;N A = p; fiiri € {0,...,n}.

(b) Sind n € Ny und ¢y, ...,q, Primideale von B mit qp C ... C g, und setzt man
pir=qNAfirie{0,...,n},sogiltpy C ... C py.

Beweis. (a) Finde qo mit , Lying over” 4.2.7lund qy, g2, ... mit ,Going up”

(b)
O

Korollar 4.2.14. [—4.1.29] Sei A ein Unterring des kommutativen Ringes B und B ganz
uber A. Dann dim A = dim B.

Satz 4.2.15 (Noetherscher Normalisierungssatz). [Amalie Emmy Noether *1882 1+1935]
Jede affine K-Algebra [—1.1.19] mit 0 # 1 enthilt eine Polynomalgebra tiber K [—1.1.11],
tiber der sie ganz ist.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung durch Induktion nach n € INy fiir alle Algebren
der Form K[xy, ..., xy].

n=0v

n—1—mn (neN) Sind xy,...,x, K-algebraisch unabhingig, so ist nichts zu zei-
gen. Es gebe also f € K[X]\ {0} mit f(x1,...,x,) = 0. Schreibe f = Y}, 4, X" mit
a, € K. Seien e;,...,e, € IN im Moment beliebig (spdter werden wir sie in Abhéan-
gigkeit von f festsetzen). Setze y, := x2 — xiz,..., Yn = Xp — xi". Dann gilt x, =
Vo4 x3P,..., %y = yu + x" und daher f(x1,y2 +x3,...,yn +x7") = 0. Da f ¢ K zeigt
diese Gleichung, dass x; ganz tiber K[yy,...,V,| ist, sofern a; + azex + ...+ aye, #
B1 + Brea + ... + Buey fir &, € INj mit a, # 0 # ag. Wéhlt man b € IN grof§ ge-
nug und e; := b fiir i € {1,...,n}, so ist dies sicher gewéhrleistet. Da die Menge der
iiber K[y», . .., yn| ganzen Elemente von K[x1, ..., x,] einen Unterring von K[x1, ..., X,]
bildet [+Z2.1.10] ist K[x1,...,x,| = K[x1,Y2,...,yn] ganz tiber K[y, ..., y,]. Nach In-
duktionsvoraussetzung ist K[yz,...,y,] ganz tiber einem Polynomring tiber K und
somit auch K[x1, ..., x,] wegen der Transitivitit der Ganzheit [+Z2.1.9]. O

Satz 4.2.16. Sei A eine affine K-Algebra. Dann dim A = trdeg A < co.

Beweis. Ist A = {0}, so dimA = —1 = trdeg A. Sei also A # {0}. Nach gilt
trdeg A < oo. Nach ist A ganz tber K[Xj,...,X,] fiir K-algebraisch unabhéin-

gige Xi,...,Xn € A. Nach 4.2.14] gilt dim A = dim K[X] und nach [4.1.29| trdeg A =
4124

trdeg K[X]| "= n. Es reicht also dim K[X]| = n zu zeigen. Nach4.2.4{ gilt dim K[X] < n.
Andererseits sind (0) C (X3) C ... C (Xy,..., X,) Primideale in K[X], also dim K[X] >
n. O
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Bemerkung 4.2.17. Aus dem Noetherschen Normalisierungssatz folgt sofort das
Zariski-Lemma 1.3.5 (und damit der Hilbertsche Nullstellensatz 1.3.7): Sei namlich A
eine affine K-Algebra, die ein Korper ist, E K C A. Dann ist A ganz {iber einem
Polynomring K[X3,..., X,| in Xy,..., X, € A. Ist n = 0, so ist A ganz iiber K woraus
man leicht sieht dass A ein endlichdimensionaler K-Vektorraum ist (benutze, dass A
endlich erzeugt ist). Ware aber n > 1, so wire Xi] ganz tiber K[Xj, ..., X;], was man
sofort widerlegt.

Definition 4.2.18. [+4.2.1] Sei V C A" eine affine K-Varietidt. Dann bezeichnet man

dim V := sup{¢ € Ny | es gibt irreduzible K-Varietiten Vy C V; C ... C V, C V}
S {—1} UNy U {OO}

als die Dimension von V.
Bemerkung 4.2.19. Sei V C A" eine affine K-Varietit.

(a) Nach 1.4.22 gilt

dim V = sup{¢ € Ny | es gibt Primideale py, . .., p, von K[X] mit
PoDp1D...Dp 2 I(V)}

= dim(K[x]/1(V)) "% trdeg (K[X] /1(V))

*FRup{l € No | es gibtiy,... i € {1,...,n} mit

Xi,, ..., Xj, K-algebraisch unabhingig in K[X]/I(V)}

<n < oo.

(b) dimV = -1 < K[X]/I(V) = {0} < V=0
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