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et sommes de carrés

Markus Schweighofer
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Inégalités matricielles linéaires (IML)
Soit A ∈ SRt×t .

A � 0 ⇐⇒ A semidéfinie positive

⇐⇒ 〈Av ,v〉 ≥ 0 pour tout v ∈ Rt

⇐⇒ toutes les valeurs propres de A sont ≥ 0
⇐⇒ tous les coefficients de det(A + TIt) ∈ R[T ] sont ≥ 0
⇐⇒ det((Aij)i ,j∈J) ≥ 0 pour tout J ⊆ {1, . . . ,t}

On appelle IML une inégalité de la forme

A(x) := A0 + x1A1 + · · ·+ xnAn � 0 (x ∈ Rn)

avec A0, . . . ,An ∈ SRt×t .
Cette inégalité correspond à la famille des inégalités linéaires

〈A(x)v ,v〉 ≥ 0 (x ∈ Rn)

paramétrée par v ∈ Rn.
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Inégalités matricielles linéaires (IML)
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paramétrée par v ∈ Rn.
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Inégalités matricielles linéaires (IML)

0
x1

x2

1

1

(
a b c

)x1 x2 x1

x2 1 x1

x1 x1 x2

a
b
c

 ≥ 0

a,b,c indépendants

et distribués normalement
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Spectraèdres et leurs propriétés
Si S = {x ∈ Rn | A(x) � 0} pour une IML A(x) � 0,

on appelle cette
IML une représentation IML de S et on dit que S est un spectraèdre.

Soit S un spectraèdre. Alors

I S est convexe,

I S est un fermé semi-algébrique de base, c.-à-d. il existent
gi ∈ R[X̄ ] := R[X1, . . . ,Xn] tel que

S = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . ,gm(x) ≥ 0},

I toutes les faces de S sont exposées.

En effet, si S = {x ∈ Rn | A(x) � 0}, alors on peut montrer que les
faces de S sont les ensembles {x ∈ S | U ⊆ ker A(x)} où U est un
sous-espace vectoriel de Rn. Mais si U = Ru1 + · · ·+ Ruk , alors

{x ∈ S | U ⊆ ker A(x)} = {x ∈ S | 〈A(x)u1,u1〉+· · ·+〈A(x)uk ,uk〉 = 0}.
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Soit S un spectraèdre. Alors
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Soit S un spectraèdre. Alors
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I S est un fermé semi-algébrique de base, c.-à-d. il existent
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S = {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . ,gm(x) ≥ 0},

I toutes les faces de S sont exposées.

En effet, si S = {x ∈ Rn | A(x) � 0}, alors on peut montrer que les
faces de S sont les ensembles {x ∈ S | U ⊆ ker A(x)} où U est un
sous-espace vectoriel de Rn. Mais si U = Ru1 + · · ·+ Ruk , alors

{x ∈ S | U ⊆ ker A(x)} =
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Vers une caractérisation des spectraèdres

L’ensemble {x ∈ R2 | x4
1 + x4

2 ≤ 1} est un convexe
fermé semi-algébrique de base dont toutes les faces sont exposées

mais on verra qu’il n’est pas un spectraèdre.

La raison est qu’il n’est pas rigidement convexe.

Tout spectraèdre non-vide est rigidement convexe dans son enveloppe
affine. La réciproque est une conjecture.

Un ensemble convexe non-vide est toujours d’intérieur non-vide dans
son enveloppe affine. Donc on peut reformuler:

Un spectraèdre d’intérieur non-vide est rigidement convexe.
La réciproque est une conjecture.
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La raison est qu’il n’est pas rigidement convexe.
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La réciproque est une conjecture.
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La raison est qu’il n’est pas rigidement convexe.
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Soit S ⊆ Rn un spectraèdre et x0 ∈ S◦.

Alors on peut montrer qu’il
existe une représentation IML A(x) � 0 de S tel que A(x0) � 0.
Étant donnée une telle représentation IML, soit

I p := det(A(X̄ )) ∈ R[X̄ ] et
I C la composante connexe de x0 dans {x ∈ Rn | p(x) > 0}.

Alors S = C et p est un polynôme RZ en x0 dans le sens suivant:

p(x0) > 0 & ∀x ∈ Rn : ∀λ ∈ C : (p(x0 + λx) = 0 =⇒ λ ∈ R)

Pourquoi? On se ramène au cas x0 = 0. Alors on a Ai ∈ SRt×t avec
A0 � 0 tel que p = det(A(X̄ )) = det(A0 + X1A1 + · · ·+ XnAn).
Soit x ∈ Rn et λ ∈ C tel que
0 = p(x0 + λx) = p(0 + λx) = det(A(λx))

= det(A0 + λ(x1A1 + · · ·+ xnAn))
= det(P∗(A0 + λ(x1A1 + · · ·+ xnAn))P) (P ∈ Rt×t)
= det(P∗A0P + λP∗(x1A1 + · · ·+ xnAn)P) (P∗A0P = It)
= det(It + λB) (B ∈ SRt×t)

et donc det(B + 1
λ It) = 0 d’où − 1

λ ∈ R et λ ∈ R.
S est un intérieur algébrique dans le sens suivant:

∃p ∈ R[X̄ ] : ∃ comp. connexe C dans {x ∈ Rn | p(x) > 0} : S = C

Si le degré de p est minimale, on appelle p le polynôme minimal de S
(unique à un facteur c > 0 près). Le polynôme minimal de S divise
dans R[X̄ ] tout autre polynôme p de cette sorte. En particulier, notre
spectraèdre S est rigidement convexe dans le sens suivant:

S intérieur algébrique & ∃x0 ∈ S◦ : pol. min. de S est RZ en x0
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λ ∈ R et λ ∈ R.
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λ ∈ R et λ ∈ R.
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S est un intérieur algébrique dans le sens suivant:

∃p ∈ R[X̄ ] : ∃ comp. connexe C dans {x ∈ Rn | p(x) > 0} : S = C
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Si le degré de p est minimale, on appelle p le polynôme minimal de S
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spectraèdre S est rigidement convexe dans le sens suivant:
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Si le degré de p est minimale, on appelle p le polynôme minimal de S
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spectraèdre S est rigidement convexe dans le sens suivant:
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S est un intérieur algébrique dans le sens suivant:

∃p ∈ R[X̄ ] : ∃ comp. connexe C dans {x ∈ Rn | p(x) > 0} : S = C
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spectraèdre S est rigidement convexe dans le sens suivant:
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Soit S ⊆ Rn un spectraèdre et x0 ∈ S◦. Alors on peut montrer qu’il
existe une représentation IML A(x) � 0 de S tel que A(x0) � 0.
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Alors S = C et p est un polynôme RZ en x0 dans le sens suivant:

p(x0) > 0 & ∀x ∈ Rn : ∀λ ∈ C : (p(x0 + λx) = 0 =⇒ λ ∈ R)
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Proposition (Gårding 1959) Si S est rigidement convexe, alors le
polynôme minimale de S est RZ en tous x0 ∈ S◦

et S et convexe.

On a vu qu’un spectraèdre de l’intérieur non-vide est rigidement
convexe.
La première grande question de l’exposé est si la réciproque est vraie.

Théorème (Helton & Vinnikov 2006)
Tout ensemble S ⊆ R2 rigidement convexe est un spectraèdre.

C’est une conséquence de la conjecture de Lax (1958):

Conjecture (Helton & Vinnikov 2006)
Pour tout p ∈ R[X̄ ] RZ en 0 de degré d , il existent Ai ∈ SRd×d

tel que A0 � 0 et p = det(A0 + X1A1 + X2A2).

Nouvelle démonstration qui ne passe plus par le non commutatif et
constructions explicites: Quarez 2008
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C’est une conséquence de la conjecture de Lax (1958):

Conjecture (Helton & Vinnikov 2006)
Pour tout p ∈ R[X̄ ] RZ en 0 de degré d , il existent Ai ∈ SRd×d

tel que A0 � 0 et p = det(A0 + X1A1 + X2A2).
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C’est une conséquence de la conjecture de Lax (1958):
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Théorème (Helton & Vinnikov 2003)
Pour tout p ∈ R[X̄ ]

RZ en 0

, il existent t ∈ N et Ai ∈ SRt×t

tel que

A0 � 0 et

p = det(A0 + X1A1 + · · ·+ XnAn).
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Théorème (Renegar 2005) Soit S ⊆ Rn rigidement convexe avec
0 ∈ S◦ et polynôme minimale de degré d . Alors

S = {x ∈ Rn | p(x) ≥ 0,Rp(x) ≥ 0, . . . ,Rd−1p(x) ≥ 0}

est un fermé semi-algébrique de base et toutes les faces de S sont
exposées.
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Projetés de spectraèdres
Si S = {x ∈ Rn | ∃y ∈ Rk : A(x ,y) � 0} pour une IML A(x ,y) � 0,

on
appelle cette IML une représentation IML de S avec variables
additionnelles y et on dit que S est le projeté d’un spectraèdre.

Exemple R>0 = {x ∈ R | ∃y ∈ R :
(

x 1
1 y

)
� 0}

Soit S le projeté d’un spectraèdre. Alors

I S est convexe,

I S est un ensemble semi-algébrique, c.-à-d. une combinaison
booléenne de fermés semi-algébriques de base.

En effet, le théorème de Tarski dit que tout projeté d’un ensemble
semi-algébrique est semi-algébrique.

Deuxième grande question de l’exposé:

Question (Nemirovskii, Congrès International de Mathématiques,
Madrid 2006) Est-ce que tout convexe semi-algébrique est un projeté
d’un spectraèdre?
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En effet, le théorème de Tarski dit que tout projeté d’un ensemble
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I S est convexe,
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Deuxième grande question de l’exposé:
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Système d’inégalités polynomiales

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0

C

− x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y
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x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités linéaires

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

x1

x2

x1

x2

S

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:

AB x3
1 x4

2 − . . . − x2
2 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 x2

2 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 x2

1 − 2x1x2 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 x2

2 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 x2

1 − 2x1x2 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 x2

2 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 x2

1 − 2x1x2 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4x2

1 + 4x1x2 + 4x2
2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

ir

redondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 x2
1 − 2x1x2 + x2

2 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4x2
1 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2x1x2 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4y3 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2x1x2 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4y3 + 4x1x2 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − x2

2 − 2
3x2 + 1

3 ≥ 0
AC x5

1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 x2
2 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + x2
2 ≥ 0

D2C − x4
1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4x2

2 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 y5 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB x3

1 x4
2 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 y5 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 y5 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC x5
1 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0

ABC − x5
1 x4

2 + . . . − 13
3 y5 − 8

3x2 + 4
3 ≥ 0

D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC y10 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 y5 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC y10 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − x5

1 x4
2 + . . . − 13

3 y5 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC y10 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − y13 + . . . − 13

3 y5 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC y10 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − y13 + . . . − 13

3 y5 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − x4

1 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0
irredondant:
AB y6 − . . . − y5 − 2

3x2 + 1
3 ≥ 0

AC y10 + . . . − x1 + 8x2 − 4 ≥ 0
ABC − y13 + . . . − 13

3 y5 − 8
3x2 + 4

3 ≥ 0
D2 y3 − 2y4 + y5 ≥ 0
D2C − y18 + . . . + 4y3 + 4y4 + 4y5 ≥ 0



x1

x2

conv S

y



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(a+bx1+cx2+dx2
1 +ex1x2+f x2

2 )
(
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

)


a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(a+bx1+cx2+dx2
1 +ex1x2+f x2

2 )
(
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

)


a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0

⇐⇒

(a+bx1+cx2+dx2
1 +ex1x2+f x2

2 )
(
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

)


a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(a+bx1+cx2+dx2
1 +ex1x2+f x2

2 )
(
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

)


a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1
x1

x2

x2
1

x1x2

x2
2


(
1 x1 x2 x2

1 x1x2 x2
2

)


a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 x3

1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 x3

1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 x4

2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 x3

1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 x3

1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 x4

2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 x3

1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 x3

1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 x4

2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 y1 x2

1 x2 x1x
2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 y1 x2

1 x2 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 x4

2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 y1 x2

1 x2 x1x
2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 y1 x2

1 x2 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 x4

2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 y1 x2

1 x2 x1x
2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 y1 x2

1 x2 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 x2
1 x1x2 x2

2

x1 x2
1 x1x2 y1 x2

1 x2 x1x
2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

x2
1 y1 x2

1 x2 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 x1x2 x2
2

x1 y3 x1x2 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 x1x2 x2
2

x1 y3 x1x2 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 x1x2 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

x1x2 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 x2
2

x1 y3 y4 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 y4 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 x2
2

x1 y3 y4 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 y4 x2
2 x2

1 x2 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

x2
2 x1x

2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 y4 y5 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 x1x
2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 x2
1 x2 x1x

2
2

x2 y4 y5 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

2

y3 y1 x2
1 x2 x4

1 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 x2
1 x2 x1x

2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 x1x
2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 x1x
2
2

x2 y4 y5 y6 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 y6 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

y4 y6 x1x
2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 x1x
2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 x1x
2
2

x2 y4 y5 y6 x1x
2
2 x3

2

y3 y1 y6 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

y4 y6 x1x
2
2 x3

1 x2 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 x1x
2
2 x3

2 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 x3
2

y3 y1 y6 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 x3
2 x2

1 x2
2 x1x

3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 x3
2

y3 y1 y6 x4
1 x3

1 x2 x2
1 x2

2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 x3
2 x2

1 x2
2 x1x

3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 x3
2

y3 y1 y6 y8 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 x3
2 x2

1 x2
2 x1x

3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 x3
2

y3 y1 y6 y8 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 x3
2 x2

1 x2
2 x1x

3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 y9 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 x3
1 x2 x2

1 x2
2

y4 y6 y7 x3
1 x2 x2

1 x2
2 x1x

3
2

y5 y7 y9 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 x2
1 x2

2

y4 y6 y7 y10 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 y7 y9 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 x2
1 x2

2

y4 y6 y7 y10 x2
1 x2

2 x1x
3
2

y5 y7 y9 x2
1 x2

2 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 y11

y4 y6 y7 y10 y11 x1x
3
2

y5 y7 y9 y11 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 y11

y4 y6 y7 y10 y11 x1x
3
2

y5 y7 y9 y11 x1x
3
2 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)


1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 y11

y4 y6 y7 y10 y11 y12

y5 y7 y9 y11 y12 y2





a
b
c
d
e
f

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c, . . . ):

(a + bx1 + cx2 + dx2
1 + ex1x2 + f x2

2 )2 ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c d e f

)



1 x1 x2 y3 y4 y5

x1 y3 y4 y1 y6 y7

x2 y4 y5 y6 y7 y9

y3 y1 y6 y8 y10 y11

y4 y6 y7 y10 y11 y12

y5 y7 y9 y11 y12 y2





a
b
c
d
e
f



� 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4)(a + bx1 + cx2)
(
1 x1 x2

)a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4)(a + bx1 + cx2)
(
1 x1 x2

)a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0

⇐⇒

(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4)(a + bx1 + cx2)
(
1 x1 x2

)a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4)
(
a b c

) 1
x1

x2

(1 x1 x2

)a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)
(−x2

1 − x2
2 + x1 + 4)

 1
x1

x2

(1 x1 x2

)a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)
(−x2

1 − x2
2 + x1 + 4)

 1 x1 x2

x1 x2
1 x1x2

x2 x1x2 x2
2

a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−x3

1 − x1x
2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − x3
1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0

B − x4
2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles

ir

redondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−x3

1 − x1x
2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − x4

2 + 2x2
1 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − x2
1 − x2

2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2x2

1 − 2x1x2 + x2
2 − 1

3 ≥ 0
C − x2

1 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −x2
1 − x2

2 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + x2

1 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − x2
2 + x1 + 4 . . . . . .

−y1 − x1x
2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2x1x2 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − x2
2 + x1 + 4 . . . . . .

−y1 − x1x
2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + x1x2 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − x2
2 + x1 + 4 . . . . . .

−y1 − x1x
2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + x2

2 − 1
3 ≥ 0

C − y3 − x2
2 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − x2
2 + x1 + 4 . . . . . .

−y1 − x1x
2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − x1x

2
2 + y3 + 4x1 . . . . . .

−x2
1 x2 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−x2

1 x2 − x3
2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−y7 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−y7 − x3

2 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)  −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−y7 − y8 + y4 + 4x2 . . . . . .

 a
b
c

 ≥ 0



Système d’inégalités polynomiales
Tentative de linéarisation par l’ajout de familles d’inégalités redondantes

A − y1 + x1 + 2x2 − 1 ≥ 0
B − y2 + 2y3 − 2y4 + y5 − 1

3 ≥ 0
C − y3 − y5 + x1 + 4 ≥ 0

familles irredondantes (paramétrisées par a,b,c):

(a + bx1 + cx2)2(−x2
1 − x2

2 + x1 + 4) ≥ 0 ⇐⇒

(
a b c

)

 −y3 − y5 + x1 + 4 . . . . . .
−y1 − y6 + y3 + 4x1 . . . . . .
−y7 − y8 + y4 + 4x2 . . . . . .



a
b
c



� 0



x1

x2

conv S

y



I X̄ = (X1, . . . ,Xn) variables

I R[X̄ ]k polynômes de degré au plus k

I g1, . . . ,gm ∈ R[X̄ ] polynômes qui définissent. . .

I . . . l’ensemble S := {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . ,gm(x) ≥ 0}
I Tk := {

∑
δ∈{0,1}m

sδg
δ1
1 · · · g δmm | sδ ∈

∑

R[X̄ ]2, deg(sδg
δ) ≤ k}

cône convexe dans R[X̄ ]k
I Lk :=

{
L | L : R[X̄ ]k → R,L(1) = 1, L(Tk) ⊆ R≥0

}
ensemble des solutions du système “linéarisé”
(spectraèdre dans l’espace vectoriel R[X̄ ]k)

I Sk := {(L(X1), . . . ,L(Xn)) | L ∈ Lk} projeté
k-ième relaxation de Lasserre

On a S ⊆ conv S ⊆ . . . ⊆ S4 ⊆ S3 ⊆ S2 ⊆ S1.
La question est si conv S = Sk pour un k ∈ N.



I X̄ = (X1, . . . ,Xn) variables

I R[X̄ ]k polynômes de degré au plus k

I g1, . . . ,gm ∈ R[X̄ ] polynômes qui définissent. . .

I . . . l’ensemble S := {x ∈ Rn | g1(x) ≥ 0, . . . ,gm(x) ≥ 0}
I Tk := {

∑
δ∈{0,1}m

sδg
δ1
1 · · · g δmm | sδ ∈

∑

R[X̄ ]2, deg(sδg
δ) ≤ k}

cône convexe dans R[X̄ ]k
I Lk :=

{
L | L : R[X̄ ]k → R,L(1) = 1, L(Tk) ⊆ R≥0

}
ensemble des solutions du système “linéarisé”
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cône convexe dans R[X̄ ]k

I Lk :=
{
L | L : R[X̄ ]k → R,L(1) = 1, L(Tk) ⊆ R≥0

}
ensemble des solutions du système “linéarisé”
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k-ième relaxation de Lasserre

On a S ⊆ conv S ⊆ . . . ⊆ S4 ⊆ S3 ⊆ S2 ⊆ S1.
La question est si conv S = Sk pour un k ∈ N.



Supposons S convexe et S◦ 6= ∅.

La question est si S = Sk pour un k ∈ N.

Proposition (Netzer & Plaumann & S. 2008)
S = Sk ⇐⇒ ∀f ∈ R[X̄ ]1 : (f ≥ 0 sur S =⇒ f ∈ Tk)

Le théorème suivant est basé sur des constructions des certificats de
positivité impliquant des sommes de carrés (S. 2002, S. 2004, S. 2005,
Hol & Scherer 2006).

Théorème (Helton & Nie 2008) Soit S compact.
Si on a pour tout x ∈ S et pour tout i tel que gi (x) = 0:

I x ∈ ∂S ,

I Dgi (x) 6= 0,

I D2gi (x)|(ker Dgi (x))×(ker Dgi (x)) ≺ 0.

Alors S = Sk pour un k ∈ N.
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Supposons S convexe et S◦ 6= ∅.

Théorème (Netzer & Plaumann & S. 2008) Si S = Sk pour un k ∈ N,
alors toutes les faces de S sont exposées.

Exemple S = {(x1,x2) ∈ R2 | −1 ≤ x1, x3
1 ≤ x2, 0 ≤ x2 ≤ 1}

x1

x2

face non-exposée

∀k ∈ N : S 6= Sk
(n’importe comment on choisit g1, . . . ,gm)

Proposition (Helton & Nie 2008) Si U1, . . . ,U` ⊆ Rn sont des projetés
de spectraèdres bornés non-vides, alors conv

⋃`
i=1 Ui l’est aussi.
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