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Problémes d'optimisation

Un probléme de minimisation est de la forme
(P) minimiser f(x) sous la contrainte x € S

ou
» S est un ensemble (I'ensemble admissible) et
» f: S — R est une fonction (I'objective ou le critére).

Tout x € S est appelé un point admissible pour (P).
On s'intéresse a la valeur optimale
P* = inf{f(x) | x € S} € {—c0} URU {o0}

de (P).

De plus, on s'intéresse aux solutions de (P),
c'est-a-dire aux x* € S tels que f(x*) = P*.
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Problémes d'optimisation polynomiales (POP)

Un probléme d'optimisation polynomiale est da la forme
(P) minimiser f(x) parmiles x € R" s.c. p1(x) > 0,...,pm(x) >0

ol
» n € Ny est le nombre de variables,
» f e R[X]:=R[X,..., X,] est |'objectif,
» m € Ng est le nombre de contraintes et
> p1,-..,Ppm € RIX].

Les ensembles admissibles {x € R" | p1(x) > 0,..., pm(x) > 0} des
problémes d'optimisation polynomiales sont aussi appelés les fermés
semialgébriques de base. lls sont donnés par un systéme d'inégalités
polynomiales.
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http://wwwl-c703.uibk.ac.at/mathematik/project/bildergalerie/gallery.html
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Systéme d'inégalités polynomiales

X%—X§+X22+X§+X§—X§:07 X12+X22+x32§4

http://wwwl-c703.uibk.ac.at/mathematik/project/bildergalerie/gallery.html


http://www1-c703.uibk.ac.at/mathematik/project/bildergalerie/gallery.html

Systéme d'inégalités polynomiales

2 4 2 2 2
X13X3 + xi + X2X§’ +x3 = 3x1x0x3, Xi +x5 +x3 <4

http://wwwl-c703.uibk.ac.at/mathematik/project/bildergalerie/gallery.html


http://www1-c703.uibk.ac.at/mathematik/project/bildergalerie/gallery.html
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Probleme d'optimisation linéaire (PL)

Un probléme d'optimisation linéaire ou programme linéaire (PL) est un
probléme d'optimisation polynomiale ot et I'objectif et les contraintes
sont de degré 1 au plus.

Les ensembles admissibles
des PL sont les polyédres.
lls sont donné par des sys-
témes d'inégalités linéaires.

En 1979, Leonid Genrikhovich Khachiyan [¥1952, 12005] a montré
qu’on peut résoudre les PL efficacement (en temps polynomial).

Dans la pratique, on peut résoudre des PL avec n ~ m ~ 10°.

Peut-on ramener un POP a un PL?
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
S.C. 2X1X2
2
TX1X2X;
3X1

+

X1 X22 + X1 xzxg

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2 Xg‘
6x2X3

3x7 Xg X3

X2X3

X3
X1 xg
X1X3

+

_.|_

3,2

7X4

VIV IV IV

oo oo
mOoO W >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

X1 X22 + X1 xzxg

X1,X2,X3,X4 € R

2X1 X
2
TX1X2X;
3X1

2
—2X{ X2

+

2
65

X1X§j

1.2
2 Xg‘
6x2x:.5
6x1X5

+ +

3x7 Xg X3

X3
X1x§
X1X3

2,7
2X{ X5

+

_.|_

3,2

7X4

VIV IV IV IV
oo ooo
TmMmO W >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

C2

X1 X22 + X1 x2X35

X1,X2,X3,X4 € R

2X1 X
2
TX1X2X;
3X1

2
—2X{ X2
2x12

+

2
65

X1X§j

1.2
2 X%
6x2X3

2
6x1X5

4
X2

3x7 Xg X3

X2X3
X3
X143
X1X3
2x2x4
X1X2

+

3,2

7X4

VIV IV IV IV IV

O O O o oo

AOTMmMT®® >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
S.C. 2X1X2
7X1X2X‘%
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x12
2 2.2

+

X1 X22 + X1 x2X35

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2 X%
6x2X3

2
6x1X5

4
X2

1, .3
2X1%2

3

3x1X3x3  +
x2x33: +
X3 +

2
X1X3  —

2.7

2X{ X5
xX1x2  +
3§ +

3,2

7X4

VIV IV IVIVIVIV
cNoNoNeNeNe N
T OTMmMT >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
S.C. 2X1X2
—x1
7X1X2X‘%
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x12
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

X1 X22 + X1 x2X35

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2 X%
6x2x:.5
6x1X5

3x7 Xg X3

X2 X3
X3

X1 xg
X1X3
2x2x4
X1X2
3x8
18x7 x22

+

+ +

+ + +

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOoOmMmMmTO >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser X1 X5
parmi les

S.C. 2X1X2

—x1

7x1X2xf

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

5
+  Xx1xoX3

+

_l’_

+ +

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2 Xg‘
6x2x:.5
6x1x5

3x7 Xg X3

X2 X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
X1X2
3x8
18x1x22

+

+ +

+ + +

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOoOmMmMmTO >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
S.C. 2X1X2
—x1
7X1X2X‘%
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x12
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
i+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2%2
6x2x§
by1

4
3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
X1X2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
S.C. 2X1 X2
—x1
7x1X2xf
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x12
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
i+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2%2
6x2x§
by1

4
3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2 X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
X1X2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
s.C. 2y
7 2
X1 X0 X4
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x?
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
i+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2%2
6x2x§
by1

4
3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
2

18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
s.C. 2y
7 2
X1 X0 X4
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x?
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
i+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

2
65

X1X§j

1.2
2%
6x2x§
by1

4
3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
2

18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
s.C. 2y
7 2
X1 X0 X4
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x?
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
i+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
2

18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les
s.C. 2y
7 2
X1 X0 X4
3X1
A-B —2x2x;
C? 2x?
C%.-D x2x2
A-B-E  6x2x

+

_l’_

+ +

5
yi o+ xixex3

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

X2X3
X3
x1x§
X1X3
2x2x4
2

18y1

+

+ +

+ + +

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV

O O OO oo oo
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3
6

—X1 — X1X5
Txixoxg — 393
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
x2x3 + %X1X23

6X12X2 — 6xf’x2

3x7 Xg X3

X2X3
X3
X142
X1X3
2x2x4
y2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3
6

—X1 — X1X5
Txixoxg — 393
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
x2x3 + %X1X23

6X12X2 — 6xf’x2

3x7 Xg X3

X2X3
X3

X1 x§
X1X3
2x2x4
y2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3
6

—X1 — X1X5
Txixoxg — 393
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
x2x3 + %X1X23

6X12X2 — 6xf’x2

3x7 Xg X3

X2 X3
X3
X142
Y5
2x2x4
y2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3
6

—X1 — X1X5
Txixoxg — 393
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
x2x3 + %X1X23

6X12X2 — 6xf’x2

3x7 Xg X3

X2X3
X3
X142
Y5
2x2x4
y2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

1

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

2y2
2
TX1X0X}

+

_l’_

+ +

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

Y6

X3
X1x§
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

3,2

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOmMmMmTOW>



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

1

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

2y2
2
TX1X0X}

+

_l’_

+ +

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

Y6

X3
X1x§
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

3,2
X5X4

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

1

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

2y2
2
TX1X2X;

+

_l’_

+ +

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

Y6

X3
X1x§
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

1

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

2y2
2
TX1X2X;

+

_l’_

+ +

6y3
6

1
2Y3
6x2x§
by1
x5
1 3
2X1%2
6xfx2

3X1X§X3

Y6

X3
X1x§
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3

—X1 - 8

7 2 — 1
X1X2X4 5Y3
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
2.2 3
X{Xy + 3X1X3

3x7 Xg X3

Y6

X3

X1 xg
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser
parmi les

S.C.

i+ Ya
X1,X2,X3,X4 € R

2> + 6y3

—X1 - Y8

7 2 — 1
X1X2Xy 5Y3
3X1 + 6X2X§1
—2x2xp  — 6y1
2x12 + Xﬁ‘
2.2 3
X{Xy + 3X1X3

3x7 Xg X3

Y6

X3

X1 xg
Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
loNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOmMmMmTO >



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

3X1X§X3 +

Y6
X3

+ +

x1x§ —

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNeoNoNoNoNoNeNa!
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

3X1X§X3 +

Y6
X3

+ +

xlxg —

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNeoNoNoNoNoNeNa!
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

3X1X§X3 +

Y6
X3

yio —

+ +

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIV IV
lcNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOmMmMmTOW>



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser i+ y4 - 3X1X§X3 + 7
parmi les X1,X2,x3,X4 € R

s.C. 2y + 6y — Y6 + yr > 0
—X1 - Y8 — x3 + TIxq > 0
Tyg — iys + yio — > 0
3x1 + 6X2x§l + Y5 — 3 >0
A-B —2xxy — 6yn —  2x3x5 — > 0
2 27 + x5 - y2 + > 0
C2-D  XBxE + i - 3x5 + > 0
A-B-E  6x2x0 — 6x3x2 + 181 + > 0

-~ ITIOmMmMmTOW>



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3

3X1X§X3 +

Y6
X3

yio —

+ +

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIV IV
lcNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOmMmMmTOW>



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B —2x2x;

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E  6x2x

_.I_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3

3X1X§X3 +

Y6
X3

yio —

+ +

253x5  —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIV IV
lcNoNoNoNoNoNeNa

-~ ITIOmMmMmTOW>



Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_|_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3

3X1X§X3 +

Y6
X3

yio —

+ +

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_.I_

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3

3X1X§X3 +

Y6
X3

yio —

+ +

252x5 —
Y2
3x8
18y1

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3X1X§X3

Y6

X3

Y10

Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_.I_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3X1X§X3

Y6

X3

Y10

Y5
2x2x4
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x?

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2x2

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_.I_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
lcNoNoNoNoNoNeNa
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2y15

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2y15

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_.I_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2y15

C%.-D x2x2

A-B-E 6y12

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11
6y1

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2y15

C%.-D x2x3

A-B-E 6y12

_.I_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11
6y1

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12

C? 2y15

c?-D Y17

A-B-E 6y12

_|_

_l’_

+ +

ya

X1,X2,X3,X4 € R

6y3
Y8
%}’3
6y11
6y1

3x7 Xg X3

Y6
X3
Y10
Y5
2y14
Y2
3x8
18y1

+

+ +

+ + +

7X4

VIV IVIVIVIVIVIV
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Linéarisation d'un POP d'une maniére déja moins naive

minimiser Vi
parmi les

s.C. 2y

—x1

Tyg

3X1

A-B  —2y12
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Idée : Les inégalités bleues sont a priori redondantes mais donnent des

informations importantes a |'issue de la linéarisation.
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Dans sa premiére ceuvre, |I'éblouissante Anneaux préordonnés,
Jean-Louis Krivine a demontré en 1964 le théoréme dit
Positivstellensatz qui équivaut essentiellement au fait suivant :

Pour tout POP non réalisable, lors du processus de linéarisation (moins
naif) qu'on vient de décrire, on peut toujours ajouter un nombre fini
d'inégalités bleues de sorte que le PL qui en résulte n'est pas realisable.

Le travail de Krivine arrivait trop tét pour se faire remarquer. |l n'a été
reconnu que 40 ans plus tard par Prestel. Désormais il peut étre vu
comme le début de I'algebre réelle contemporaine. Il se base sur une
généralisation de la solution d'Artin® du 17éme probléme de Hilbert et
sur I"élimination des quantificateurs sur les corps réels clos. Le résultat
a été redécouvert une décennie plus tard et par Stengle et par Prestel.

1. Tout polyndme positif en plusieurs variables s'écrit comme somme de carrés de
fractions rationelles.
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de départ et du «PL infinie» en déduit coincident.

Toutes les démonstrations utilisent le Positivstellensatz (de Krivine). La
preuve originale de Schmiidgen utilise en plus de |'analyse fonctionnelle.
En 1998, Woérmann a réussi de donner pour la premiére fois une
démonstration algébrique.

En 1993, Mihai Putinar a démontré qu’on n'a pas besoin des produits
comme A - B dans le théoréme de Schmiidgen si on remplace
I'hypothése de compacité par une condition technique plus forte, la
condition archimédienne qui n'est pas loin de la compacité en pratique.
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l3<ml\§<ww\-l> DW=
VIV IV IV IV
OO OO O



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

2x>
2
X2

X1

2
3%2
8X2
8
3%2
2x: 1X2
Ax1x

+ 4+

DW=

f
Nwl\ﬁow\h DN Wi

VIV IV

VIV IV IV IV

o O

O O O O o



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

2x>
2
X2

X1

2
3%2
8X2
8
3%2
2x 1X2
Ax1x

+ 4+

DW=
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VIV IV
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A i - X1 — 2xo
B - va + 23 — 2y + X3
C - 3 - XX + x
irredondantes :

AB — Xf’xé1 + ... + X22 + %XQ
AC xir’ + ... = x1 + 8x
ABC — X15X§ + ... = %XZZ — %XQ
D? Y3 — 2y

D?C — X+ ...+ A+ 4y

DW=
VvV IV IV
o O

x
N
O O O o o

Y
NN WIS N Wl
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A i - X1 — 2xo
B - v+ 23— 2u + X3
C - 3 — X5 + x
irredondantes :

AB - X3 + ...+ x5 + %XQ
AC xir’ + ... = x1 + 8x
ABC - XXX+ ... = %Xg — %XQ
D? Y3 — 2y

D?C — X+ ...+ A+ 4y

DW=
VvV IV IV
o O

Nowld N Wik

X

O O O o o

o
x

NN
VIV IV IV IV



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
¥3
4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4

+ + +

DW=

WD N Wik
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
¥3
4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4
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DW=
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N
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
¥3
4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4

+ + +

DW=

WD N Wik
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
¥3
4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

Y10

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
¥3
4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4

+ + +

DW=

WD N Wik

N
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

Y2

Y10

1

+ 2y3

+
+
+

y3

X1
2y
Y5

Y5
X1
35
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4y3

2xo

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2y4
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

y2

Y6
Y10
yi3

+

+ + +

1
2y3
Y3

X1
2y4
Y5

Y5
X1
35
¥3
4ys

2x>

Y5
X1

3X2
8X2
3X2
2ys

+

+

+ 4+

DW= =

WIS N Wik
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VIV IV

VIV IV IV IV
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

y2

Y6
Y10
yi3
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1
2y3
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2y4
Y5
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des inégalités redondantes

A

B

C
irredondantes :
AB

AC

ABC

D2

D?C

y2

Y6
Y10
yi3
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+
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2y4
Y5
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Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13 — xx — 2 + 1 > 0
B - x5 + 23 - 2qx + X5 - % > 0
C - X2 - x2 + x3 + 4 >0



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13 — xx — 2 + 1 > 0
B - x5 + 23 - 2qx + X5 - % > 0
C - X2 - x2 + x3 + 4 >0

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13 — xx — 2 + 1 > 0
B - x5 + 23 - 2qx + X5 - % > 0
C - X2 - x2 + x3 + 4 >0

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

(a—|—bx1—|—CX2+dX12+eX1X2+fX22)2 >0



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13 — xg — 2x + 1
B — x5+ 23 - 2% + X2 - %
C - X2 - X2 + x + 4

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

(a—|—bx1—|—CX2+dX12+eX1X2+fX22)2 >0

(a—l—bxl+cx2—|—dx12—|—ex1x2+fxz2) (1 x1 x X2 xix

> 0
> 0
> 0
<~

x3)

N 0O Q0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13 — x1 — 2 + 1 > 0
B — Xg + 2xf — 2x1x0 + x22 — % > 0
C - X2 - x2 + x3 + 4 >0

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

(a+ bxy + cxo + dx¢ + exaxo + £x3)2 > 0 =

1 a

X1 b

X2 C

(a b ¢ d e f) x12 (1 X1 X X12 X1X2 X22) d

X1 X2 e

2 f



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A xl3 — x1 — 2 + 1 > 0
B - x5 + 23 - 2qx + X5 - % > 0
C — X12 — x22 + x1 + 4 > 0
familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :
(a+ bxi + cxo + dxf + ex1xo + fx22)2 >0 <—
1 X1 X X12 X1 X X22 a
X1 X12 X1X2 xf x12xz x1x22 b
2 2 2 3
X2 X1X2 X5 X{X2  X1X5 X5 C
(a brcd e f> X2 X3 x2x 2 x3x X332 d =
1 1 1X2 1 1X2 XXy
X1X2 X12X2 X1X22 Xf’XQ X12X22 X1X§’ e
2 2 3 2.2 3 4
X5 X1Xy X3 XiX5 X1X3 X f



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

3
x5 + 2x1§ - 2X1X§ +
- X X5+

1 X1
X1 X12
X X1 X
(@ b c d e f) 5
1 X1
X1X2 x12x2
2 2

2X2

2
X2

X1

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c, ...

DN Wl =

X1X2
X1 X3
Xlxg

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A X13
B — X5+ 2%
C — X12

X1 — 2X2
2x1x0  + x22
3 4+ xi

_l’_

_l’_

DN Wl =

familles redondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

X2 X12
X1X2 Xf

X22 X12 X2
X12X2 X1
X1X22 Xf’ X2

B X

X1X2
X1 X3
Xlxg

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A Y1
B — X5+ 2%
C — X12

X1 —
2x1x0  +
x22 +

2X2

2
X2

X1

_l’_

_l’_

DN Wl =

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

X1
X
(@ b c d e f) 2
X1X2
3

X1
X
X1X2
»n
X12X2
X1X5

X2
X1X2

X135

3
X3

n
X

2.2
X1 %2

X1X2
X1 X5
Xlxg

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A Y1
B — X+ 2%
C — X12

X1 —
2x1x0  +
x22 +

2X2

2
X2

X1

_l’_

_l’_

DN Wl =

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

X1
X
(@ b c d e f) 2
X1X2
3

X1
X
X1X2
»n
X12X2
X1X5

X2
X1X2

X135

3
X3

n
X

2.2
X1 %2

X1X2
X1 X5
Xlxg

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yio—- X1 -
B — v+ 2F - 2ax +
C — X12 x22 +

2X2

2
X2

X1

+

+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 X1
X1 X12
X X1 X
(@ b c d e f) 2 T
X1 n
X1Xo x12x2
X2 X 2
2 X1

X2
X1X2

X135

X1X2
X1 X5

IV IV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yio— X1 -
B -y o+ 2 - 2ax +
C — X12 x22 +

2X2

2
X2

X1

+

+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 X1
X1 X12
X X1 X
(@ b c d e f) 2 R
X1 1
X1X2 X]?Xz
X2 X 2
2 X1

X2
X1X2

X135

X1X2
X1 X5

IV IV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomi

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi - X1
B — v+ 2 — 2x1x
C - 3 - X

ales

+
_l’_

2X2

2
X2

X1

+

+

DW=

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 X1
X1 y3
X X1X
(@ b c d e f) 2 172
3 1
X1X2 x12x2
2 2

X1X2
X1 X3

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomi

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi - X1
B -y + 2 — 2x1x
C - 3 - X

familles irredondantes (paramétrisées par a,

1 X1
X1 y3
(@ b c d e f) 2 X
3 1
X1X2 x12x2

2

ales

+
_l’_

2X2

2
X2

X1

b,c,...

+

_l’_

DW=

X1X2
X1 X3

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yio — X1
B - v+ 2 — 2y
C - - X

+
+

2X2

2
X2

X1

_l’_

_l’_

D Wl =

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 X1
X1 y3
(@ b c d e f) X2 )
Y3 n
v xPxo

2

X1 X3

3
X3

¥3

y1
X7 X2

Xt
X7 X2
X1 X2

Ya
X]. X2
2
x1%

VIV IV
o

2
X2

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yio — X1
B - v+ 2 — 2y
C - v - X

+
+

2X2
2
X2
X1

_l’_

_l’_

D Wl =

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 X1
X1 y3
(@ b c d e f) X2 )
Y3 n
va  xPxo

2

X1 X3

3
X3

¥3

y1
X7 X2

Xt
X7 X2
X1 X2

Ya
X]. X2
2
x1%

VIV IV
o

2
X3

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A

B y2 +
C _

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

(@ b c d e f)

1
2y3
y3

- 2

X1
¥3
ya
n
X{ X0
X1X22

X1
’Z
Y5

— 2X2
+ ¥
+ X1

X2 y3

Ya Y1
vs  xix

X12 X2 xf
X1 x22 Xl3 X2
3 2.2

X5 XXy

_l’_

_l’_

D Wl =

Ya
X]. X2
2
x1%

VIV IV
o

Y5

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A

B y2 +
C _

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

(@ b c d e f)

1
2y3
y3

- 2

X1
¥3
ya
n
X{ X2
X1X22

X1
’Z
Y5

— 2X2
+ ¥
+ X1

X2 ¥3
ya 1
2
Y5 X1 X2
2 4
X{X2  X]
X1 x22 X13X2
3 2.2

X5 XXy

_l’_

_l’_

D Wl =

ya
X1 X2
X1 X3

VIV IV
o

Y5

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi — x1 — 2x
B — v+ 2 = 2y + ¥
C - 3 — ¥y + x

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 x X2 Y3
X1 ¥3 ya 1

(a b c d e f) X2 pZ Y5 Y6

4
3 n Y6 X1
2 .3

Y4 Yo o X1X5 XIX2

2 3 2.2

Y5 X1Xp X5 XyX)

_l’_

_l’_

D Wl =

Yo
X1X22
X1X3

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi — x1 — 2x
B — v+ 2 = 2y + ¥
C - 3 — ¥y + x

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :

1 x X2 Y3
X1 ¥3 ya 1

(a b c d e f) X2 pZ Y5 Y6

4
3 n Y6 X1
2 U3

Y4 Yo o X1X5 XIX2

2 3 2.2

Y5 X1X5 X5 XyX)

_l’_

_l’_

D Wl =

Yo
X1 X22
X1X3

VIV IV
o

N O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A v -
B — y2 + 2y3 —
C - ¥y3 -

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c, ...

1 x5
X1 Y3
(@ b c d e f) X2 ya
3
Ya Yo
Y5 Y7

X1
2ys
Y5

X2
ya
Y5
Y6
Y7

3
n
Y6
X1
x13X2
Xl X2

- 2x2 +
+ ¥y -
+ x1 +

pZ
Yo

yr
X{X2

2.2
X1 X3

X1X§’

D Wl =
IV IV IV

~—

o

N 0O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A v -
B — y2 + 2y3 —
C - ¥y3 -

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c, ...

1 x5
X1 Y3
(@ b c d e f) X2 ya
3
Ya Yo
Y5 Y7

X1
2ys
Y5

X2
ya
Y5
Y6
Y7

3
n
Y6
X1
xf’xz
Xl X2

- 2x2 +
+ ¥y -
+ x1 +

pZ
Yo

yr
X{X2

2.2
X1 X3

X1X§’

D Wl =
IV IV IV

~—

o

N 0O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A v -
B — y2 + 2y3 —
C - ¥y3 -

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c, ...

1 x5
X1 Y3
(@ b c d e f) X2 ya
3
Ya Yo
Y5 Y7

X1

2ys
Y5

X2
ya
Y5
Y6
Y7

y3
Y1
Y6

3]
x13X2

X1X)

- 2x2 +
+ ¥y -
+ x1 +

pZ
Yo

yr
X{X2

2.2
X1 X3

X1X§’

D Wl =
IV IV IV

~—

o

N 0O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A v -
B — y2 + 2y3 —
C - ¥y3 -

familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c, ...

1 x5
X1 Y3
(@ b c d e f) X2 ya
3
Ya Yo
Y5 Y7

X1

2ys
Y5

X2
ya
Y5
Y6
Y7

y3
Y1
Y6

3]
xf’xz

X1X)

- 2x2 +
+ ¥y -
+ x1 +

pZ
Yo

yr
X{X2

2.2
X1 X3

X1X§’

D Wl =
IV IV IV

~—

o

N 0O QA 0 T W



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi - x1 — 2 + 1 > 0
B -~ Y2 4+ 23 — 2 + 5 — 3 =20
C - » - v+ xx + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :
I x1 x y3 ya ¥ a
X1 y3s ya Y1 Yo ooy b
X2 Y4 Y5 Ve y7 Yo c
a b c d e f
( ) Y3 V1 Y Y8 Xgpx2 XiX3 d
Ya Yo Y7 X13 X2 X12 X22 X1X23 €
Vs yr Yo xPX3 xix3 f



Systéme d'inégalités polynomiales

Tentative de linéarisation aprés avoir ajouté des familles d'inégalités redondantes

A yi — x1 — 20 + 1 > 0
B — v+ 23 — 2% + y5 — 3 >0
C - » - v+ xx + 4 >0
familles irredondantes (paramétrisées par a, b, c,...) :
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Relaxation des moments

Relaxation de Lasserre (Jean Lasserre )

Maintenant on formalise le processus de linéarisation qu'on avait décrit
de facon informelle.

Comme ils coditent cher pour le calcul, on essaye d'éviter des produits
comme A - B dans les contraintes ajouté redondamment avant la
linéarisation.

Au lieu de produits, on permet de sommes alors qu'ils n'ont aucun effet
(comme la linéarisation commute avec les sommes). C'est parce qu'ils
s'avérent pratiques pour les fins théoriques (ainsi les contraintes
redondantes formeront un céne convexe).

Les contraintes redondantes ajoutées formeront au fait
un module quadratique tronqué :
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Module quadratique
Définition : Soit A un anneau commutatif (ex. : A=R[X]) et T C A.
Alors on appelle T un module quadratique dans A si

» 1T,

» p+qg€ T pourtout p,ge T et

» h’pc T pourtout he Aetpe T.

Notons que dans R[X] tout module quadratique est un céne convexe.
Le plus petit module quadratique est I'ensemble

J4
Dy A= {Zh,?MeNo,h,- EA}
i=1

des sommes de carrés. Plus généralement, le module quadratique
engendré par p1,...,pm € A est

T(pla"'apm) :ZA2+ZA2P1++ZA2Pm

ot S, A%p:={sp|s e A%} pour p € A



Module quadratique tronqué

Définition : Soit m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Dans |'espace
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Module quadratique tronqué

Définition : Soit m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Dans |'espace
vectoriel R[X]x des polynémes de degré k au plus, nous dénotons le
cbne convexe

(RIXJOS" RIXP)+RIXNY RIXPp1)+ - +RIXLNS RIXpo)

par Tx(pi,...,pm) et nous I'appelons le module quadratique tronqué
en degré k associé a p1,..., pm.

C'est facile & montrer que
RIXJ« N Y RIXPp = {520, h2p | by € RIX], 2deg(hi) < k — deg(p)}
pour k € Ng et p € R[X]\ {0}.

L'inclusion Tx(p1,...,pm) € R[X]x N T(p1,-..,pm) est en général
loin d'&tre une égalité.

Plus grand le degré de relaxation k est choisi, plus grand est le nombre
de contraintes redondantes qu'on ajoute avant la linéarisation. Un
nombre plus élévé de contraintes redondantes améliore la linéarisation
mais agrandit en méme temps le PSD.
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(P) minimiser f(x) parmiles x € R" s.c. p1(x) > 0,...,pm(x) >0
donné par m;n € Ng et f,p1,...,pm € R[X].
Soit k € Ng un degré de relaxation tel que £, p1,..., pm € R[X]x.

La relaxation des moments de degré k (ou relaxation de Lasserre) de
(P) est le PSD donné par

(Px) minimiser L(f) parmi les L € R[X];
sous contraintes L(Tk(p1,...,Pm)) C Rxg et
L(1)=1.

Ici R[X]} est I'espace dual de R[X], et (Px) s'écrit comme un PDS en
implémentant les L(X®) (o € N{, |a| < k) par des nouvelles variables
yi comme avant.
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Proposition : Soient m,n, k € N, f,p1,..., pm € R[X]x et soit (P) la
relaxation des moments de degré k du POP

(P) minimiser f(x) parmi les x € R" sous contraintes x € S

ou S ={xeR"|pi(x)>0,...,pm(x) > 0}. Alors

(a) P22 Ply > Py > Pioy 2 Py = P

(b) Si L est l'intégration par rapport a une mesure sur S, alors L est un
point admissible de (Py) avec L(f) > P*.

(c) Si (Px) a une solution (optimale) L* dont la restriction a R[X], est
I'intégration par rapport a une mesure . sur S pour un
¢e{l,...,k} avec f € R[X]y, alors on a de I'égalité partout dans
(a) et tout élément du support de 1 est une solution de (P).

(d) Dans la situation de (c), si (P) n'admet qu'une seule solution x*,
alors x* = (L*(X1),...,L*(X,)) et en plus L*(p) = p(x*) pour
tout p € R[X];.
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Stratégie pour résoudre un probléme d’optimisation polynomiale (P) :

(1) Choisir un degré de relaxation k plutdt petit.

(2) Resoudre la relaxation des moments (Py) a I'aide d'un solveur
PSD. S'il prend trop longtemps, assister a un autre exposé.

(3) Espérer d'obtenir une solution L* de (Px) dont la restriction a
R[X], est I'intégration par rapport & une mesure z, sur S pour un
¢e{l,...,k} avec f € R[X],. Autrement augmenter k et
recommencer.

(4) Determiner le support d'un tel 1 et vérifier qu'il soit contenu
dans S. Autrement augmenter k et recommencer.

(5) Les valeurs optimales de (P) et (Px) coincident et tout élément du
support de 11 est une solution optimale x* de (P).

~> Probléme des moments tronqué :
On a besoin de critéres pour savoir si L € R[X]; provient d'une mesure.
Il faut aussi calculer le support d'une telle mesure.

Fait (existence de formules de quadrature, Bayer et Teichmann 2006) :
Si L € R[X]; vient d'une mesure, il vient d’une mesure a support fini.
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Soit d € Net L € R[X]3, tels que L(>_R[X]3) C Rxo.

Tache : Si possible, essayer de trouver une mesure a support fini x telle
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Probléme des moments tronqué

Soit d € Net L € R[X]3, tels que L(>_R[X]3) C Rxo.

Tache : Si possible, essayer de trouver une mesure a support fini x telle
que L (ou au moins L\R[)ﬂé pour un ¢ < 2d pas trop petit) est

intégration par rapport a .

On aimerait trouver :
" tel
X117---7X1n7~--7Xr17---7XrneRetaeR tesque

P(X115---,X1n)
L(p) = << ) a, a> pour tout p € R[X],.
P(Xr17-~»7Xrn)
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Tache : Si possible, essayer de trouver une mesure a support fini x telle
que L (ou au moins L\R[)ﬂé pour un ¢ < 2d pas trop petit) est

intégration par rapport a .

On aimerait trouver :
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Soit d € Net L € R[X]3, tels que L(>_R[X]3) C Rxo.

Tache : Si possible, essayer de trouver une mesure a support fini x telle
que L (ou au moins L\R[)ﬂé pour un ¢ < 2d pas trop petit) est

intégration par rapport a .

On aimerait trouver :
des matrices diagonales Dy,..., D, € R™*" et a € R" tels que

L(p) = (p(D1,...,Dp)a,a) pour tout p € R[X],.
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Probléme des moments tronqué
Soit d € Net L € R[X]3, tels que L(>_R[X]3) C Rxo.

Tache : Si possible, essayer de trouver une mesure a support fini x telle
que L (ou au moins L\R[)ﬂé pour un ¢ < 2d pas trop petit) est
intégration par rapport a .

On aimerait trouver :
un espace euclidien de dimension finie V, des endomorphismes
commutants auto-adjoints My, ..., M, de V et a € V tels que

L(p) = (p(My, ..., My)(a),a) pour tout p € R[X],.

Idée : Si on avait L € R[X]*, L(p?) > 0 pour tout p € R[X]\ {0} et si
on permettait & V' d'avoir une dimension infinie, alors on pourrait
prendre V/ := R[X]| muni du produit scalaire définie par (p, q) := L(pq)
pour tout p, g € R[X], M;: R[X] — R[X], p+ Xjp pour tout
ie{l,....,n} et a:=1¢cR[X].
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Construction GNS tronquée
Soit d € Net L € R[X]3, tels que L(>_R[X]3) € Rxq. Alors

UL :={peR[X]q4 | Vg € R[X]q : L(pq) = 0}

est un sous-espace de R[X] que nous appelons le noyau GNS de L.
Nous appelons I'espace vectoriel quotient V; := R[X],/U, I'espace de
la representation GNS de L. C'est facile a montrer que

(P:q):=Llpq)  (p,q € R[X]4)

définit un produit scalaire sur V| que nous appelons le produit scalaire
GNS sur V,. Ainsi V, devient un espace euclidien de dimension finie.
Nous appelons la projection orthogonale 7, de V; sur le sous-espace
{P| p € R[X]g-1} la troncature GNS de L.

Alors pour tout /i € {1,..., n},

Mpi: T Vi — mVi, pe m(Xip) (p € R[X]g-1)

est un endomorphisme auto-adjoint de 7, V; que nous appelons le
i-iéme opérateur de multiplication tronqué de L.
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Construction GNS tronquée

Soit d € Net L € R[X]3, avec L(>_R[X]?) C R=o. Afin de montrer
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Construction GNS tronquée

Soit d € Net L € R[X]3, avec L(>_R[X]?) C R=o. Afin de montrer
que

Mpi:mVi = oV, p=m(Xip)  (p € R[X]a-1)

est bien défini, notons que 7, (X;p) = 0 pour tout p € R[X]y1 N UL,
car si on choisit g € R[X]y_1 tel que § = 7, (X;p), alors



Construction GNS tronquée

Soit d € Net L € R[X]3, avec L(>_R[X]?) C R=o. Afin de montrer
que

Mpi:mVi = oV, p=m(Xip)  (p € R[X]a-1)

est bien défini, notons que 7, (X;p) = 0 pour tout p € R[X]y1 N UL,
car si on choisit g € R[X]y_1 tel que § = 7, (X;p), alors

T2 (Xop,q)1 = L(Xipa) = L(p(Xiq)) = (B, Xia) "=" 0.

Pour vérifier que M, ; est auto-adjoint, soient p, g € R[X]y_1 et
observons que

(MLi(P),a)1 = (. (Xip), >L—<xp,m(q)>ﬁ€2“< P, 9L
— L(Xipq) = L(p(Xiq)) = (B, Xia)r "2 (m1(P), Xiq)1
— (p, m(Xiq)) = (P, MLi(@))1




Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]5, tel que L(> R[X]?) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

Wy = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g-1 + UL} 2 R[X]a-1)-
i=1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.
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Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(>_R[X]?) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

Wy = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g-1 + UL} 2 R[X]a-1)-
i=1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Corollaire. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3"R[X]?) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent. Alors L|R[K]2(d71) est I'intégration par rapport a une mesure
de support fini.

Corollaire. Soit d € N et L € R[X]5, (une variable) tel que
LS RIX]Z) C Reo. Alors Ligx],, ,, est I'intégration par rapport a
une mesure de support fini.

d—1



Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(}_R[X]3) C Rxo.

Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

i=1
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Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

m

Wy = {Z piqi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(4-1)-
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Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|
composée de vecteurs propres communs a tous les M j,
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Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|
composée de vecteurs propres communs a tous les M, j, x1,...,x, € R”
’Eels que My ;v; = xjiv; pour tout /,j et a,...,a, € R tels que
1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout .
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Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1
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’Eels que My ;v; = xjiv; pour tout /,j et a,...,a, € R tels que
1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre

p(ML1,..., M ,)(1) =P pour tout p € R[X]g—1 + UL.



Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|

composée de vecteurs propres communs a tous les M, j, x1,...,x, € R”

tels que M ;jv; = xjiv; pour tout /,j et ar,...,ar € R tels que

1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre
p(ML1,..., M ,)(1) =P pour tout p € R[X]g—1 + UL.

Soient p,q € R[X]y_1 + U;. Alors

L(pg) = (P, @)L = (P(ML1,...,MLn)(1),q(Mr1, ..., Mn)(1))L.
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Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons
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Jj=1 L

k=1
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Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1
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1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre
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Soient p,q € R[X]y_1 + U;. Alors
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Jj=1 L

k=1



Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|

composée de vecteurs propres communs a tous les M, j, x1,...,x, € R”

tels que M ;jv; = xjiv; pour tout /,j et ar,...,ar € R tels que

1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre
p(ML1,..., M ,)(1) =P pour tout p € R[X]g—1 + UL.

Soient p,q € R[X]y_1 + U;. Alors

L(pg) = Z z ajarp(x)a(x;) (vj, vic) -

j=1 k=1



Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|

composée de vecteurs propres communs a tous les M, j, x1,...,x, € R”

tels que M ;jv; = xjiv; pour tout /,j et ar,...,ar € R tels que

1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre
p(ML1,..., M ,)(1) =P pour tout p € R[X]g—1 + UL.

Soient p,q € R[X]y_1 + U;. Alors

L(pq) = > a7 (pq) ().
j=1



Construction GNS tronquée

Théoreme. Soit d € N et L € R[X]3, tel que L(3_R[X]?3) C Rxo.
Supposons que les opérateurs de multiplication tronqués de L
commutent et posons

W = {Z pigi | m € No, pi, qi € R[X]g—1 + UL} 2 R[X]a(g-1)-
i—1

Alors L|yy, est l'intégration par rapport a une mesure de support fini.

Preuve. Choisissons une base orthonormale vy, ..., v, de 7, V|

composée de vecteurs propres communs a tous les M, j, x1,...,x, € R”

tels que M ;jv; = xjiv; pour tout /,j et ar,...,ar € R tels que

1=aivi+---+arv,. Posons \; := ajz pour tout j. Un exercice montre
p(ML1,..., M ,)(1) =P pour tout p € R[X]g—1 + UL.

Soient p,q € R[X]y_1 + U;. Alors

L(pg) =Y Ai(pa)(x).
j=1



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]5,, L R[X]3) CRsg et L' := L’R[Klz(d_l)-
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]a4



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]5,, L R[X]Z) C Rxo et L' = Llgxy,, s,
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL = R[X]q

(b) m VL=V,



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]3,4, L R[X]F) € Rxo et L' = Llgpx, .y,
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]q4

(b) m VL=V,

() VaeN]: (la|=d = FpeR[X]g_1: X*—pe U)



Condition de platitude

Soit d e Net L € R[X]5,, L R[X]?) CRsget L' := L’R[Klz(d_l)-
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]q4
b 7TLVL - VL

(b)
(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)
(d) Dans le diagramme

Vir = R[X]g-1/Up «= R[X]g—1/(U.NR[X]g-1) — R[X]a/UL = V.

les deux applications sont des isomorphismes.



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]5,, L R[X]3) CRsg et L' := L’R[Klz(d_l)-
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]a4
(b) m VL=V,

(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)
(d)

Dans le diagramme
Vir = R[X]g-1/Upr « R[X]g—1/(ULNR[X]g-1) — R[X]a/UL = VL

les deux applications sont des isomorphismes.
(e) dim V/_/ = dim VL



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X[3,, LOOR[X]3) C Ry et L' := Ly
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]a4

(b) m VL=V,

(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)
(d)

Xla@d—1)

d

Dans le diagramme

Vir = R[X]g-1/Up «= R[X]g—1/(U.NR[X]g-1) — R[X]a/UL = V.

les deux applications sont des isomorphismes.
(e) dim V/_/ = dim VL
(f) (L(K“+ﬁ))|a"|5|§d_1 et (L(K“+ﬁ))|a"|5|§d ont le méme rang.



Condition de platitude

Soit d e Net L € R[X]5,, L R[X]?) CRsget L' := L’R[Klz(d_l)-
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ UL =R[X]a4
(b) m.VL=V,

(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)
(d)

Dans le diagramme

Vir = R[X]g-1/Upr « R[X]g—1/(ULNR[X]g-1) — R[X]a/UL = VL
les deux applications sont des isomorphismes.

(e) dim VL’ =dim VL

(f) (L(Ko‘+ﬁ))|a\,|m§d_1 et (L(Ko‘+ﬁ))|a"|m§d ont le méme rang.

Si (I'une de ces) conditions est remplie, nous appélons L plat.



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]5,, L R[X]Z) C Rxo et L' = Llgxy,, s,
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ U =R[X]q

(b) m ViL=Vy

(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)

(d)

Dans le diagramme
Vir = R[X]g-1/Upr « R[X]g—1/(ULNR[X]g-1) — R[X]a/UL = VL

les deux applications sont des isomorphismes.
(e) dim V/_/ = dim VL
(F) (LX) o 1<d—1 et (L(XT7))jq)5<a ont le méme rang.

Si (I'une de ces) conditions est remplie, nous appélons L plat. On peut
montrer que dans ce cas, les opérateurs GNS de multiplication tronqués
de L commutent.



Condition de platitude

Soit d € Net L € R[X]5,, L R[X]Z) C Rxo et L' = Llgxy,, s,
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) R[X]g—1+ U =R[X]q

(b) m ViL=Vy

(c) VaeNj: (o] =d = FpeR[X]g_1: X*—pe Up)

(d)

Dans le diagramme
Vir =R[X]g-1/Up « R[X]g—1/(U.NR[X]g-1) = R[X]a/U = Vi

les deux applications sont des isomorphismes.
(e) dim V/_/ = dim VL
(F) (LX) jagp1<d—1 €t (LX) 101, 51<a Ont le méme rang.
Si (I'une de ces) conditions est remplie, nous appélons L plat. On peut
montrer que dans ce cas, les opérateurs GNS de multiplication tronqués
de L commutent. Donc le théoréme suivant de Curto et Fialkow (1996)

est un corollaire : Si L est plat, alors L provient d'une mesure a support
fini.



La méthode des matrices de Gram

Soient m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Rappelons que le module
quadratic tronqué en degré k associé a p1,..., pm est

(RIXTNY RIXP)+(RIX1NY RX]Pp1)+- - -+(RIX]NY  R[X]* pm).-
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Soient m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Rappelons que le module
quadratic tronqué en degré k associé a p1,..., pm est
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L(Tk(p1s--.,Pm)) € Rxg pour L € R[X]; sous forme d'une inégalité
matricielle linéaire.
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Peut-on également exprimer Tx(pi, ..., pm) SOi-méme avec une
inégalité matricielle linéaire ?



La méthode des matrices de Gram

Soient m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Rappelons que le module
quadratic tronqué en degré k associé a p1,..., pm est

(RIXTNY RIXP)+(RIX1NY RX]Pp1)+- - -+(RIX]NY  R[X]* pm).-

Nous avon appris comment écrire la condition
L(Tk(p1s--.,Pm)) € Rxg pour L € R[X]; sous forme d'une inégalité
matricielle linéaire.

Peut-on également exprimer Tx(pi, ..., pm) SOi-méme avec une
inégalité matricielle linéaire 7 Oui, en introduisant des nouvelles
variables!

Soient k € Ny, p € R[X]y \ {0}, d := L%J

u
ui, ..., us une famille génératrice de R[X]y et u := ( : ) Alors

Us



La méthode des matrices de Gram

Soient m € Ny, p1,...,pm € R[X] et k € Ny. Rappelons que le module
quadratic tronqué en degré k associé a p1,..., pm est

(RIXTNY RIXP)+(RIX1NY RX]Pp1)+- - -+(RIX]NY  R[X]* pm).-

Nous avon appris comment écrire la condition
L(Tk(p1s--.,Pm)) € Rxg pour L € R[X]; sous forme d'une inégalité
matricielle linéaire.

Peut-on également exprimer Tx(pi, ..., pm) SOi-méme avec une
inégalité matricielle linéaire 7 Oui, en introduisant des nouvelles
variables!

Soient k € Ny, p € R[X]y \ {0}, d := L%J

u
ui, ..., us une famille génératrice de R[X]y et u := ( : ) Alors

Us

s
RIXJ«n)_RIX)p = {Zh?P | hi € R[X]d} = {u"Gup | G € R}
i=1



Le dual d'une relaxation des moments
Considérons un POP

(P) minimiser f(x) over x € R" sous contraintes pi(x) > 0,...,pm(x) >0
donné par myn € Ny, f,p1,...,pm € R[X].
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(P) est le PSD spécifié par

(Px) minimiser L(f) parmi les L e R[X];
sous contraintes L(Tk(p1,...,Pm)) C R>q et
L(1)=1



Le dual d'une relaxation des moments
Considérons un POP

(P) minimiser f(x) over x € R" sous contraintes pi(x) > 0,...,pm(x) >0
donné par myn € Ny, f,p1,...,pm € R[X].
Soit k € Ng un degré de relaxation tel que £, p1,..., pm € R[X]x.

La relaxation des moments de degree k (ou relaxation de Lasserre) de
(P) est le PSD spécifié par

(Px) minimiser L(f) parmi les L e R[X];
sous contraintes L(Tk(p1,...,Pm)) C R>q et
L(1)=1

On peut montrer que le PDS dual peut s'écrire da la fagon suivante :

(Dk) maximiser a parmiles a € R
sous contraintes f —a € Tg(p1,...,Pm)



Propriétés non triviales de la relaxation des moments
Soient m, n, k € Ny tels que £, p1,...,pm € R[X].
S:={xeR"|pi(x) >0,...,pm(x) >0}

On aimerait résoudre le POP : (P) minimiser f(x) parmiles x € S




Propriétés non triviales de la relaxation des moments
Soient m, n, k € Ny tels que £, p1,...,pm € R[X].
S:={xeR"|pi(x) = 0,...,pm(x) = 0}

On aimerait résoudre le POP : (P) minimiser f(x) parmi les x € S
T = {Xo 22 hipi | hyj € RIX], deg(hp;) <k}, T := Upen Tk




Propriétés non triviales de la relaxation des moments
Soient m, n, k € Ny tels que £, p1,...,pm € R[X].

S = {x € R | py(x) 2 0,...., pm(x) > 0}

On aimerait résoudre le POP : (P) minimiser f(x) parmi les x € S
T = {Xo 22 hipi | hyj € RIX], deg(hp;) <k}, T := Upen Tk
(Px) minimiser L(f) parmi L € R[X]} s.c. L(Tx) CR>pet L(1) =1




Propriétés non triviales de la relaxation des moments
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Remarque (hiérarchies de relaxations). (D)« et (P})x sont des suites
croissantes qui n'excédent pas P*.

Remark (dualité faible). P; > D;

Lemme. Si S est d'intérieur non-vide dans R”, alors T est fermé dans
R[X]«.

Proposition (dualité forte). Si S est d'intérieur non-vide dans R”, alors
P; = Dj et, a moins que P; = D = —o0, (D) a une solution unique.



Propriétés non triviales de la relaxation des moments
Soient m, n, k € Ny tels que £, p1,...,pm € R[X].

S = {x €R" | pi(x) > 0,.... pm(x) > 0}

On aimerait résoudre le POP : (P) minimiser f(x) parmiles x € S
T = {Xo 22 hipi | hyj € RIX], deg(hp;) <k}, T := Upen Tk
(Px) minimiser L(f) parmi L € R[X]} s.c. L(Tx) CR>pet L(1) =1
(Dx) maximiser a parmi a € R sous contraintes f — a € Ty

Théoreme (Krivine 1964, Schmiidgen 1991, Putinar 1993). Equivalent :

(a) IteNg:3q1,...,qe e RX]: (VI C{1,...,t} : [[ic;qi € T &
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(
(
(
(

Preuve. () = (d) = (¢) = (b) = (a) sont triviaux.
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Preuve. (a) = (c) trés dur (démontré par Schmiidgen 1991, simplifié
par Wdrmann 1998, toutes les preuves utilisent le Positivstellensatz)
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Preuve. (c) = (d) trois lignes
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Preuve. (d) = (e) Putinar 1993 (via dualité et analyse fonctionelle),
Jacobi 2001 (algébrique, trés difficile), Marshall 2008 (algébrique)
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Si ces conditions équivalentes sont remplies, on appelle T archimédien.
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Si S est compact, on peut assurer (a) en ajoutant aux p; leurs produits
(trop coliteux si m est grand!).
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(

Si S est compact et si on connait une boule contenant S, on peut assurer
c) facilement en ajoutant un p; redondant.
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Corollaire. Si T est archimédien, alors (D;)x et (P}), convérgent vers
P*.
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-[oe oo (o))
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Qai...ap
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Corollaire (S. 2004). Soit S compact, g1,...,q: € R[X], m = 2' et
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C

0< P~ Pf <P —Dj <
= k = k_\C/E

pour grand k.
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Corollaire (S. 2004). Soit S compact, g1,...,q: € R[X], m = 2' et
{p1, o pmt = {Ilic;ai € T |1 C{1,...,t}}. Alors ils existent des
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C
vk

O0< P —P, <P —D; < pour grand k.

On peut expliciter la dépendance de f.
La preuve donne une piste pour expliciter la dépendance des g;.
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Corollaire (Nie et S. 2007). Supposons que T soit archimédien. Alors ils
existent des constantes C = C(n,f,t,q1,...,q:) € N et
c=c(n,t,q1,...,q:) € N telles que

C
0< P — P, <P —Df < —— pour grand k.
y |og§
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On peut encore expliciter la dépendance de f.
La preuve donne une piste pour expliciter la dépendance des g;.
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Théoréme (Krivine 1964, Schmiidgen 1991, Putinar 1993).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) LeRX]*, L(T) C Rsg et L(1) = 1.

(b) L est l'intégration par rapport & une mesure de probabilité sur S.
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Théoréme (Krivine 1964, Schmiidgen 1991, Putinar 1993).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) LeRX]*, L(T) C Rsg et L(1) = 1.

(b) L est l'intégration par rapport & une mesure de probabilité sur S.

C'est le résultat dual aux résultats de Schmiidgen et Putinar.
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Théoréme (S. 2005). Supposons que les L résolvent les (Py) «presque
de facon optimale» pour tout k. Fixons d et une norme sur R[X]%.
Dénotons S* I'ensemble des solutions de (P). Alors pour tout £ > 0, il
y a k tel que pour tout £ > k, il existe une mesure de probabilité 1 sur
S5* telle que

| Lelrpx), — Lull <e.
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S5* telle que

ILelrx)y — Lull <e.

lci L,: R[X]g = R, p— [ p(x)dp(x).
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Théoréme (S. 2005). Supposons que les L résolvent les (Py) «presque
de facon optimale» pour tout k. Fixons d et une norme sur R[X]%.
Dénotons S* I'ensemble des solutions de (P). Alors pour tout £ > 0, il
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Corollaire. Si (P) n'a qu'une solution x*, alors
“mkﬁoo(l-k(xl)’ ceny Lk(Xn)) = x*.
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Henrion, Lasserre, Lofberg
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Implémentations

» SparsePOP, Tokyo Institut of Technology
Waki, Kim, Kojima, Muramatsu, Sugimoto, Yamashita
http://www.is.titech.ac.jp/ kojima/SparsePOP/


http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/
http://www.laas.fr/~henrion/software/gloptipoly3/
http://www.is.titech.ac.jp/~kojima/SparsePOP/
http://www.cds.caltech.edu/sostools/

Implémentations

» SOSTOOLS, Caltech

Prajna, Papachristodoulou, Seiler, Parrilo
http://www.cds.caltech.edu/sostools/


http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/
http://www.laas.fr/~henrion/software/gloptipoly3/
http://www.is.titech.ac.jp/~kojima/SparsePOP/
http://www.cds.caltech.edu/sostools/

Implémentations

» YALMIP, Linkdping
Lofberg
http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/
» GloptiPoly, LAAS Toulouse
Henrion, Lasserre, Lofberg
http://www.laas.fr/ henrion/software/gloptipoly3/

» SparsePOP, Tokyo Institut of Technology
Waki, Kim, Kojima, Muramatsu, Sugimoto, Yamashita
http://www.is.titech.ac.jp/ kojima/SparsePOP/
» SOSTOOLS, Caltech

Prajna, Papachristodoulou, Seiler, Parrilo
http://www.cds.caltech.edu/sostools/


http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/
http://www.laas.fr/~henrion/software/gloptipoly3/
http://www.is.titech.ac.jp/~kojima/SparsePOP/
http://www.cds.caltech.edu/sostools/

