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Université de Rennes 1

dies academicus
Universität Konstanz

26. Oktober 2007



Von Konstanz nach Obwalden



Lungerersee
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Elektrizitätswerk Obwalden
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Elektrizitätswerk Obwalden

Kennwerte für die Seen im Modell: Einzugsgebiet, Höhe und Abflusskoeffizienten im Laufe des Jahres, Oberfläche, Inhalt,
Tiefe, Pegelmarken (min.-max.), Querschnittsfunktion abhängig vom Füllungsgrad, Tage mit Eisbedeckung bei Tannen-
und Melchsee, Verdunstungswerte im offenen Zustand, Zuflüsse, Entnahmen von Produktionswasser.
Kennwerte für die offenen Bachfluss-Strecken: Länge, Abflusszeit bei verschiedenen Wassermengen, Versickerungsmenge
im Bachbett, Zuflüsse auf der Abschnittslänge.
Kennwerte Stollen-Druckleitungen: Länge, Querschnitt und Format, Typisierung Freispiegel- oder Druckstollen, Gefälle,
Rauhigkeit nach Strickler, Druckverluste bei verschiedenem Durchsatz, Wasserverluste/Einträge und die Fliesszeit in
Abhängigkeit der Menge.
Kennwerte Wasserfassungen: Oberfläche, Speichervolumen, geometrische Form, Überfallkante, Menge der verworfenen
Wassermenge, Zuflüsse Zwischeneinzugsgebiet. Der Speicher Tannensee baut im Winter 3, 7 Mio. m3 und der Melchsee
3, 2 Mio. m3 ab, füllt sie während der Schneeschmelze und erfüllt dadurch die Konzessionstermine. Den Strom
produzieren wir über die Nutzung des Gefälles von 825m im KW Hugschwendi in 2 Peltonturbinen à 7000 kW und einer
Produktionswassermenge von je 1 m3/s. Das Wasser läuft über ein offenes Gerinne mit einer Länge von 4500m zur
Wasserfassung Grosses Melchtal, welche auch über natürliche Zuflüsse verfügt, in das Lungerersee-Kraftwerk. Ein 6500m
langer Freispiegelstollen zur Fassung Klein Melchtal, welche das Wasser von einem Einzugsgebiet von 25, 7 km2 auf einer
mittleren Höhe von 1470m, ins System einführt. Im Stollen geht es weiter über den virtuellen See als Knotenpunkt (Inhalt
O) zum Laufkraftwerk Kaiserstuhl mit einer 3 und einer 7 MW Francisturbine und einem minimalen Gefälle bei vollem
Lungerersee von 106m (mittlere Höhe des Eingangsgebietes von 1370m). Der Lungerersee als natürlicher Speicher mit 50

Mio. m3 pendelt von Oktober bis April um 40m (688− 648 m.ü.M.). Weiter geht das Wasser zur der 1994 erneuerten
Zentrale Unteraa mit 2 Francismaschinen à 24 MW und einer Einphasen Bahnstrommaschine (15 kV, 162/3 Hz) 6, 5
MW. Zu den skizzierten Anlagen kommen 10 Kleinkraftwerke, zum Teil Trinkwasser-Zubringern, und der Zukauf von
einem Laufkraftwerk mit 2 MW Produktionsleistung. Diesem Produktionspotential, das 70− 80 % des Bedarfs in
Obwalden zu decken vermag, stehen die Konsum angepassten Bedürfnisse von ca. 220 GWh gegenüber. Mit dem Tool
STLF Prognose werden die Meteo-Daten aufgrund von Swiss-Meteo, die als FTP-Daten 2 mal täglich mit einem
Voraussagezeitraum von 72h, direkt in den Optimierungs-Server eingespiesen. Die Temperatur, umgerechnet mit einem
Kalmanfilter, die Niederschläge, deren Aggregatzustand auf den jeweiligen mittleren Einzugsgebiet-Höhen, der Wind
km/sec., die Windrichtung und die Globalstrahlung dienen als optimalen Ersatz für die Beurteilung der aktuellen
Bewölkung. Stromeinkäufe vom derzeitigen Vorlieferanten BKW, Naturalrückbezug von Drehstrom 50 Hz von der SBB als
Ausgleich für die Bahnstromlieferung der Maschine 4 für die Brünigbahn 18 GWh pro Jahr; kommerzielle Optimierung des
Stromeinkaufes zu den angebotenen Strompreisen, als Band- und Ausgleichsenergie; Voraussage der Seespiegel; Mit dem
Tool TOS erfahren wir täglich via E-Mail den EEX-Handelpreis, zu welchem am Vortag an der Börse in Leipzig gehandelt
wurde. Darauf entscheiden wir, wieviel wir selber produzieren oder einkaufen sollen.
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Elektrizitätswerk Obwalden
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produzieren wir über die Nutzung des Gefälles von 825m im KW Hugschwendi in 2 Peltonturbinen à 7000 kW und einer
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Bewölkung. Stromeinkäufe vom derzeitigen Vorlieferanten BKW, Naturalrückbezug von Drehstrom 50 Hz von der SBB als
Ausgleich für die Bahnstromlieferung der Maschine 4 für die Brünigbahn 18 GWh pro Jahr; kommerzielle Optimierung des
Stromeinkaufes zu den angebotenen Strompreisen, als Band- und Ausgleichsenergie; Voraussage der Seespiegel; Mit dem
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Lineares Optimierungsproblem

maximiere x1 + 2x2 − 3x3 + 3
7x4 − 9πx5

unter den
Bedingungen

2x1 + 6x2 − x3 + 7x4 + 1 ≥ 0
−x1 − x2 − x3 + 7x4 − 1 ≥ 0
7x1 − 1

2x2 + x3 − 3
2x4 + 5 ≥ 0

−19
2 x1 − 10x2 + 5

2x3 − 23x4 − 6 ≥ 0
4A 8x1 + 24x2 − 4x3 + 28x4 + 4 ≥ 0
3B −3x1 − 3x2 − 3x3 + 21x4 − 3 ≥ 0
2C 14x1 − x2 + 2x3 − 3x4 + 10 ≥ 0
2D −19x1 − 20x2 + 5x3 − 46x4 − 12 ≥ 0

E + F + G + H −1 ≥ 0
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Semidefinites Optimierungsproblem

Semidefinite Optimierung ist eine Verallgemeinerung von linearer
Optimierung,

für die (hoffentlich bald) fast ebenso effiziente Verfahren
existieren. Statt einer linearen Ungleichung darf man sogar gewisse
Scharen von linearen Ungleichungen als Bedingungen angeben.

(
a b c

)  x1 − 8x4 −x1 + x4 x2

−x1 + x4 x1 − 9x3 x2 − 3
x2 x2 − 3 x4 + 9

 a
b
c

 ≥ 0 (a, b, c ∈ R)

Dahinter steckt die Theorie der Eigenwerte und der Diagonalisierung
von symmetrischen Matrizen.
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Polynomiales Optimierungsproblem

maximiere x1x
2
2 + x1x2x

5
3 − 3x1x

8
2x3 + 7

unter den
Bedingungen

2x1x2 + 6x2
2 − x2x

3
3 + x3

2x2
4 ≥ 0

−x1 − x1x
6
2 − x3 + 7x4 ≥ 0

7x1x2x
2
4 − 1

2x2
2 + x1x

2
3 − . . . ≥ 0

3x1 + 6x2x
4
3 + x1x3 − 3 ≥ 0

A · B −2x2
1x2 − 6x1x

2
2 − 2x2

1x7
2 − . . . ≥ 0

C 2 2x2
1 + 6x4

2 − x1x2 + . . . ≥ 0
C 2 · D −x2

1x2
2 + 1

2x1x
3
2 − 3x6

2 + . . . ≥ 0
A · B · E 6x2

1x2 − 6x3
1x2 + 18x1x

2
2 + . . . ≥ 0

F + G + H + I −1 ≥ 0
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Polynomiales Ungleichungssystem
Linearisierung

Satz (Krivine, 1964): Ist ein polynomiales Ungleichungssystem
unlösbar, so kann man immer endlich viele blaue Ungleichungen
hinzunehmen unter denen die letzte −1 ≥ 0 ist.

Beweisidee als Schmankerl am Ende des Vortrags.

Dies hat Krivine in seiner fulminanten Débutarbeit Anneaux
préordonnés bewiesen, die fast vierzig Jahre ignoriert wurde, bevor
Prestel sie entdeckte. Im Nachhinein kann diese Arbeit als Startpunkt
der modernen reellen Algebra gesehen werden. Sie baut auf Artins
Lösung1 des 17. Hilbertschen Problems2 und auf Tarskis reeller
Quantorenelimination auf. Das Resultat wurde etliche Jahre später
unabhängig von Prestel und Stengle gefunden.

Folgerung: Wenn man zu einem polynomialen Ungleichungssystem
endlich viele geeignete blaue Gleichungen hinzufügt, so bleibt eine leere
Lösungsmenge nach Linearisierung leer.

1

Jedes nichtnegative Polynom ist eine Quadratsumme von rationalen Funktionen.

2

Im Jahr 1900 stellte Hilbert in Paris 23 berühmte Probleme vor.
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préordonnés bewiesen, die fast vierzig Jahre ignoriert wurde, bevor
Prestel sie entdeckte. Im Nachhinein kann diese Arbeit als Startpunkt
der modernen reellen Algebra gesehen werden. Sie baut auf Artins
Lösung1 des 17. Hilbertschen Problems2 und auf Tarskis reeller
Quantorenelimination auf.

Das Resultat wurde etliche Jahre später
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unabhängig von Prestel und Stengle gefunden.

Folgerung: Wenn man zu einem polynomialen Ungleichungssystem
endlich viele geeignete blaue Gleichungen hinzufügt, so bleibt eine leere
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Polynomiales Optimierungsproblem
Linearisierung

Mit anderen Worten: Wenn ein polynomiales Ungleichungssystem keine
Lösung hat und man endlich viele geeignete blaue Gleichungen
hinzufügt, so hat das linearisierte Gleichungssystem auch keine Lösung.

Dieser algebraische Satz wird in allen Beweisen des folgenden
ursprünglich funktionalanalytischen Resultats benutzt.
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Hülle der ursprünglichen Lösungsmenge.
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Satz (Schmüdgen, 1991): Wenn ein polynomiales Ungleichungssystem
eine kompakte Lösungsmenge hat und man alle3 blauen Gleichungen
hinzufügt,
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Polynomiales Optimierungsproblem

Problem: In der linearen Optimierung sind natürlich nur endlich viele
Ungleichungen und endlich viele Variablen erlaubt. Man kann also
nicht alle blauen Ungleichungen dazunehmen.

Idee (Lasserre, 2001): Man kann große Scharen von blauen
Ungleichungen dazunehmen, so daß man nach Linearisierung ein
semidefinites Programm hat. Ist etwa C die Ungleichung
ax1 + bx2 + c ≥ 0, so ist C 2 die blaue Ungleichung

(a, b, c ∈ R).

Man kann zeigen, daß man systematisch solche und ähnliche Scharen
hinzunehmen kann, so daß die Linearisierung das ursprüngliche
polynomiale Optimierungsproblem beliebig gut approximiert.
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polynomiale Optimierungsproblem beliebig gut approximiert.



Polynomiales Optimierungsproblem

Problem: In der linearen Optimierung sind natürlich nur endlich viele
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Ungleichungen und endlich viele Variablen erlaubt. Man kann also
nicht alle blauen Ungleichungen dazunehmen.

Idee (Lasserre, 2001): Man kann große Scharen von blauen
Ungleichungen dazunehmen, so daß man nach Linearisierung ein
semidefinites Programm hat. Ist etwa C die Ungleichung
ax1 + bx2 + c ≥ 0, so ist C 2 die blaue Ungleichung

(
a b c

) x1

x2

1

 (ax1 + bx2 + c) ≥ 0

(a, b, c ∈ R).

Man kann zeigen, daß man systematisch solche und ähnliche Scharen
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polynomiale Optimierungsproblem beliebig gut approximiert.



Polynomiales Optimierungsproblem

Problem: In der linearen Optimierung sind natürlich nur endlich viele
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Polynomiales Optimierungsproblem

Die hinzuzunehmenden Scharen sind von der Form wie sie in der
semidefiniten Optimierung erlaubt sind.

Konstanzer Beiträge beziehen sich hauptsächlich darauf, welche und
wieviele Scharen man am besten hinzunehmen muß, um eine gute oder
oder gar exakte Approximation zu bekommen: Burgdorf, Canto Cabral,
Grimm, Jacobi, Netzer, Plaumann, Prestel, Scheiderer, Schweighofer.
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Implementierungen des Verfahrens
Alle Pakete benutzen MATLAB und einen semidefiniten Optimierungssolver wie SeDuMi.

I GloptiPoly, LAAS Toulouse
Henrion, Lasserre und Löfberg
http://www.laas.fr/~henrion/software/gloptipoly3/

I YALMIP, ETH Zürich
Löfberg
http://control.ee.ethz.ch/~joloef/wiki/pmwiki.php

I SOSTOOLS, Caltech
Prajna, Papachristodoulou, Seiler, Parrilo
http://www.cds.caltech.edu/sostools/

I SparsePOP, Tokyo Institut of Technology
Waki, Kim, Kojima, Muramatsu, Sugimoto
http://www.is.titech.ac.jp/~kojima/SparsePOP/

http://www.laas.fr/~henrion/software/gloptipoly3/
http://control.ee.ethz.ch/~joloef/wiki/pmwiki.php
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Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Satz (Krivine, 1964): Ist ein polynomiales Ungleichungssystem
unlösbar, so kann man immer endlich viele blaue Ungleichungen
hinzunehmen unter denen die letzte −1 ≥ 0 ist.

Krivine zeigt die dazu äquivalente Kontraposition: Sei ein polynomiales
Ungleichungssystem gegeben, so daß man keine blauen Ungleichungen
hinzufügen kann, unter denen sich −1 ≥ 0 findet. Dann hat dieses
Ungleichungssystem eine Lösung.

Paradoxe Grundidee: Hinzufügen roter Ungleichungen verkleinert
eventuell die Lösungsmenge, aber erleichtert trotzdem, das Finden
einer Lösung.
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Krivine zeigt die dazu äquivalente Kontraposition:

Sei ein polynomiales
Ungleichungssystem gegeben, so daß man keine blauen Ungleichungen
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Paradoxe Grundidee: Hinzufügen roter Ungleichungen verkleinert
eventuell die Lösungsmenge,

aber erleichtert trotzdem, das Finden
einer Lösung.



Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Satz (Krivine, 1964): Ist ein polynomiales Ungleichungssystem
unlösbar, so kann man immer endlich viele blaue Ungleichungen
hinzunehmen unter denen die letzte −1 ≥ 0 ist.
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Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Voraussetzung ist, daß −1 ≥ 0 keine blaue
Ungleichung ist.

Das bedeutet für uns, daß
Hoffnung auf Lösbarkeit besteht. Diese Hoff-
nung sollte natürlich durch Hinzufügen roter
Ungleichungen nicht zerstört werden. Des-
wegen fügen wir eine rote Ungleichung nur
dann dazu, wenn dies nicht zu einer blauen
Ungleichung −1 ≥ 0 führt. Man kann zei-
gen, daß man unter Einhaltung dieser Re-
geln für jedes Polynom p immer p ≥ 0 oder
−p ≥ 0 hinzufügen kann.

Anneaux préordonnés
http://www.pps.jussieu.fr/~krivine/articles/Anneaux_preordonnes.pdf

http://www.pps.jussieu.fr/~krivine/articles/Anneaux_preordonnes.pdf
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So fügt man rote Ungleichungen dazu, bis für jedes Polynom p
mindestens eine der Ungleichungen p ≥ 0 oder −p ≥ 0.

Problem: Es gibt soviele Polynome, daß man sie gar nicht alle mit
natürlichen Zahlen durchnumerieren kann. Kommt dann jedes Polynom
überhaupt an die Reihe?

Lösung: Numeriere die Polynome mit Ordinalzahlen: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
. . . ,, ω, ω +1, ω +2, ω +3, . . . ,2ω, 2ω +1, . . . ,ω2, ω2 +1, . . . ,ω2 +ω,
ω2 + ω + 1, . . . ,ω3, . . . ,ω4, ω4 + 1, . . . ,ωω, . . . ,ω1, ω1 + 1, . . .
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So fügt man rote Ungleichungen dazu, bis für jedes Polynom p
mindestens eine der Ungleichungen p ≥ 0 oder −p ≥ 0.

Problem: Es gibt soviele Polynome, daß man sie gar nicht alle mit
natürlichen Zahlen durchnumerieren kann. Kommt dann jedes Polynom
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überhaupt an die Reihe?

Lösung: Numeriere die Polynome mit Ordinalzahlen: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
. . . ,, ω, ω +1, ω +2, ω +3, . . . ,2ω, 2ω +1, . . . ,ω2, ω2 +1, . . . ,ω2 +ω,
ω2 + ω + 1, . . . ,ω3, . . . ,ω4, ω4 + 1, . . . ,

ωω, . . . ,ω1, ω1 + 1, . . .



Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl
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Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Wenn man Glück hat kann man nach Hinzufügen aller roten
Ungleichungen eine eindeutige Lösung ablesen, zum Beispiel an den
acht roten Ungleichungen

3

2
≤ x1 ≤

3

2
, 8 ≤ x2 ≤ 8, −3 ≤ x3 ≤ −3, 0 ≤ x4 ≤ 0.

Man muß aber noch zeigen, daß dies tatsächlich eine Lösung ist.
Dies ist aber nicht unglaublich schwierig.
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Ungleichungen eine eindeutige Lösung ablesen, zum Beispiel an den
acht roten Ungleichungen

3

2
≤ x1 ≤

3

2
, 8 ≤ x2 ≤ 8, −3 ≤ x3 ≤ −3, 0 ≤ x4 ≤ 0.

Man muß aber noch zeigen, daß dies tatsächlich eine Lösung ist.
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Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Wenn man Pech hat dann wurden zum Beispiel die unendlich vielen
roten Ungleichungen

x1 ≥ 0, x1 ≥ 1, x1 ≥ 2, x1 ≥ 3, . . .

hinzugefügt,

welche die Existenz einer reellen Lösung ausschließen.
Haben wirs vergeigt?

Nein! Jetzt hilft nur noch reelle Algebra. Man konstruiert jetzt aus der
Information, die in den roten Ungleichungen steckt, einen neuen
Zahlbereich, der die reellen Zahlen erweitert, aber bezüglich +, · und
≤ dieselben algebraischen Eigenschaften hat und in dem es Elemente
gibt, die größer als jede natürliche Zahl sind, mehr noch, in dem sogar
das um die roten Ungleichungen erweiterte Ungleichungssystem eine
Lösung besitzt. Da die Lösbarkeit eines endlichen Ungleichungssystems
eine algebraische Eigenschaft ist, hat das ursprüngliche System eine
reelle Lösung. Quod esset demonstrandum.
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gibt, die größer als jede natürliche Zahl sind, mehr noch, in dem sogar
das um die roten Ungleichungen erweiterte Ungleichungssystem eine
Lösung besitzt. Da die Lösbarkeit eines endlichen Ungleichungssystems
eine algebraische Eigenschaft ist, hat das ursprüngliche System eine
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reelle Lösung. Quod esset demonstrandum.



Der Beweis von Krivine
Das Schmankerl

Wenn man Pech hat dann wurden zum Beispiel die unendlich vielen
roten Ungleichungen

x1 ≥ 0, x1 ≥ 1, x1 ≥ 2, x1 ≥ 3, . . .
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