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10 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript führen wir algebraische Erweiterungen ein, und untersuchen wir genau den
Zusammenhang zwischen algebraische, endliche, und endlich erzeugte Erweiterungen.

Sei K/F stets eine Körpererweiterung.

Definition 10.1.

(1) α ∈ K ist algebraisch über F (alg/F ), wenn es ein Polynom 0 /= f(x) ∈ F [x] gibt mit
f(α) = 0.

(2) Wenn α nicht algebraisch über F ist, dann heißt α transzendent über F .

(3) Die Körpererweiterung K/F heißt algebraisch, falls für alle α ∈K: α ist algebraisch
über F .

Beispiel 10.2.
Betrachte die Erweiterung F (x)/F . Hier ist x ∈ F (x) transzendent über F , weil f(x) = 0 ⇔
f = 0 das Nullpolynom ist. ÜA.

Proposition 10.3.
Sei α ∈K alg /F . Dann gibt ein eindeutiges normiertes irreduzibles Polynom mα,F (x) ∈ F [x],
so dass:

(i) mα,F (α) = 0.

(ii) Ist f(α) = 0 für ein f ∈ F [x], dann teilt mα,F (x) das Polynom f(x) in F [x].

Beweis:

� Setze m(x) ∶= mα,F (x) ∶= normiertes Polynom vom minimalem deg, so dass m(α) = 0.
Sei f(x) ∈ F [x], schreibe f(x) = q(x)m(x) + r(x),deg r(x) < degm(x) oder r(x) = 0.
Wir sehen 0 = f(α) ⇔ r(α) = 0. Die Minimalität vom degm(x) impliziert r(x) = 0, also
m(x)∣f(x).

� Ist m′(x) normiert vom minimalem deg mit m′(α) = 0, dann gilt wie oben m′(α)∣m(α),
aber auch m(α)∣m′(α),m(α),m′(α) normiert ⇒m′(x) =m(x). ◻

Definition 10.4.
mα,F (x) heißt das Minimal-Polynom von α über F . Wir schreiben m(x), wenn klar.

Bemerkung 10.5.
Im Skript 14. LA II (Definition 14.2) hatten wir das Minimal-Polynom von einem Operator T :
Das Min.Pol.(T ) in F [x] ist der eindeutige normierte Erzeuger vom Annihilator-Ideal von T

AT ∶= {f ∈ F [x]∣f(T ) = 0}.

Wir können analog mα,F (x) definieren, ÜA.
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Proposition 10.6.
Sei α ∈K algebraisch über F . Es ist [F (α) ∶ F ] = degmα,F (x).

Beweis:
Satz 9.11 impliziert F (α) ≃ F [x]/ <mα,F (x) > , aus Satz 9.8 folgt [F (α) ∶ F ] = degmα,F (x). ◻

Terminologie:
degα/F ∶= degmα,F (x) = degF (α)/F .

Der Beweis dieser Bemerkung ist eine ÜA:

Bemerkung 10.7.
(1) L ⊇K ⊇ F,α ∈ L, alg /F → α alg /K und es gilt

(2) mα,K(x) teilt mα,F (x) in K[x], insbesondere

(3) degmα,K(x) ≤ degmα,F (x). Es gilt ferner

(4) mα,K(x) =mα,F (x) genau dann, wenn mα,F (x) irreduzibel bleibt in K[x].
Wir haben aus (3):

(5) [K(α) ∶K] ≤ [F (α) ∶ F ]

Für α ∈ L alg /F ⊆K ⊆ L:

Wir zeigen nun die Umkehrung von Proposition 10.6.

Proposition 10.8.
Sei α ∈K, so dass [F (α) ∶ F ] < ∞. Dann ist α algebraisch über F .

Beweis:
Sei [F (α) ∶ F ] = n, dann sind F (α) ∋ 1, α,α2, . . . , αn linear abhängig über F . Also existie-

ren bi ∈ F nicht alle gleich 0, so dass
n

∑
i=0

biα
i = 0. Setze f(x) ∶= ∑ bixi ∈ F [x]; /= 0. Dann gilt

f(α) = 0;α alg /F . ◻

Beispiel 10.9.
Die Erweiterung F (x)/F ist endlich erzeugt (eigentlich ist sie eine einfache Erweiterung), aber
[F (x) ∶ F ] = ∞ weil x ∈ F (x) transzendent ist über F . Wir sehen also: K/F endlich erzeugt
⇏K/F endlich.

Korollar 10.10.
K/F ist endlich ⇒K/F algebraisch.
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Beweis:
Sei α ∈K. Es ist [F (α) ∶ F ] ≤ [K ∶ F ] < ∞, also ist α algebraisch über F . ◻

Satz 10.11.
F ⊆K ⊆ L. Es gilt [L ∶ F ] = [L ∶K][K ∶ F ]. (Also insbesondere ist L/F unendlich genau dann,
wenn L/K oder K/F unendlich sind.)

Beweis:
Zunächst nehmen wir an: [L ∶K] =m mit {α1, . . . , αm} Basis für L/K; [K ∶ F ] = n
mit {β1, . . . , βn} Basis für K/F . Ein Element λ aus L ist also aus der Form λ = ∑

i

aiαi

mit ai ∈K. (∗)
Schreibe ai = ∑

j

bijβj mit bij ∈ F (∗∗)

↝ Einsetzen von (∗∗) in (∗) ergibt λ = ∑
i,j

bijαiβj. (∗ ∗ ∗)

Also ist span F{αiβj ∣ i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n} = L. Wir zeigen, dass diese Menge auch F -linear
unabhängig ist.
Sei also ∑

i,j

bijαiβj = 0 für bij ∈ F . (�)

Setze ai ∶= ∑
j

bijβj ∈ K und schreibe (�), also ∑
i

aiαi = 0. Nun ist αi linear unabhängig über

K ⇒ ai = 0 für alle i, also ∑
j

bijβj = 0 für alle i.

Nun ist βj linear unabhängig über F ⇒ bij = 0 für alle j. ◻

Wir haben gezeigt: [L ∶ F ] = ∞⇒ [L ∶K] = ∞ oder [K ∶ F ] = ∞.
Sei nun [K ∶ F ] unendlich, dann ist auch [L ∶ F ] unendlich, weil K ein F -Unterraum von L ist.
Sei nun [L ∶ K] = ∞, dann ist a fortiori [L ∶ F ] = ∞ (λ1, . . . , λs sind K linear unabhängig
→ λ1, . . . , λs sind F -linear unabhängig).

Korollar 10.12.
Seien L/K und K/F Körpererweiterungen so dass L/F endlich ist. Es gilt [K ∶ F ]∣[L ∶ F ].

Wir haben bisher gezeigt, dass α algebraisch über F ist ⇔ [F (α) ∶ F ] < ∞. Wir sind nun in
der Lage dieses für F (α1, . . . , αn) zu verallgmeinern.

Satz 10.13.
K/F ist endlich ⇔K/F ist endlich erzeugt von alg /F -Elementen.

Beweis:

“⇒” Setze [K ∶ F ] = n. Sei {α1, . . . , αn} die F -Basis von K. Jedes αi ist algebraisch über F .
Außerdem ist K = span F{α1, . . . , αn} ⊆ F (α1, . . . , αn) ⊆K
und damit ist K = F (α1, . . . , αn).

“⇐” Wir bemerken vorab dass für α,β ∈K gilt allgemein: F (α,β) = F (α)(β) (folgt unmittel-
bar aus der Definition 9.10, ÜA). Sei K = F (α1, . . . , αk). Sei αi algebraisch über F und
degαi = ni. Setze F = F0 und F1 = F0(α1). Fi+1 ∶= Fi(αi+1), so K = Fk−1(αk).
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Es ist:

F (αi+1)
����� Fi(αi+1)

F �������� Fi

Fk−1(αk) =K
⋮

Fi+1
Fi

⋮

⋮

F1

F0 = F

Also [Fi+1 ∶ Fi] ≤ ni+1. Also (Satz 10.11) [K ∶ F ] = [Fk ∶ Fk−1]⋯[F1 ∶ F0] ≤ n1⋯nk und
damit ist K/F endlich. ◻


