17 Script zur Vorlesung: Algebra 1 (WiSe2020-2021)

Prof. Dr. Salma Kuhlmann

In diesem Skript wollen wir weitere Isomorphiesdatze kennenlernen, und damit §18 beenden.

Wir erganzen Bemerkung 16.9:

Bemerkung 17.1. Seien A < B < G Gruppen. Der Normalisator Ng(A) von A in G ist die
grofite Teilgruppe von G in der A normal ist; A ist genau dann normal in B wenn B < Ng(A).
(siche UB).

Satz 17.2 (Zweiter Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und seien A, B Teilgruppen mit A <
Ng(B). Dann ist AB eine Teilgruppe von G, B< AB, AnB <A und AB/B ~ A/(An B).

Beweis. Aus A < Ng(B) folgt AB < G (Korollar 16.10). Aus B < Ng(B) folgt AB < Ng(B),
also B < AB (Bemerkung 17.1).

Sei nun m: AB — (AB)/B die kanonische Projektion, und betrachte die Einschrankung 7|4 von
7 auf A. Fiir a € A mit 7(a) =1 gilt auch a € B, daher a € An B. Also ist ker(7|4) = An B,
und daher An B < A.

Seien nun a € Aund b € B. Es gilt w(a) = w(ab). Also ist 7|4 surjektiv, d.h., im (7|4) = (AB)/B.
Der erste Isomorphiesatz (Satz 16.11) ergibt nun A/(An B) ~ (AB)/B. O

Satz 17.3 (Dritter Isomorphiesatz). Sei G eine Gruppe und seien H, K 4 G normale Teilgrup-
pen mit H < K. Dann K/H < G/H und

(G/H)/(K/H) ~G/K.
Beweis. Definiere die Abbildung f:G/H - G/K durch f(gH) = gK.

e [ ist wohldefiniert, da fiir g1,90 € G mit g1 H = g2 H gilt g;'go € H und g7'gs € K. Also
91K = g2 K (s. Proposition 15.7).

e f ist ein Gruppenhomomorphismus:

flaHbH) = f(abH) = abK = aKbK = f(aH) f(bH).

e f ist surjektiv: klar.

e Bemerke dass H 4 K, so dass K/H eine Gruppe ist, also K /H < G/H ist eine Untergruppe
(s. Proposition 15.8). Wir behaupten dass ker f = K/H. In der Tat, sei a € G. Dann
flaH)=1K <= aK =1K <= ae€ K. Daher K/H =ker f. Also K/H < G/H und (s.
Satz 16.11) es folgt:

(G/H)/(K|H) ~G|K.
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Satz 17.4. (Gitter [somorphiesatz / Korrespondenzsatz) Sei G eine Gruppe und N eine normale
Teilgruppe von G. Fiir eine Teilgruppe A die N enthélt, sei A := A/N. Sei m:G - G/N die
kanonische Projektion.

Die Abbildung A + 7(A) = A ist eine Bijektion zwischen der Menge der Teilgruppen von G die
N enthalten und der Menge der Teilgruppen von G/N.

Weiter, fiir A, B <G mit N <A und N < B gelten:
1. A<B <= A< B;in diesem Fall, gilt [B: A] =[B: A].
2. AdB <= Ad4DB;in diesem Fall, gilt B/A~ B/A.

Beweis. Siehe UB. ]

Satz 17.5. (Schmetterlingslemma / Lemma von Zassenhaus) Seien a < A und b 4 B Teilgruppen
einer Gruppe G. Dann

1. a(Anb)da(AnB)
2. b(Bna)db(BnA)
3. (Anb)(Bna)dAnB
4.

a(AnB) AnB _b(BnA)
a(Anb)  (Anb)(Bna) b(Bna)

Beweis. Aus A < Ng(a) beziehungsweise B < Ng(b) folgen :
Anb<AnB< Ng(a) beziehungsweise Bna<An B < Ng(b).

(s. Bemerkungen 16.9 und 17.1).
e Daher sind a(Anb),a(An B),b(Bna) und b(An B) Teilgruppen von G (s. Korollar 16.10).

Zunachst zeigen wir 3.

e Bemerke, dass Anb und B na normale Teilgruppen von An B sind. Wir fithren den Beweis
fir Anb (der Beweis fiir Bna ist analog): Fir ge An B und ce Anb gelten gcg™ € b (weil
b<d B) und geg™' € A weil ¢, g € A.

e Also ist (Anb)(Bna)< An B (s. Korollar 16.10). Es folgt tibrigens dass (Anb)(Bna) =
(Bna)(Anb) (s. Proposition 16.7).

e Jetzt priifen wir dass (Anb)(B na) eine normale Teilgruppe von An B ist: fiir ce Anb und
de Bna gilt gedg™ = gcg~lgdg™ € (Anb)(Bna).
Jetzt zeigen wir 4 (und zugleich 1. beziehungsweise 2.).

Ein Element x € a(A n B) lésst sich als x = ay darstellen mit o € @ und v € An B. Definiere

AnB
(Anb)(Bna)

fra(AnB) -

durch
z~>y(Anb)(Bna).
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o f ist wohldefiniert: sei ay = a’y’. Dann vy ! = (/) laecanBnA=anB<(Anb)(Bna),
d.h.:
Y(Anb)(Bna)=v(Anb)(Bna).

e f ist ein Gruppenhomomorphismus: seien o, @’ € a und ~,7' € An B. Dann a,va’y~! € a weil
a< A. Also

flava'y') = f((ava/y ™)) =77 (Anb) (B na)
und da (Anb)(Bna)< An B folgt

flay)f(ay) =v(Anb)(Bna)y'(Anb)(Bna) =17 (Anb)(Bna).

e f ist surjektiv: nach Definition.

e Es gilt ker f = a(Anb). In der Tat, seien a € a und v € AnB mit f(avy) =1(Anb)(Bna), d.h.,
ve(Anb)(Bna). Seien x € (Anb) und y € (Bna) mit v =zy. Dann ay = (az)y € a(Anb).
Umgekehrt, seien « € a und v € An B mit ay € a(Anb). Dann existieren ¢ € a, s € Anb mit
ay=ts. Nun a 't € a und aus v, s € B folgt a 't =vst e B. Also atts=ve(Bna)(Anb) =
(Anb)(Bna) und somit oy € ker f.

e Nach dem ersten Isomorphiesatz ist a(Anb) normal in a(An B) (was 1. zeigt) und

a(AnB)  (AnB)
a(Anb)  (Anb)(Bna)

e Wenn wir nun A und B und, entsprechend, a und b umtauschen und den gleichen Beweis
durchfithren bekommen wir 2. und

b(AnB) (AnB)

b(Bna) (Anb)(Bna)

Das Schmetterlingsdiagramm:

a(An B) b(AnB)

AnB b(an B)




