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Aufgabe 1.1 (4 Punkte)
Seien F, F, G normierte Rdume. Beweisen Sie:

(i)

L(E,F) ist ein K-Vektorraum. Mit der Operatornorm ist L(E, F') ein nor-
mierter Raum.

Ist F' ein Banachraum, so ist L(E, F') vollstandig.

Seien A € L(E, F) und B € L(F,G), so gilt | Bo A|| < ||B| - ||A]l-

Ist A € L(E), so definieren wir induktiv A° := idg und fiir n € N die Abbil-
dung A"t! := Ao A™. Es gilt ||A"|| < || A"

Aufgabe 1.2 (8+2+2+2 Punkte)
Sei R"*™ die Menge aller reellen n x n-Matrizen. Sei GL(n) die Teilmenge aller
A € R™™™ g0 dass A invertierbar ist. Sei O(n) die Teilmenge aller A € R™*™ so
dass AA = A'A = 1 gilt. Zeigen Sie:

(i)
(i)
(iii)

(iv)
)

(vi)
(vii)

Seien A € O(n) und v eine Spalte von A. Dann gilt |v| = 1.
O(n) ist kompakt.
Die Determinante einer n x n-Matrix A,
det : R"*" — R
A+— det(A),
ist eine stetige Funktion.
GL(n) C R™*" ist offen.
Der Rang einer n x m-Matrix A,
rk : R™*™ — N
A— 1k(A),
ist eine unterhalbstetige Funktion.

O(n) besteht aus mindestens zwei Zusammenhangskomponenten.
O(n) besteht aus genau zwei Zusammenhangskomponenten.

Bitte wenden!



Aufgabe 1.3 (4+2 Punkte)
Wir betrachten den R™ mit der euklidischen Norm und die Einheitssphire S*~! :=
{z eR": ||z|]| = 1}.
(i) Zeigen Sie, dass R™\S"~! fiir n > 2 genau zwei Zusammenhangskomponenten
besitzt.
(ii) Zeigen Sie, dass S! und [0, 1] nicht homéomorph sind.
(iii) Zeigen Sie, dass die Teilmenge

A::{(x,y)eR2; x>0,y:sin<i)}u{(0,y)€R2: -1<y<1}

zusammenhédngend, aber nicht wegzusammenh&ngend ist.



