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Aufgabe 10.1 ( Gldttung) (2+6+2 Punkte)

Sei X ein topologischer Raum. Dann definieren wir den Triger (engl. support) einer
Funktion f: X — R durch

supp(f) := {z € X: f(z) # 0}.

Gegeben sei eine Funktion 0 < n € C*°(R), so dass supp(n) C (—1,1) gilt. Wir
nehmen an, dass 7

1
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erfiillt. Eine solche Funktion n heifft Friedrichscher Glittungskern. Fiir 0 < e <1
setzen wir n.(z) := e~ 'n(£). Seien nun a < b € R. Fiir f € R([a,b]) und 2 € R

definieren wir
b

fola) = / ne( — ) £ () dy.

Zeigen Sie:

(i) Ein solcher Friedrichscher Glattungskern r existiert.
1
Hinweis: Benutze e (=) .

(ii) f. € C=(R).

(iii) Es gibt eine Konstante ¢ > 0, so dass

Ifellen @) = sup|£:(@)| + sup e@) = L)l

C
< = lfllee
r#£yER |517 _y| €

gilt.
(iv) Ist f im Punkt z € (a,b) stetig, so gilt

liny £.(2) = f(2).

Hinweis: Untersuche zundchst f = 1.
(v) Sei K C (a,b) ein abgeschlossenes Intervall und f € C*((a,b)) (k > 0). Dann
konvergiert f.|x fiir e — 0 in C*(K) gegen f|x.



Aufgabe 10.2 (zur Definition der Ableitung) (3 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass die lineare Abbildung aus Definition 6.1 (Differenzierbarkeit)
eindeutig ist, d.h. dass die Ableitung wohldefiniert ist.

b) Zeigen Sie direkt nach Definition 6.1, dass die folgende Funktion differenzierbar
ist, und geben Sie die Ableitung an.
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Aufgabe 10.3 (8 Punkte)

Seien X,Y Banachriume, Q C X offen und x¢ € Q2. Wir betrachten die folgenden
Raume

A:={f:Q—=Y: fist differenzierbar in x¢},
B:={f: Q—Y: fist differenzierbar},
C:={f:Q—=Y: fist stetig differenzierbar},
D:={f: Q—=Y: fist stetig in ¢},
E:={f:Q—>Y: fist stetig}.

Geben Sie in einer Tabelle der Form

cl A B ... E
Al v aiB ... alE
BlBEA v ... BCE
| : :
F|EFECA ECB --- v

an, welche Inklusionen zwischen diesen Rdumen immer gelten, unabhéngig von der
Wahl der Banachrdume X,Y, der offenen Menge © C X und des Punktes xy € Q.
Beweisen Sie ihre Behauptungen in den Féllen

i) EC 4,
(i) AC D,
(iii) B¢ C.
Hinweis: Betrachten der Funktion x — xz*sin(2) kdnnte hilfreich sein.

Aufgabe 10.4 (4 Punkte)

Sei n € N,. Wir bezeichnen mit | - | die euklidische Norm auf R”. Uberpriifen Sie
die folgenden Funktionen f und ¢ auf Differenzierbarkeit und berechnen Sie die
Ableitungen in Punkten, in denen die Funktionen differenzierbar sind. Berechnen
Sie dort auch die partiellen Ableitungen und den Gradienten V f von f.

(i) f:R*">z— |z| €R,

(i) g:R"\{O}Bx'—n—i' € R™
Welcher Zusammenhang besteht zwischen der Ableitung und den partiellen Ablei-
tungen?



