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Aufgabe 11.1 (Multilineare Abbildungen) (4 Punkte)

Beweisen Sie Bemerkung 6.6 (i) und (ii) aus der Vorlesung. Machen Sie sich klar, dass L(F, ..., Ey; F)
ein normierter Raum ist, und geben Sie nur den Beweis der Vollstandigkeit an.

Aufgabe 11.2 (Der Banachraum C'(Q, F)) (4 Punkte)
Seien E, F Banachriiume und Q C E offen. Wir wollen stets annehmen, dass Funktionen f € C1(Q, F)
stetig auf Q fortgesetzt sind. Wir definieren den Funktionenraum
CHLF) :={f e C*Q,F): flon =0}

und wihlen darauf die Norm [ - ||y (g py- Zeigen Sie, dass

(i) CY(Q, F) und

(i) C5(Q, F)
Banachrdume sind. Machen Sie sich klar, dass es sich um normierte Vektorraume handelt und geben Sie
jeweils nur den Beweis der Vollstandigkeit an.
Hinweis: Man kann die Abbildung

v: CHQ,F) — C°(0Q, F)
[ floa

verwenden und zeigen, dass diese stetig ist.
Bemerkung: Fiir den Fall £ = R™ und F' = R kdnnen Sie bereits bis zu 3 Punkte erhalten.

Aufgabe 11.3 (Fréchet- und Gateaur-Ableitung) (4 Punkte)
Definition. Seien E, F' Banachrdume, ) C E offen.

(a) Eine Abbildung f: Q — F heift in € Q Gateauz-differenzierbar, falls ein A € L(E, F') existiert, so
dass fiir alle h € E

lim © 7@+ th) — f(x) — Afeh)] =0

gilt. Dann heift A die Gateauz-Ableitung von f in x und wird mit f'(z) bezeichnet.

(b) Ist f in jedem Punkt x € Q Gateaux-differenzierbar, so heifit f Gateauz-differenzierbar und die
Abbildung f': x — f'(z) heilt Gateauz-Ableitung von f.

(c) Die Abbildung f: Q — F heiflt in x € Q Fréchet-differenzierbar, falls ein A € L(E, F) existiert, so
dass

}ng%m [f(z+h) = f(z) = A(h)] = 0

gilt. Dann heiflt A die Fréchet-Ableitung von f in x.
(d) Wir definieren Fréchet-Differenzierbarkeit und Fréchet-Ableitung analog zu (b).
(e) Die Abbildung f heifit stetig Gateauz-differenzierbar bzw. stetig Fréchetl-differenzierbar, falls die
Gateaux- bzw. Fréchet-Ableitung stetig ist.
Aufgabe. Erldutern Sie in Worten den Unterschied zwischen der Gateaux- und der Fréchet-Differen-
zierbarkeit. Welcher der beiden Begriffe stimmt mit dem Differenzierbarkeitsbegriff aus der Vorlesung
iiberein? Beweisen Sie:

(i) Die linearen Abbildungen A aus den Definitionen (a) bzw. (c¢) sind eindeutig bestimmt.
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(ii) Ist f Fréchet-differenzierbar, so ist f Gateaux-differenzierbar und die Gateaux- und die Fréchet-
Ableitung stimmen {iberein.

(iii) Ist f stetig Gateaux-differenzierbar, dann ist f auch stetig Fréchet-differenzierbar.
Hinweis: Zeigen Sie

1 1
d
flx+h)— f(z)= —fx—i—th ' (x+th)(h

+/f’(x+th)<h> — f'(x)(h) dt.

Bemerkung: Fiir den Fall £ = R™ und F' = R kdnnen Sie bereits bis zu 3 Punkte erhalten.

Aufgabe 11.4 (Minimalfidchen) (4+2 Punkte)

Wir identifizieren L(R?,R) mit R'*? = R? und verwenden das Standardskalarprodukt. Die induzierte
euklidische Norm schreiben wir als | - |.

Sei ein Rechteck © = (a,b) x (o, 3) C R? gegeben. Fiir eine Funktion f € C*(Q) ist der Flicheninhalt
des Graphen graph f := {(z, f(z)): z € Q} durch

B b
Alf) = / / V1T 1D (e g P dedy

gegeben. Wir wollen nun Minimalflachen fiir fest vorgegebene Randwerte untersuchen. Dazu schréinken
wir A auf die Menge U := {f € CY(Q): flan = ¢laa} ein, wobei ¢ € C1(Q) eine fest vorgegebene
Funktion ist. Dann heifit graph f Minimalfiiche, falls f ein kritischer Punkt von A|y ist. Allerdings
haben wir Differenzieren bisher nur auf Vektorrdumen definiert und U ist kein Vektorraum, sondern ein
affiner Raum. Deshalb betrachten wir
A, C& Q) =R
= Al + 1]

Dann ist graph ¢ genau dann eine Minimalfliche, wenn 0 ein kritischer Punkt von A, ist.

(i) Zeigen Sie, dass A, differenzierbar ist, und bestimmen Sie die Ableitung.
Hinweis: Verwenden Sie folgende Taylorentwicklung fiir x, xy € R2:

<fE0,.’E >
T+ [2]? = /T + [wo]? + 2229 | R(xq, ),
VTP = VIHTool + “Zrmess 4 Rlao. )

|R(zo, )| < 3 | —x0f* - (1 + |20[* + |wo| - |2 — o))

(ii) Sei h € C°(Q) und es gelte ff f: h(z,y) - g(z,y)drdy = 0 fiir alle Funktionen g € C3(Q). Zeigen
Sie, dass dann h = 0 gilt.
iii) Nehmen Sie an, dass Dy = %7 %¢ stetig partiell differenzierbar ist. Zeigen Sie, dass graph ¢
oz’ Oy

genau dann eine Minimalflache ist, wenn ¢ die Minimalfidchengleichung

9 o L0 5% L
o: \Vixioae) Fou \Vivioae)
erfiillt.
Aufgabe 11.5 (4 Punkte)
Sei Q == {(z,y) € R*: max{|z], |y|} = 1} das Einheitsquadrat. Wir betrachten auf R? das Quadrat der
Distanzfunktion zu Q. Bestimmen Sie alle Punkte, in denen d := (dist(-, Q)) nicht differenzierbar ist,

und zeichnen Sie diese in eine Skizze. Berechnen Sie die Ableitung in Punkten, in denen d differenzierbar
ist.



