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Aufgabe 12.1 (Jacobimatrizen) (4 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Jacobimatrizen folgender Abbildungen:

f : R3 → R, (x, y, z) 7→ xy3 + exz
2

,

g : R2 → R3, (x, y) 7→
(
x(x+ y), log(1 + y2), cos(xy)

)
,

h : R3 → R3, (x, y, z) 7→
(
y cosh(x), log(1 + (xz)2), arctan(x2 + y2 − z2)

)
.

(b) Berechnen Sie die Jacobimatrizen J folgender Abbildungen. Berechnen Sie au-
ßerdem das Matrixprodukt g := J t · J , die Inverse der Jacobimatrix J−1 und
die Determinante det(J).

Ψ: (0,∞)× (0, 2π)× R→ R3

(r, ϕ, z) 7→ (r cos(ϕ), r sin(ϕ), z) ,

Φ: (0,∞)× (0, π)× (0, 2π)→ R3

(r, θ, ϕ) 7→ (r sin(θ) cos(ϕ), r sin(θ) sin(ϕ), r cos(θ)) .

Aufgabe 12.2 (Gegenbeispiele) (4 Punkte)

(a) Führen Sie die Details zu Beispiel 6.53 (iii) aus der Vorlesung aus.
(b) Gegeben sei die Funktion f : R2 → R, (x, y) 7→ x4 − 3x2y + y2. Berechnen

Sie die Hessematrix Hf von f , also die Matrix, die aus den zweiten partiellen
Ableitungen von f gebildet wird:

Hf :=

(
∂2f
∂x∂x

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y∂y

)
.

Ist Hf (0, 0) positiv (semi-)definit? Untersuchen Sie f längs aller Geraden durch
(0, 0) auf (lokale) Minima im Ursprung. Nimmt f (definiert auf R2) im Ursprung
ein (lokales) Minimum an?

Aufgabe 12.3 (Zweite Ableitung und Kettenregel) (4 Punkte)

(a) Seien E,F,G Banachräume und ΩE ⊂ E, ΩF ⊂ F offene Teilmengen. Es seien
f : ΩE → ΩF ⊂ F und g : ΩF → G zweimal differenzierbare Abbildungen. Wir
setzen h := g ◦ f . Verwenden Sie die Kettenregel um D2h(x)〈u, v〉 durch f und
g und deren Ableitungen auszudrücken.
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(b) Geben Sie für zehn der auftretenden Terme an, in welchen Räumen sich diese
befinden. Dabei dürfen Sie Terme auch als Funktionen von x, u, v, f, g oder an-
derer Argumente betrachten. Geben Sie dann auch an, ob eine solche Funktion
in einem Raum C0(. . .), C1(. . .) oder sogar einem Raum L(. . .) enthalten ist.
Ist keines davon erfüllt, so benutzen sie bitte die Schreibweise Abb(A,B) für
alle Abbildungen von der Menge A in die Menge B. Bsp.:

Df(x)〈·〉 ∈ L(E,F ),

Df(·)〈v〉 ∈ C0(ΩE , F ),

g 7→ Dg(f(x)) ∈ L
(
C1(ΩF , G), L(F,G)

)
,

...

Aufgabe 12.4 (Ableitung der Determinanten und Inversen) (4 Punkte)

(a) Berechnen Sie die Ableitung von det : Rn×n → R, A 7→ det(A). Wir schreiben
A = (aij)1≤i,j≤n. Bestimmen sie auch die partiellen Ableitungen ∂

∂aij
det(A).

Zeigen Sie, dass (
∂

∂aij
det(A)

)
1≤i,j≤n

= det(A)
(
A−1

)t
gilt, falls A invertierbar ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung Φ: GL(n)→ Rn×n, A 7→ A−1, wobei GL(n) die
Menge der invertierbaren (n × n)-Matrizen bezeichnet, eine glatte Abbildung
ist und berechnen Sie alle ihre Ableitungen.
Hinweis: Beispiel 6.53 (ii).


