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Aufgabe 2.1 Landausymbole (2+1+1 Punkte)

(a) Seien E,F Banachriume, Q C E offen und f : Q@ — F eine Abbildung. Sei
xo € Q. Zeigen Sie, dass

f@)=0(lz—z|*) = fx)=o0(lz—zol”)
fiir alle 0 < B < « gilt.
(b) Seia € R"!. Sei P: R — R mit P(z) :=ag+a1x+...+an_1 2" 1 +a,a"
eine Abbildung. Zeigen Sie, dass
P(z) =0 (|z|") firz— o0

gilt.
¢) Seil<o <2 Seiw:R— R mit w(p) := —LIE7=2_ _ =042 ¢ine Abbildung.
p(p(c—2)—0) po
Zeigen Sie, dass

w(p) =o0 (pfl) firp—0

gilt.
Aufgabe 2.2 Differenzenquotienten (1+1+1+1+1 Punkte)
Sei g : R — R eine Abbildung. Definiere die Abbildung f : R — R durch

f(x) == g(x).
Unter welchen der folgenden Annahmen an g ist f im Punkte 0 differenzierbar?
(1) ¢g(0) =0 und g ist beschrénkt,
i) g ist in O stetig,
) g ist in O stetig und es gilt g(0) = 0,
) g(x) = o(1) fiir x nahe 0,
) |g(z)] < |z|* fiir alle z € R und ein a > 0.
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Aufgabe 2.3 Ableitung der Inversen, MWS, Kettenregel (1+1+1 Punkte)
(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung f: R — R,

fl@):=ax+¢€"
invertierbar ist. Berechnen Sie die Ableitung der Inversen im Punkt yo = 1.
(b) Sei f:[0,00) — R differenzierbar und der Grenzwert a := lim f’(z) existiere.
Zeigen Sie
(i) lim [f(z+1) = f(2)] = a.
r—00

(ii) Ist f zusétzlich beschrénkt, so ist a = 0.



(c) Eine Abbildung f : R — R heifst gerade, wenn f(x) = f(—=x) fir alle z € R,
und ungerade, wenn f(x) = —f(—x) fiir alle x € R gilt. Zeigen Sie:
Die Ableitung einer differenzierbaren geraden (bzw. ungeraden) Abbildung
ist ungerade (bzw. gerade).

Aufgabe 2.4 Kompaktheit (4 Punkte)

Sei X ein kompakter metrischer Raum und f : X — R eine Funktion.
Zeigen Sie: Besitzt jeder Punkt a € X eine Umgebung U, so dass f|y beschriankt
ist, so ist f beschrankt.

Aufgabe 2.5 Freiwillige Zusatzaufgabe (14142 Punkte)
Sei X ein Banachraum und sei T' € L(X) mit ||T| < 1.
(a) Zeigen Sie, dass

S:=I+T+T°+...=) T" e L(X)
n=0

ist.

(b) Zeigen Sie, dass (I —T)S =S(I —T) = I gilt.

(c) Seien A,B € L(X) mit AB = BA = I. Zeigen Sie, dass es ein € > 0 gibt, so
dass fiir alle C € L(X) mit ||C|| < ¢

A-C

invertierbar ist.
Hinweis: Betrachten Sie I — BC' und benutzen Sie die obigen Teilaufgaben.



