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Aufgabe 3.1 Kettenregel, Extremwertaufgabe (1+8 Punkte)

(a) Seig:R — R eine differenzierbare Funktion, die nirgends den Wert 0 annimmt.
Zeigen Sie mithilfe der Kettenregel, dass

1\’ g ()
) (2) = —
(9) ) g(x)?
gilt.
(b) Sei f:(0,00) — R differenzierbar, f(x) > 0 fiir alle z > 0 und

wll)rr;o f(z) = lir{)l+ f(z) =0.

Schlieklich gebe es eine einzige Stelle z¢ € (0, 00) mit f'(xg) = 0.
Zeigen Sie: Dann ist xg die einzige globale Extremalstelle von f in (0, 00)
und zwar ist f(xg) > f(x) fir alle 0 < 2 < 0o, = # xy.

Aufgabe 3.2 Konvexitéit (2+2 Punkte)

Sei D C R ein (endliches oder unendliches) Intervall. Eine Funktion f : D — R
heifst konvex, wenn fiir alle z1,2zo € D und alle A mit 0 < A < 1

fOry 4+ (1= Nag) < Af(21) + (1= A)f(22)

gilt. Die Funktion heiftt konkav, wenn — f konvex ist.

Sei D C R ein offenes Intervall und f : D — R eine zweimal differenzierbare
Funktion.

Zeigen Sie: f ist genau dann konvex, wenn f”(z) > 0 fiir alle z € D.

(Hinweis zur Rickrichtung: Zeige zundchst mit dem MWS, dass %ﬁ“) =
&) < f1(&) = 7“1;)_“@ gilt, und anschliekend, dass f(g”)lif(““) < f(“)/\_f(””)

2—T A -

gilt. Hierbei seien x1, 29 € D, 0 < A < 1 und « := Az1 + (1 — AN)zs.)

Aufgabe 3.3 Funktionenfolgen (2+2 Punkte)

(a) Definiere die Folge von Funktionen (f,,) durch f, : R>g = R,
z" firo<z<1,
falz) = {

1 fir x > 1.

Zeigen Sie: Dann gibt es keine Funktion f : R — R, so dass (f,,) gleichméRig
gegen [ konvergiert.
(b) Definiere die Folge von Funktionen (f,) durch f, : R — R,

fulz) = %sin (n’z).

Zeigen Sie:


http://www.math.uni-konstanz.de/diffgeom/analysis2-15.html

(i) (fn) konvergiert gleichméafig gegen 0.
(ii) Es gibt keine Funktion g : R — R, so dass (f},) gegen g konvergiert.
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass sin(R) = [—1, 1] und sin’(z) = cos(x).

Aufgabe 3.4 Normtreue Vektorraum-Isomorphismen (2+1+1 Punkte)
Seien F, F normierte R-Vektorrdume.
Zeigen Sie:
(a) Die Abbildung
U: LR F)—=F A— AQ1)
ist ein normtreuer Vektorraum-Isomorphismus. Normtreu bedeutet, dass

AW F = Al @.r)
fir alle A € L (R, F) gilt.
(b) Die Abbildung

& : L(E,L(E,F)) — Ly(E, F),
A=(z (y— A)(y)) = 2(A) = ((z,y) = A(z)(y))

ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Hierbei ist Lo(E, F') der Raum der stetigen
bilinearen Abbildungen.
(¢) Die Abbildung ® ist normtreu.

Aufgabe 3.5 Freiwillige Zusatzaufgabe (1+1+1+1 Punkte)
Bestimmen Sie mithilfe der Regeln von de I’'Hospital die folgenden Grenzwerte:

. Z —arcsin(x)
a lim 22—~
( ) ey (1_m)1/2 9

(b) lim @)y neN,

oo nz™
(c) il_}ml sin(mz) In |1 — x|,

(@ lim (st — 1)

x—0

. . . . . /
Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass arcsin’(z) = ﬁ, log'(z) = %, cos'(z) =

—sin(z), sin’(x) = cos(z).



