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Aufgabe 4.1 Vektorwertiger Mittelwertsatz, Regeln von de l’Hospital
(2+2 Punkte)

(a) Zeigen Sie, dass es eine Funktion f : R ! R2 und Punkte a < b 2 R gibt, so
dass

f(a)� f(b) = f 0
(t)(a� b) für kein t 2 (a, b)

gilt. Hierbei dürfen Sie keine Funktionen verwenden, deren Komponenten sin(x)
oder cos(x) enthalten.

(b) Seien f(x) := sin(x)+2x und g(x) := cos(x)+2x. Berechnen Sie den Grenzwert

lim

x!1

f(x)

g(x)
.

Warum ist die Regel von de l’Hospital in der Form 1
1 hier nicht anwendbar?

Aufgabe 4.2 Potenzreihen in C (4 Punkte)
Zeigen Sie: Sei ((a

n

xn

))

n2N eine Potenzreihe in C mit Konvergenzradius r > 0.
Dann ist die Funktion

f : B
r

(0) !C,

f(x) :=

1X

n=0

a
n

xn

in B
r

(0) stetig differenzierbar und es gilt für x 2 B
r

(0)

f 0
(x) =

1X

n=1

na
n

xn�1.

Aufgabe 4.3 Potenzreihen in R (4 Punkte)

(a) Ist die reelle Potenzreihe
P1

k=0 akx
k für x = x1 6= 0 konvergent, so konvergiert

sie im Bereich

{x : |x| < r := |x1|}

kompakt und absolut. Insbesondere ist also der Konvergenzradius ⇢ � |x1|.
(b) Sei

P1
k=0 akx

k eine in ganz R konvergente Potenzreihe mit a
k

6= 0 für unendlich
viele k 2 N. Dann konvergiert diese Reihe in (0,1) nicht gleichmäßig.
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Aufgabe 4.4 Gewöhnliche Differentialgleichungen (2+2 Punkte)
(a) Sei A 2 L(Rn

) und x0 2 Rn. Zeigen Sie, dass dann das Anfangswertproblem
(
ẋ = Ax,

x(0) = x0,

die folgende Lösung besitzt:
x(t) = etAx0,

wobei wir etA durch

etA =

1X

n=0

tnAn

n!

definieren.
Zeigen Sie außerdem, dass die Reihe und ihre gliedweise Ableitung in L(Rn

)

gleichmäßig absolut konvergieren, wenn t sich in kompakten Teilmengen von R
bewegt.

(b) Berechnen Sie etA für

A =

1

2

✓
3 �1

�1 3

◆

und lösen Sie das Anfangswertproblem
(
u̇ =

3
2u� 1

2v,

v̇ = � 1
2u+

3
2v,

mit Anfangswerten (u(0), v(0)) = (u0, v0).
Hinweis: Diagonalisieren Sie A unter Benutzung von Eigenvektoren v1, v2

mit hv1, v2i = 0 und kv1k = kv2k = 1.


