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Aufgabe 6.1 (Integrabilität und Lipschitzstetigkeit) (4+2 Punkte)

Seien a < b ∈ R und sei f : [a, b] −→ R Lipschitzstetig mit Lipschitzkonstante L,
d. h. gelte

|f(x)− f(y)| ≤ L · |x− y|

für alle x, y ∈ [a, b].

(a) Zeigen Sie, dass
σ(f, P ) ≤ L · η(P ) · |b− a|

gilt. Folgern Sie, dass f das Riemannsche Integrabilitätskriterium erfüllt.
(b) Untersuchen Sie Hölderstetige Funktionen auf Riemannsche Integrabilität.

Aufgabe 6.2 (Integrabilität) (4 Punkte)

Welche der folgenden Funktionen sind Riemann integrabel? Überprüfen Sie jeweils
direkt das Riemannsche Integrabilitätskriterium.

(a) f : [a, b] −→ R, f(x) = sin(x), mit a < b ∈ R.
(b)

f : [0, 100] −→ R, f(x) =

{

1, x ∈ [n, n+ 1), n gerade,

−1, x ∈ [n, n+ 1), n ungerade.

(c)

f : [0, 1] −→ R, f(x) =

{

sin
(

1

x

)

, x > 0,

0, x = 0.

(d)

f : [0, 1] −→ R, f(x) =

{

1, x ∈ R \Q,

0, x ∈ Q.

Aufgabe 6.3 (Stetigkeit bezüglich der Integrationsgrenzen) (4 Punkte)

Seien α < β ∈ R und sei I := {[a, b] : α ≤ a ≤ b ≤ β} die Menge der abgeschlosse-
nen Teilintervalle von [α, β]. Auf I definieren wir eine Metrik durch

d([a, b], [c, d]) := |a− c|+ |b− d|.

Sei f : [α, β] −→ R Riemann integrabel. Zeigen Sie, dass

I ∋ I 7−→

∫

I

f

stetig ist.
Hinweis: Sie brauchen nicht zu zeigen, dass (I, d) ein metrischer Raum ist.

Bitte wenden!



Aufgabe 6.4 (Gleichmäßige Konvergenz ) (4 Punkte)

Sei K ein kompakter metrischer Raum und sei fn : K → R eine monoton fallende
Folge stetiger Funktionen, d. h. gelte

fn(x) ≥ fm(x)

für alle x ∈ K und alle m ≥ n. Sei g : K → R stetig und gelte fn(x) → g(x) für
n → ∞ und beliebige x ∈ K. Beweisen Sie, dass dann auch fn ⇉ g für n → ∞ gilt.
Hinweis: Warum genügt es, den Fall g ≡ 0 zu betrachten?

Aufgabe 6.5 (Wachstumsverhalten) (4 Punkte)

Seien n ∈ N und p : C → C ein nichtkonstantes Polynom,

p(z) =
n
∑

k=0

akz
k

mit ak ∈ C und an 6= 0.

(a) Zeigen Sie, dass
|p(z)| → ∞ für |z| → ∞

gilt, d. h. für jedes M > 0 gibt es ein R > 0, so dass

|z| ≥ R =⇒ |p(z)| ≥ M

gilt.
(b) Für welche z ∈ C gilt | sin(rz)| → ∞ für r → ∞?


